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摘　要　提出了一种利用非完备实验复模态参数, 修正带有非比例阻尼矩阵结构有限元模型的迭代修正方

法。首先, 对处理困难的阻尼矩阵表达为质量与刚度矩阵的多项式组合, 并给出了物理解释,被修正参数为该

多项式的系数和结构的某些局部几何、材料参数,其修正结构物理意义明确,与结构的动态设计相适应, 实例

表明了本文修正方法的有效性。
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Abstr act　A method of finite element model updating via iter ation by using incomplete test complex modal

da ta is pr esented. For t he conveninence of upda ting, the system non-propor tion damping mat rix is expressed

into a matrix polynomial of the mass and stiffness ma trixes, and the physical meaning of the polynomial is ex-

plained. T he updat ing parameters ar e the polynomial coefficient and structura l design parameter s ( such as lo-

ca l geometr ic and material par ameter s) . So the model upda ted ha s a clear physical meaning. T he method can

be applied not only to the FEM updating, but a lso to str uctural dynamical design. Numer ical examples show

its efficiency and accuracy.
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　　利用动态实验数据修正结构的有限元分析模

型是工程界目前最为关注的问题之一。自1971年

Berman 和 Flamly 的论文发表以来
[ 1]

, 人们已做

了大量研究, 发展了许多修正方法。这些方法就修

正的对象而言, 大体上可分为矩阵型与设计参数

型两大类。

从动态设计的角度来看, 矩阵型修正方法难

以用实际结构设计参数说明修正后的模型, 因而

不便于工程应用。而设计参数型方法能保持原模

型系统矩阵的对称带状特征,修正结果具有明确

的物理意义, 并与动态设计兼容,因此实用性很

强。

在被修正量的计算方法上也有不同方法。如

Collins( 1974) , Ojalvo( 1988) , Wei( 1989)等人用

系统的模态参数对修正参数的变化灵敏度作依

据,进行模型设计参数的修正[ 2～4] , 然而, 正如文

献[ 5]所评述的那样,灵敏度最大的设计参数并不

一定是误差最大的参数,所以,这类方法的修正理

论依据有待进一步研究。Ewins ( 1990) , Link

( 1992) ,荣( 1992)等人则通过不同途径,建立起修

正参数应满足的线性方程组
[ 6～8]

, 通过解方程组

来确定修正量,这一类方法的理论依据较充分, 是

目前应用较多的一类方法。

现有的修正方法, 特别是参数型修正方法, 一

般都只考虑实模态情况,但实际结构中,复模态情

况更普遍。虽然 Ibrahim 曾提出过从复模态中提

取实模态参数的方法[ 9] , 但由于其结果的唯一性
没有解决而不便实用[ 10]。

本文提出了一种利用非完备实验复模态参数

修正结构有限元模型的迭代修正方法,该方法的

主要思想是:认为结构有限元模型误差主要来源

于某些形状或物理性质太复杂的局部,其结构质

量与刚度矩阵的误差可直接由这些局部的几何、

材料参数来修正, 质量、刚度矩阵的误差同时又影

响阻尼矩阵,因此, 本文将阻尼表达为质量、刚度

矩阵多项式, 再通过修正多项式系数来修正阻尼

矩阵。

1　阻尼矩阵的描述

众所周知,结构有限元建模时,其阻尼矩阵很
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精确描述, 传统的 Rayleigh阻尼只是一种实模态

情形, 1992年, 美国国家地震中心博士 Liang 与

教授 Lee 等人提出了一种阻尼矩表达方式
[ 11]

, 即

将结构的阻尼矩阵 C表达为其质量M 与刚度 K

的多项式,其最简单的情形为

C = B0I + B1M + B2K ( 1)

其中: I 为单位矩阵; B0 , B1, B2为系数。对于式( 1)

只要

MK≠ KM ( 2)

则式( 1)表达 C是非比例阻尼,简单说明如下:

由 Caughey 准则
[ 12] , M-C-K 系统是复模态

的充分条件是

CM
- 1
K≠ KM

- 1
C ( 3)

将式( 1)分别代入式( 3)的不等式两边有

CM - 1K = (B0I + B1M + B2K)M- 1K =

B0M- 1K + B1K + B2KM- 1K ( 4)

KM
- 1
C = KM

- 1
(B0I + B1M + B2K) =

B0KM - 1 + B1K + B2KM- 1K ( 5)

　　由于MK≠KM,即也有M
- 1
K≠KM

- 1 ,则式

( 4)与式( 5)不相等,即有

CM- 1K≠ KM - 1C

　　所以M-C-K系统导致复模态。值得指出, 对

大多数工程结构来说, 不等式( 2)的条件总是容易

满足的,因而,式( 1)能表达非比例阻尼。

关于式( 1)各项系数的物理意义可这样解释:

如果阻尼耗散能量 DWd由 Itoth
[ 13]定义

DWd = D∫V
u
T
f ddV ( 6)

式中: u为位移向量; f d 为单位体积上阻尼力(或

耗散力)向量,则有如下分析:

情况 1　对粘性阻尼,耗散力正比于速度,则

f d1 = B1
d
dt

(u) = B1u ( 7)

这里 B1为比例系数。

将系统(或结构)按有限元方法离散,则位移

u可由节点位移 X 与形函数矩阵 N 表示

u = NX

耗散能可写为

DWd = D∫V
uT f ddV =

D B1∫V
XTNTNXdV =

DXT B1∫V
N

T
NdV X ( 8)

因此,对假定为粘性阻尼的阻尼矩阵可写为

C1 = B1∫V
N

T
NdV ( 9)

这里,下标“1”表示第 1种阻尼力 f d1的作用下产

生的阻尼。

注意到系统的质量矩阵可与为

M = Q∫V
N

T
NdV ( 10)

式中:Q为质量密度。比较C1的表达式有

C1 =
B1

Q
Q∫V

N
T
NdV = BM ( 11)

式中: B= B1/Q。

上面的解释说明: BM 项是考虑正比于速度

的耗散力引起的阻尼。

情况 2　引入粘性阻尼应力张量 Rd, 它正比

于应力对时间的导数。

Rd = B2
d
dt

(EE) = B2EE′ ( 12)

这里: E为结构的应变张量; B2为比例系数。对小

应变情况,应变可由位移表达

E= LNX = BX ( 13)

式中: L为一几何变换矩阵; B= LN ,则耗散能可

表达为

DWd = D∫V
ETRddV =

∫V
DXTBT( B2EBX) dV =

DX
T
( B2∫V

B
T
EBdV)X ( 14)

此时,阻尼矩阵可写为

C2 = B2∫V
BTEBdV = B2K ( 15)

这里

K =∫V
BTEBdV

正好是有限元方法中的刚度矩阵。

上面的推导说明, B2K项是结构的应力分布

引起的阻尼。

如果仅仅考虑上面提到的 2种阻尼,即 C1和

C2 ,则阻尼矩阵表达为

C = B1M + B2K

这就是 Rayleigh阻尼。

情况 3　回到式( 1)的阻尼矩阵式, B1I 项可

以理解为堆集阻尼, 也就说,类似于堆集质量, 阻

尼也可以在节点堆集, 这一概念也可在许多实际

工程结构中得以理解, 如阻尼不仅存在于结构材

料中,也存在于结构的联接处,而且后者往往大于

前者, 在这种情况下, 堆集阻尼的假设将更恰当,

此时∫V
NTNdV 降为对角矩阵, 为简化处理, 如果

用一单位矩阵冠以适当的系数 B0来近似堆集阻

12 航　空　学　报 第 20卷



尼,则阻尼矩阵可简单地表达为

C3 = B0I ( 16)

　　同时考虑上面 3种情况, 即联合式 ( 9)、式

( 15)与式( 16) ,便得到式( 1)的简化阻尼表达式。

2　利用实验复模态参数修正有限元模型

的原理

假定系统的初始有限元模型的质量、刚度、阻

尼矩阵分别为M0n×n, K0n×n , C0n×n , 当部分参数修

正而产生的变化为 $Mn×n , $Kn×n , $Cn×n , 则被修

正模型质量、刚度与阻尼矩阵满足

M = M0 + $M ( 17a)

K = K0 + $K ( 17b)

C = C0 + $C ( 17c)

对M, K, 根据误差来源, 可将其分为两大组

M = MⅠ + MⅡ ( 18a)

K = KⅠ + KⅡ ( 18b)

其中:MⅠ, KⅠ与具有误差的局部无关,而MⅡ, KⅡ

与具有误差的局部相关。需要修正的只是MⅡ与

KⅡ。

设MⅡ与 KⅡ中有待修正的独立设计变量为

pk(k= 1, 2,…, N p) ( pk指几何参数或材料参数) ,

将MⅡ、KⅡ对 pk作台劳展开,取前两项有

MⅡ = M0Ⅱ + ∑
N
p

k= 1

5MⅡ

5pk
$ pk ( 19a)

KⅡ = K0Ⅱ + ∑
N
p

k= 1

5KⅡ
5pk

$ pk ( 19b)

则修正量矩阵为

$M = $MⅡ = ∑
N
p

k= 1

5MⅡ

5p k
$p k ( 20a)

$K = $KⅡ = ∑
N
p

k= 1

5KⅡ
5pk

$ pk ( 20b)

其中: $ pk 是设计参数的修正量,为整个修正过程

的待求未知数; M0Ⅱ与 K0Ⅱ为初始有限元模型中

与局部相关部分的质量与刚度矩阵。

由式( 1)将 B0, B1与 B2连同 MⅡ、KⅡ待修正

的几何、材料等参数作为待修正参数,则阻尼矩阵

可写为

C = B0I + B1M I + B2KI =

B0I + B1M0I + B2K0I +

∑
N
p

k= 1
B1

5MⅡ

5p k
$p k +

∑
N
p

k= 1
B2

5KⅡ
5p k

$ pk +

I$B0 + M0$B1 + K0$B2 =

C0 + ∑
N
p

k= 1
B1

5MⅡ

5p k
+ B2

5KⅡ
5p k

$p k +

I$B0 + M0$B1 + K0$B2 ( 21)

于是有

$C =∑
N
p

k= 1
B1

5MⅡ

5p k
+ B2

5KⅡ
5p k

$p k +

I$B0 + M0$B1 + K0$B2

( 22)

　　设实验测得前 m 阶复模态参数:复频率 Ki,

复振型Wiq×1( i= 1, 2, …, m) ,其中, q为复振型的

测量自由度数。先 p= n,由复振型正交条件(这里

复振型为归一化振型)

Wi

WiKi

T

R
Wj

WjKj
= Dij , i , j = 1, 2…, m ( 23)

Wi

WiKi

T

S
Wj

WjKj
= - KiDij , i , j , = 1, 2,…, m

( 24)

其中:

R =
C　M

M　0
, 　　S =

K　0

0　 - M

Dij =
1( i = j )

0( i≠ j )

经整理得

Wi
TMWiKj + KiWi

TMWj +

　　Wi
TCWj = Dij

KiWi
TMWjKj - Wi

TKWj = KiDij

( 25)

将式( 17) ,式( 20)与式( 21)代入上两式得

Wi
TM0WjKj + KiWi

TM0Wj +

Wi
TC0Wj + ∑

N
p

k= 1
Wi

T 5MⅡ

5p k
WjKj +

KiWi
T 5MⅡ

5pk
Wj + B1Wi

T 5MⅡ
5pk

Wj +

B2Wi
T 5KⅡ

5pk
Wj $p k +

Wi
T( I$B0 + M0$B1 + K0$B2)Wj =

Wi
T(M0( Ki + Kj ) + C0)Wj + Wi

T õ

∑
N
p

k= 1

5MⅡ
5pk

(Ki + Kj + B1) +
5MⅡ

5pk
B2 $ pk

Wj + Wi
T
( I$B0 + M0$B1 + K0$B2)Wj = Dij

( 26a)

KiWi
TM0WjKj - Wi

TK0Wj +

∑
N
p

k= 1
KiWi

T 5MⅡ

5pk
WjKj - Wi

T 5KⅡ
5pk

Wj} õ
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$p k = Wi
T (KiM0Kj - K0)Wj +

Wi
T
∑
N
p

k= 1
Ki

5MⅡ

5pk
Kj -

5KⅡ
5pk

$ pk Wj =

KiDij　( i = 1, 2,…, m; j = i , i + 1, …, m)

( 26b)

对于式( 26a) , 式( 26b) ,可写成如下矩阵形式

A
～

2S×N
～

pAN
～

p
×1 = a

～

2S×1 ( 27)

其中: AN
～

P
×1 = [ $ p1 , $p 2, …, $ pN

p
, $B0 , $B1 ,

$B2]
T
; N
～

p = N p+ 3; S = m( m+ 1) / 2, 该方程组

为一复系数方程组(因为式( 26)中 Ki, Kj , Wi, Wj 均

为复数)。

式( 27)的求解应考虑复数运算,将式( 27)的

复数实、虚部分开有

(A
～

R + A
～

I)A= a
～

R + a
～

I ( 28)

取方程两边实、虚部分别相等有

ARA= a
～

R ( 29a)

A
～

IA= a
～

I ( 29b)

令

A
-

=
A
～

R

A
～

I

, a =
a
～

R

a
～

I

式( 28)可写为

A
-

4S×N
～

p
AN
～

p
×1 = a

-

4S×1 ( 30)

　　于是, 分别按照 4S = N
～

p , 4S > N
～

p 与 4S <

N
～

p , 3种情况(适定,超定与亚定) ,分别采用一般

线性方程组求解或最小二乘求解或在‖A‖范数

极小条件下求解, 即可求解设计参数的修正量 A。

下面再讨论 q< n的情况,即振型的测试自由

度小于原模型的自由度。将第 i阶复振型Wi 按已

测量与未测量自由度分块

Wi =
W
a
i q×1

W
b
i ( n- q)×1

　( i = 1, 2,…, m)

式中: Wa
i q×1为已测自由度上复振型分量; Wb

i ( n- q)×1

为未测量自由度上复振型分量。于是,将M, C和

K也按同样方法分块,可得分块后的特征方程

K2
i
Maa Mab

Mba Mbb
+ Ki

Caa Cab

Cba Cbb
+

Kaa Kab

Kba Kbb

W
a
i

Wb
i

= 0 ( 31)

由上式可得

W
b
i = - (K

2
iMbb + KiCbb +

Kbb) - 1( K2iMba + KiCba + Kba )Wa
i

( i = 1, 2,…, m) ( 32)

简记上式为

W
b
i = T(Ki)W

a
i　( i = 1, 2,…, m) ( 33)

　　利用上式, 可对第 i阶复振型进行扩展,即通

过已测量自由度上的复振型计算未测量自由度上

的复振型。

当直接用原始有限元模型的质量、刚度与阻

尼矩阵代入式( 33) , 则被扩展的复振型Wb
i 精度不

高,所以, 本文采用迭代修正法,即在每轮迭代求

出新的质量、刚度与阻尼矩阵之后, 用新的M0
r ,

K0
r , C0

r( r 为迭代次数)计算质量、刚度矩阵对非

线性设计参数的导数, 再计算[T (Ki ) ] , 从而得到

新的扩展复振型Wir , 而后求解式( 30)进行下一轮

修正。

3　数值算例

为了验证本文提出的基于复模态参数的结构

有限元模型局部修正方法, 这里提供了如下算例。

图 1为一台阶悬臂梁上附加 2个质量一弹簧

阻尼器系统。其中m3与梁是刚性联接,该系统的

物理参数均为已知如表 1所示准确值。将每段梁

划分为 5 个单元, 则整条梁共 20 个单元、21 个

点。

图 1　多段台阶梁

其中,梁的阻尼矩阵为

C = 6I - 0. 1M + 0. 01K

　　该系统准确的复模态参数都可由有限元组合

模型求出,如表 2所示。
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表 1　系统物理参数修正结果

参数 准确值 初值模型 误差/ % 一次修正 误差/ % 4次迭代后 误差/ %

AⅠ 0. 5×10- 3 0. 55×10- 3 + 10 0. 5384×10 + 7. 68 0. 5049×10- 3 + 0. 97

AⅡ 0. 8×10- 3 0. 72×10- 3 - 10 0. 8646×10 + 8. 08 0. 8146×10- 3 + 1. 82

IⅠ 0. 4×10- 5 0. 52×10- 5 + 30 0. 4717×10 + 17. 93 0. 3841×10- 5 - 3. 98

IⅡ 0. 5×10- 5 0. 35×10- 5 - 30 0. 4089×10 + 18. 22 0. 5222×10- 5 + 4. 43

K1 8075 6056. 25 - 25 7051. 1 - 12. 68 7778. 65 - 3. 67

C 1 120 150 25 102. 3 - 14. 76 127. 06 + 5. 88

B0 6 6. 6 10 5. 5344 - 7. 76 5. 7732 - 3. 78

B1 - 0. 1 - 0. 11 10 - 0. 1084 + 8. 38 - 0. 1056 + 5. 61

B2 0. 01 0. 011 10 0. 0108 + 8. 09 0. 0105 + 4. 63

表 2　系统物理参数修正前后复模态参数

S1 S2 S3

准确值 - 0. 2695E+ j0. 9806 - 0. 7911+ j14. 02 - 1. 2876+ j38. 02

修正前 - 0. 01056+ j1. 685 - 0. 3139+ j9. 993 - 1. 0636+ j26. 06

模的误差/ % + 72. 77 - 28. 80 - 31. 44

修正后 4次迭代 - 0. 02792+ j0. 9898 - 0. 7989+ j14. 62 - 1. 2922+ j36. 83

模的误差/ % + 0. 94 + 4. 27 - 3. 13

　　为了验证本文方法的有效性, 假定系统的物

理参数中部分是未知的, 根据经验给一组估计值

如表 1所示。依据系统准确的复模态参数构造模

拟的实测模态数据,考虑到实测复模态参数一般

都有一定随机误差,故将系统准确模态参数添加

了一定的随机误差(复频率与复模型分别为 1%

与 3%)。另外,实测复模态参数一般都是非完备

的,故在依据系统准确的复模态参数构造模拟的

实测模态参数时, 对梁只取其节点平动自由度, 系

统模态阶次也只取前3阶。利用非完备的实测(模

拟)复模态参数, 对其系统的局部物理参数 AⅠ ,

AⅡ, IⅠ , IⅡ , k3, c3 以及梁的阻尼表达式系统 B0 ,

B1, B2 共 9 个参数进行修正, 修正的结果列于表

2。

从表 1,表 2结果可以看出, 本文提出的方法

是有效的,而且对迭代次数的增加,修正结果有较

明显的改善。

4　结　论

( 1) 本文的修正方法是局部修正, 认为结构

的有限元分析模型误差只来源于某些复杂的局部

(几何形状或物理性质复杂) ,这种局部修正即符

合大多数实际情况,又减小了计算工作量。

( 2) 修正的对象为结构的设计参数, 其物理

意义明确,不破坏有限元模型原有的带状稀疏等

特性,而且与结构的动态设计兼容。

( 3) 在修正过程中采用了迭代修正。克服了

直接利用原始有限元模型扩展振型数据引起的误

差。

( 4) 本文以非比例阻尼矩阵的一般表达形式

为基础,直接利用非完备复模态实测数据进行分

析模型修正,而对于设计参数型的修正方法来说,

考虑复模态情况的还很少见到。

经算例验证, 本文提出的方法是有效的。
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《航空学报》第六届编委会会议在佛山召开

《航空学报》第六届编委会于 1998年 11月 15日～17日在佛山大学召开。到会编委 33人, 《航空学

报》编辑部全体同志列席了会议,并特邀《宇航学报》编辑部负责同志参加了会议。

会议由第五届编委会主任兼主编诸德超教授主持, 并向会议作了《第五届编委会工作报告》及《〈航

空学报〉第六届编委会换届筹备工作报告》。到会编委对上述两报告进行了严肃、认真地讨论,对今后工

作提出了宝贵的意见和建议,并一致通过了上述两个报告。

会议认为第五届编委会对《航空学报》进行了重大结构调整, 编辑部在编排手段现代化建设及不断

提高学报质量向“精品”方向迈进等方面取得很大成绩, 并给予充分肯定。第五届编委会退下的编委有

21人,这些编委都是一些德高望重,在我国航空航天学术界具有很高威望的学术界前辈,他们为《航空

学报》作出了很大贡献,许多人如范棠、李哲浩、张桂联等都是从《航空学报》一创刊便担任编委,至今已

担任了 35年编委。为此,第六届编委会特向退下的老编委致以崇高的敬意和感谢。

会议确定《航空学报》第六届编委会由诸德超教授担任主任委员及主编,由王家骅、戴冠中、李铁柏

担任副主任委员兼副主编, 编委总计 63人组成。会后上报中国航空学会第六届代表大会常务理事会聘

任。

会议讨论决定:为贯彻国家科委和新闻出版署关于科技期刊编排出版手段实行现代化和努力办成

“精品”的要求,从 1999年开始, 中、英文版改为国际标准大 16开本,排双栏, 封面要相应重新设计。

为了不断提高《航空学报》的质量, 应进一步严把质量及编排校等各环节质量关。并应努力创造条

件,提高设备的软件、硬件的现代化水平。

会议期间,到会编委对近期收到的《航空学报》稿件进行审阅, 并参观了’98珠海国际航空航天博览

会。

《航空学报》第六届编委会在佛山大学召开,得到了佛山大学校、院领导及有关工作人员的大力支

持。为此,编委会及到会全体人员向佛山大学校、院领导和全体工作人员表示衷心感谢。

(李铁柏)　
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