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摘 要: 考虑力电耦合效应的影响, 研究了层状失谐周期压电复合材料结构中的波动局部化问题。根据界面

上力电连续条件,推导了结构中相邻单胞间的传递矩阵。以力场和电场变量为状态向量, 给出了结构中局部

化因子的表达式。作为算例,计算了结构中的波动局部化因子。计算结果表明, 压电陶瓷的压电效应对周期

压电复合材料的波动局部化特性有显著影响,压电常数越大局部化因子值越大,结构的局部化程度越强 ;结构

的失谐度越大,频率通带区间内的局部化因子值越大,局部化程度越强。分析结果对于周期压电复合材料结

构的优化设计和振动控制具有理论参考价值。
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Abstract: By consider ing mechanical and electrical co upling char acteristics of piezo electr ic composite mater ials,

the w ave localization in diso rdered per iodic layered piezoelectr ic composite st ructur es is studied. Accor ding to

the mechanica l and electrica l co nt inuity condit ions, the tr ansfer mat rix betw een tw o consecutive unit cells is

obtained. T he ex pression fo r calculating the lo calizatio n factor s in disor der ed per iodic str uctures is presented

by means of the va riables in mechanica l and electr ical fields. A s an ex ample, numerical results o f localization

facto rs ar e pr esented. It can be seen fr om the results that the piezo effect o f the piezo electric ceram ics has sig

nificant effects o n the character istics of w ave localizat ion in perio dic piezo electric composites. T he larg er the pi

ezoelectr ic const ant o f the piezoelect ric ceramics and the degr ee o f diso rder o f the str ucture ar e, the lar ger the

localization factor or the str onger the w ave localization is. T he co nclusions have theoret ical signif icance for o p

timization design and vibr atio n contr ol in per iodic piezo electr ic co mpo site structures.

Key words: piezoelectr ic composite; diso rdered per iodic structure; mechanical electr ical co upling ; wav e lo cali

zatio n; transfer matr ix

智能材料和结构在使用过程中能够感知外界

环境的变化,并能针对这种变化做出适当的反应。

因为其具有自感觉和主动控制的能力, 所以被广

泛应用各种工程领域。在各种智能材料中,压电

材料得到了越来越广泛的应用, 尤其是航空航天

领域[ 1, 2] 。压电复合材料是将压电聚合物和压电

陶瓷按一定的组成比例、空间几何分布及连通方

式复合在一起, 其兼具压电陶瓷和压电聚合物的

优点,并能成倍地提高材料的压电性能,因此使其

成为未来智能材料结构发展的重要方向 [ 3]。目

前,各种周期压电复合材料在智能材料和结构中

得到了广泛应用
[ 4, 5 ]
。实际工程中动态载荷是经

常遇到的受载情况, 因此研究周期压电复合材料

结构中的波动传播和局部化问题很有必要。周期

结构不同于一般结构, 其具有通频和禁频等特殊

的力学性质,失谐周期结构还会表现出波与振动

的局部化特性
[ 6~ 8]
。由于周期和失谐周期结构的

这些特殊力学性质, 使其在动态载荷的滤波器研

制等方面得到了关注。T horp等 [ 6]针对周期压电

贴片杆结构中的振动主动控制和波动局部化等问

题进行了研究, 得到了很多有意义的结论。笔者

曾针对失谐弹性周期结构中的波动局部化问题进

行了一些研究工作, 为此种结构的优化设计和振

动控制提供了理论方法和参考数据 [ 7, 8]。

本文针对弹性波垂直于界面以及沿界面方向
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传播的两种情况, 研究了层状周期压电复合材料

结构中的波动局部化问题。推导了相邻单胞间的

传递矩阵。以力场和电场分量为状态向量,给出

了结构中局部化因子的表达式。通过引入失谐,

分析了其中的波动局部化特性。

1 结构波动方程及其求解

将压电陶瓷和聚合物周期地铺成层状结构,

便得到 2 2 型周期压电复合材料, 其结构简图如

图 1所示。设压电聚合物及压电陶瓷的铺层厚度

分别为 a1 和 a2 , 坐标系选取如图 1所示, 其中 z

轴与 x y 平面垂直。

图 1 周期压电复合材料结构简图

Fig 1 Periodic piezoelect ric com pos ite st ructur e

当反平面剪切波沿 x 轴或 y 轴正方向传播

时,压电聚合物和压电陶瓷中的二维波动方程分

别表示为[ 5]

c
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式中: w 1 ( x 1 , y 1 , t )和 w 2 ( x 2 , y2 , t)分别为聚合物

及陶瓷沿 z 方向的位移函数;  2 为 Laplace 算

子,在两种材料中分别表示为  2
=

2
/ x

2
1 +

2
/

y
2
1 和  2 = 2

/ x
2
2 + 2

/ y
2
2 ; !1 ( x 1 , y 1 , t ) 和

!2 ( x 2 , y2 , t)分别为聚合物及压电陶瓷的电势函

数; 1 和 2 分别为聚合物及陶瓷的密度; c
( 1)
44 和

c
( 2)
44 分别为聚合物及陶瓷的弹性常数;  ( 1)

11 和  ( 2)
11 分

别为聚合物及压电陶瓷的介电常数; e
( 2)
15 为压电陶

瓷的压电常数; t为时间。

在反平面剪切波作用下, 聚合物及压电陶瓷

中的剪应力和电位移分别表示为[ 5]

∀xz 1 = c
( 1)
44 w 1 / x 1 , D x1 = -  

( 1)
11 !1 / x 1 ( 3)

∀xz 2 = c
( 2)
44 w 2 / x 2 + e

( 2)
15 !2 / x 2

D x2 = e
( 2)
15 w 2 / x 2 -  ( 2)

11 !2 / x 2 ( 4)

下面分别针对反平面剪切波沿 x 轴和 y 轴

正方向传播时,给出波动方程式( 1)和( 2)的解。

1 1 反平面剪切波沿 x轴正方向传播的情况

当 SH 波沿 x 轴正方向传播时,结构中的位

移和电势函数简化为关于 x 的一维表达式,即

w i = w i ( x i , t) , !i = !i ( x i , t) ( i = 1, 2) ( 5)

因此,可将式( 1)和式( 2)中的位移和电势函数表

示为如下形式

w i ( x i , t ) = W i ( x i ) ex p(- i#t )

!i ( x i , t) = ∃i ( x i ) exp(- i#t ) ( i = 1, 2) ( 6)

式中: #为圆频率; W i 和 ∃ i 为幅值。

将式( 6)分别代入式( 1)和式( 2) ,经过整理,

得到如下方程

d2
W 1 / dx

2
1 + k

2
1 W1 = 0, d2 ∃1 / dx

2
1 = 0 ( 7)

d2
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2
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2
2 W2 = 0

d2 ∃2 / dx
2
2 = p d2

W 2 / dx
2
2 ( 8)

式中: p = e
( 2)
15 / 

(2)
11 为压电陶瓷中压电常数与介电常

数的比值; k1 = #/ c1 , k2 = #/ c2 为波数; c1 =

c
( 1)
44 / 1 , c2= { c

( 2)
44  ( 2)

11 + [ e
( 2)
15 ]

2
} / ( 2 ( 2)

11 )为波速。

将式( 7)和式( 8)无量纲化,得如下无量纲方程:

d2
W 1 / d%2

1 + &2
1 W 1 = 0

d2 ∃1 / d%2
1 = 0 ( 0 %1 ∋1 ) ( 9)

d2
W 2 / d%2

2 + &2
2 W 2 = 0,

d
2
∃2 / d%

2
2 = p d

2
W 2 / d%

2
2 ( 0 %2 ∋2 ) ( 10)

式中: &i = ki!a 1 为无量纲波数; %i = x i / !a1 为无量纲

坐标; ∋i = a i / !a1 为无量纲厚度; !a1 为压电聚合物

铺层厚度的均值。

式( 9)和式( 10)的解可表示为如下形式

W 1 (%1 ) = A 1sin( &1%1 ) + B1 cos(&1%1 )

∃1 (%1 ) = C1 + D 1%1 ( 11)

W 2 (%2 ) = A 2sin( &2%2 ) + B2 cos(&2%2 )

∃2 (%2 ) = C2 + D 2%2 + p [ A 2 sin(&2%2 ) +

B 2co s(&2%2 ) ] ( 12)

式中: A i , B i , C i 和D i ( i = 1, 2)为未知系数。

1 2 反平面剪切波沿 y 轴正方向传播的情况

当 SH 波沿 y 轴正方向传播时,结构中的位

移函数和电势函数为 x 和 y 的二维表达式,即

w i = w i ( x i , y i , t)

!i = !i ( x i , y i , t) ( i = 1, 2)
( 13)

此时,可将式( 1)和式( 2)中的位移和电势函

数表示为如下形式

w i ( x i , y i , t ) = W i ( x i ) ex p[ i#( t - y i / c) ]

!i ( x i , y i , t) = ∃i ( x i ) exp[ i#( t - y i / c) ]

( 14)

39
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其中: #和 c分别为圆频率及波速; W i 和 ∃i 为幅值。

将式( 14)代入式( 1)和式( 2) , 并进行无量纲

化,求解无量纲方程,可将无量纲位移和电势函数

幅值表示为

W 1 ( %1 ) = A 1exp( r1%1 ) + B 1exp(- r 1%1 )

∃1 (%1 ) = C1 ex p( &%1 ) + D 1ex p(- &%1 ) ( 15)

W 2 ( %2 ) = A 2exp( r2%2 ) + B 2exp(- r 2%2 )

∃2 (%2 ) = C2ex p( &%2 ) + D 2exp(- &%2 ) +

p [ A 2exp( r2%2 ) + B 2exp(- r 2%2 ) ] ( 16)

式中: A i , B i , C i 和 D i ( i = 1, 2)为未知系数; 无

量纲量 r i 表示为 r i = & 1- c
2
/ c

2
i ( i = 1, 2) ; &=

k!a1 为无量纲波数; k= #/ c为波数; %i , p , !a1 , c1 和

c2 的意义参见式( 7) ~ 式( 10)中的说明。

2 传递矩阵

设图 1所示的周期压电复合材料结构共含有

n个单胞,第 j 个单胞模型如图 1 所示。每个单

胞中含有两个子层, 即压电聚合物和压电陶瓷薄

层,分别称作子层 1和子层 2。第 j 个单胞中两

个子层的左右端位移、力、电势函数和电位移的边

界条件表示为

w
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下面分两种情况给出结构中的传递矩阵。

2 1 反平面剪切波沿 x轴正方向传播的情况

将式( 11)、式( 12)代入式( 17)和式( 18)中,经

过推导,可得如下矩阵方程

v
( j )

iR = T
 
iv

( j )

iL ( i = 1, 2) ( 19)

式中: v
( j )
iR = ( w

( j )
iR ∀

( j )
xz iR !

( j )
iR D

( j )
xiR )

T
, v

( j )
iL = ( w

( j )
iL

∀
( j )

xz iL !( j )
iL D

( j )
xiL )

T 为以力场和电场变量为元

素的两个子层左右两端的状态向量; T
 
i 为两个子

层的传递矩阵,其中的元素分别表示为

T
 
1 ( 1, 1) = cos(&1∋1 )

T
 
1 ( 1, 2) = sin( &1∋1 ) / c

( 1)
44 &1

T
 
1 ( 2, 1) = - c

( 1)
44 &1sin(&1%1 )

T
 
1 ( 2, 2) = cos(&1∋1 )

T
 
1 ( 3, 3) = 1

T
 
1 ( 3, 4) = - ∋1 / ( 1)

11

T
 
1 ( 4, 4) = 1

( 20)

T
 
1 中其余元素为零。

T
 
2 ( 1, 1) = cos( &2∋2 )

T
 
2 ( 1, 2) =

sin(&2∋2 )
[ c

( 2)
44 + p e

( 2)
15 ] &2

T
 
2 ( 1, 4) =

p sin(&2∋2 )

[ c
( 2)
44 + p e

( 2)
15 ] &2

T
 
2 ( 2, 2) = cos( &2∋2 )

T
 
2 ( 2, 1) = - [ c

( 2)
44 + pe

( 2)
15 ]&2 sin(&2∋2 )

T
 
2 ( 2, 4) = p [ cos(&2∋2 ) - 1]

T
 
2 ( 3, 1) = p [ cos(&2∋2 ) - 1]

T
 
2 ( 3, 3) = 1

T
 
2 ( 3, 2) =

p sin(&2∋2 )

[ c
( 2)
44 + p e

( 2)
15 ] &2
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2 ( 4, 4) = 1

T
 
2 ( 3, 4) =
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2
sin(&2∋2 )

[ c
( 2)
44 + p e

( 2)
15 ] &2

-
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 ( 2)
11

( 21)

T
 
2 中其余元素为零。

两子层界面处满足 v
( j )
1R = v

( j )
2L , 故由式( 19)得

第 j 个单胞左右两端状态向量间的关系式为

v
( j )

2 R = Tj v
( j )

1L ( j = 1, 2, !, n) ( 22)

式中: Tj = T
 
2 T

 
1 为第 j 个单胞中的传递矩阵。又

因为第 j - 1个单胞右端和第 j 个单胞左端界面

处满足 v
( j )
1L = v

( j- 1)
2R , 代入式( 22)得第 j - 1个单胞

和第 j 个单胞状态向量间的关系式为

v
( j )

2R = Tj v
( j - 1)
2R ( 23)

由上式可见 Tj 即为两相邻单胞间的传递矩阵。

2 2 反平面剪切波沿 y 轴正方向传播的情况

将式( 15)和式( 16)代入式( 17)和式( 18)中,

经过与 2 1节中相同的推导过程, 得到与式( 23)

相同的矩阵方程,两相邻单胞间的传递矩阵 Tj =

T 2 T
 
1 ,其中 T

 
i 为两个子层的传递矩阵, 其中的元

素分别表示为

40
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T
 
1 ( 1, 1) = [ ex p( r1∋1 ) + ex p(- r 1∋1 ) ] / 2

T
 
1 ( 1, 2) = [ ex p( r1∋1 ) - ex p(- r 1∋1 ) ] / [ 2c
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( 24)

T
 
1 中其余元素为零。
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T
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T
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T
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T
 
2 ( 2, 4) = p [ exp( r 2∋2 ) + exp(- r2∋2 ) -

ex p( &∋2 ) - ex p(- &∋2 ) ] / 2

T
 
2 ( 3, 1) = p [ exp( r 2∋2 ) + exp(- r2∋2 ) -
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T
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2r2 [ pe
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T
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( 2)
44 / ( 2)

11 + p
2
] [ ex p(- &∋2 ) -
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3 波动局部化

弹性波在失谐周期结构中传播时,波动幅值

将以空间指数形式衰减,相应的指数衰减常数称

为波动局部化因子。因此,局部化因子描述了弹

性波在失谐周期结构中传播时, 波动幅值的平均

指数衰减程度, 其可用于刻画局部化现象对结构

振动与强度的影响程度。根据周期结构的对称性

可以证明, Lyapunov 指数总是以互为相反数的关

系成对出现,若传递矩阵的阶数为 2m ∀ 2m,则可

将 Lyapuno v指数按从大到小的顺序排列为

(1 # (2 # ! #(m # 0 #(m+ 1 ( = - (m)

#(m+ 2 ( = (( m- 1) ) # ! #(2m( = - (1 ) ( 26)

根据 Lyapunov 指数的特性, Xie[ 9] 给出了多

耦合失谐周期结构中局部化因子的定义,即最小

正的 Ly apunov 指数定义为局部化因子。这是因

为,它代表了幅值衰减程度最弱的波,其在结构中

传播的距离最远,沿结构传输的能量也最远,刻画

了结构中弹性波或振动幅值主要的衰减特性。

Xie[ 9]根据Wolf等[ 10] 提出的连续型动力系统

中 Lyapunov指数的计算方法, 给出了多耦合周期

结构中计算第 k 个 Lyapunov指数的表达式,即

(k = lim
n ∃

1
n %

n

j = 1
ln& v̂

( j )
2R, k & ( 27)

式中:向量 v̂
( j )
2R, k将在以下内容中给出其意义。

为了计算第 k ( 1 k 2m)个 Lyapunov 指

数,选择 k 个正交的初始单位状态向量 u
( 0)
1 , u

( 0)
2 ,

!, u
( 0)
k 这些向量的阶数为 2m。应用各个单胞状

态向量之间的传递关系式( 23)依次迭代,计算出

每次迭代的状态向量,第 j 次迭代得到

v
(j )

2R, l = Tj u
( j- 1)
l (j = 1, 2, !; l = 1, 2, !, k) ( 28)

其中:向量 u
( j- 1)
l 为正交单位向量。而向量 v

( j )

2R, l通

常不是正交单位向量。需要采用 Gram Schm idt

标准正交化方法对其进行标准正交化, 即

v̂
( j )
2R, 1 = v

( j )
2R, 1 , u

( j )
1 = v̂

( j )
2R, 1 / & v̂

( j )
2R, 1 &

v̂
( j )
2R, 2 = v

( j )
2R, 2 - ( v

( j )
2R, 2 , u

( j )
1 )u

( j )
1 ,

u
( j )
2 = v

( j )
2R, 2 / & v̂

( j )
2R, 2 &, !!,

v̂
( j )
2R, k = v

( j )
2 R, k - ( v

( j )
2R, k , u

( j )
k- 1 ) u

( j )
k- 1 - !-

( v
( j )
2R, k , u

( j )
1 )u

( j )
1 , u

( j )
k = v̂

( j )
2 R, k / &v̂

( j )
2R, k &

这样,由式( 27)即可计算出 m对互为相反数

的 Lyapuno v 指数, 其中第 m 个 Lyapunov 指数

(m 即为局部化因子。对于本文研究的周期压电

复合材料结构,由于传递矩阵 Tj 的阶数为 4 ∀ 4,

因此,系统的第 2个 Ly apunov 指数 (2 为局部化

因子。

4 计算实例及分析讨论

本文针对图 1所示的 2 2型周期压电复合材

料结构,研究了不同频率的波动(扰动)在其中的

传播与局部化特性。研究中认为压电聚合物的厚

度 a1 出现失谐,并假定其服从均值为 !a1 ,变异系

数为 )的均匀分布。进而, a1 可表示为

a1 = !a1 [ 1+ 3)( 2z - 1) ] ( 29)
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式中: z ∋ ( 0, 1)为一服从标准均匀分布的无量纲

随机变量。压电陶瓷和压电聚合物的材料常数取

值如下[ 5]
: c

( 1)
44 = 0 128 ∀ 1010 N/ m2

, c
( 2)
44 = 2 3 ∀

1010 N/ m2
, 1 = 1 18 ∀ 103 kg / m3

, 2 = 7 5 ∀

103 kg / m3 ,  ( 1)
11 = 0 2036 ∀ 10- 10 F/ m ,  ( 2)

11 = 277 ∀

10
- 10

F/ m, e
( 2)
15 = 17 0 C/ m

2
。

对于弹性波垂直于界面传播的情况, 研究中

取 a1 的变异系数 )= 0, 0 05, 0 1 这 3种情况,

)= 0对应于谐调周期结构。为了分析压电效应对

结构中波传播和局部化特性的影响, 考虑压电常

数 e
( 2)
15 = 0, 5, 10, 20 C/ m2 这 4种情况。针对不

同的 )和 e
( 2)
15 值,图 2给出了结构中的波动局部化

因子(2随无量纲波数&1的变化情况。对于弹性

图 2 弹性波沿 x 方向入射时,局部化因子 (2 随无量纲波数

&
1
的变化曲线

Fig 2 Loncalizat ion factor v s dimensionles s w avenumb er &1

for the case of wave propagat ing in the x direct ion

波沿界面方向传播的情况, 取压电常数 e
( 2)
15 =

17 C/ m2
, a1 的变异系数分别取为 )= 0, 0 02,

0 05, 0 1, 入射波波速取为 c= 2100 m/ s ,研究了

波动局部化因子 (2 随无量纲入射波数 &的变化

情况,如图 3所示。

图 3 弹性波沿 y 方向入射时,局部化因子(2 随无量纲波数 &

的变化曲线

Fig 3 Loncalizat ion factor v s dimen sionless w avenumber &

for the case of wave propagat ing in the y direct ion

由图 2可见, 由于压电陶瓷中压电效应的影

响,结构中通带和禁带特性变化很大。纯弹性材

料的局部化因子幅值最小,随着压电常数的增加,

局部化因子的幅值将增大,并且通带也逐渐变狭。

可见,力电耦合效应将使得不能在结构中传播的

弹性波频率范围增加。因此,压电复合材料的压

电效应将使结构的波动局部化程度加强。

由图 3和图 4可见, 对于失谐周期结构,除个

别频率点外局部化因子在整个频率区域都为正

值,即结构中出现波动局部化现象。且失谐度越

大, 通带内的局部化因子值越大, 局部化程度越

强。另外,对于失谐结构,压电常数越大局部化程

度也有所加强。

由图 5可见,与图2相比,当弹性波沿 y 方向

传播时,在所研究的频率范围内通带和禁带的数

量增加,但每条通带的频率范围变狭。且随着失

谐量的增大,局部化程度显著增强。因此,当弹性

波沿 y 方向传播时, 若结构存在较大的失谐量,

则相邻子层中的波动幅值将很快衰减。

5 结 论

针对弹性波垂直于界面层以及沿界面层方向

传播两种情况,研究了层状失谐周期压电复合材

料结构中的波动局部化问题。得到如下结论:

( 1) 谐调周期结构中存在频率通带和禁带特

性,失谐周期结构中出现波动局部化现象,失谐度

越大,频率通带内的局部化因子值越大,局部化程

度越强。
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( 2) 由于力电耦合效应的影响,压电常数越

大,结构的局部化程度越强。从而不能在结构中

传播的弹性波的频率范围将变大(与纯弹性周期

结构相比较而言)。

( 3) 可以采用不同压电常数的压电材料, 以

控制不同频率的波动在结构中传播。
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报道
(中国航空学会航空维修工程专业委员会)学术年会召开

2005年 9月 26日至 28日在沈阳召开了中国航空学会航空维修工程专业委员会第四届学术年

会暨第七届专业委员会。来自陆航、海军、空军、中航一集团、中航二集团、民航及∗国际航空+杂志社

等 33个单位的 60余名代表参加了会议。开幕式上, 空军装备研究院航空所所长武维新致开幕词,

沈空装备部部长王凤银、空军装备外场部计划处处长袁越讲了话。在学术年会上共有 16篇论文进

行了大会交流。会上就以可靠性为中心的维修思想, 以及维修方式、维修体制、维修管理、突出装备

等进行了研讨。

(薛 玲)
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