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摘 � 要: 蜂窝夹芯复合材料旋转壳是航天器中的重要部件, 且常常与其它部件互相联结, 联结区局部高应力

往往诱发复杂的局部屈曲模态,为此发展了一套有限元求解方案。针对蜂窝夹芯层合壳体构造了一种基于相

对自由度技术的 32 节点三层壳元, 这种单元避免了传统壳元的转动自由度,易与三维实体单元连接, 使变厚

度、带有补强的复合材料层合壳体等复杂结构得以正确建模。同时运用旋转周期结构有限元技术对大规模的

空间蜂窝夹芯层合结构成功实施了屈曲分析。数值算例表明了计算策略的有效性和优越性。
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Abstract: Sandw ich laminated ro tatio nal shells are impor tant par ts o f spacecraft, which are oft en connected

wit h other components. T he co mplicated local buckling modes are frequently caused by t he lo ca l st ress concen�

tr atio n at t he joint ar eas. A finite element co mputatio na l str ategy of analyzing such structures is pr esented in

this paper. A kind of 32�node and 3�lay er shell element w ith relat ive Degr ees�O f�Fr eedo m ( DOF ) is develo ped

for mo deling sandw ich laminated shells, w hich avo ids resor ting to the customa ry shell rot ation DO Fs and

ther efor e can be easily co nnected w ith other solid type elements. All of these featur es enable its pr omising ap�

plication in the simulation o f modern sandw ich st ruct ur es, even if wit h vary ing thickness or co mplicated jo int

par ts. Fo r the buckling analy sis of la rge�scale r otationally periodic aer ospace sandw ich st ruct ur es, a co mputa�

tional str ategy that co mbines the ro tatio nally per iodic F E method and this new shell element is ado pt ed in this

paper. T he numerica l results show the efficiency and adv antag es of this comput ational str ateg y.

Key words: buckling analysis; co mpo site material; sandw ich laminated shell; finite element method

� � 蜂窝夹芯复合材料层合壳体广泛用作航天器
部件,并与法兰、补强件等互相联结, 不同部件的

联结区常因应力集中引起局部屈曲。准确预测此

类结构的临界载荷和破坏模式, 具有重要的工程

意义。许多学者致力于此问题的研究[ 1~ 3] , 其中

有限元分析大多采用二维板壳元如逐层理论[ 4]、

各种单层理论(经典壳元,一阶或高阶剪切变形板

壳元等)。这些单元在预测简单结构的整体响应

时可以获得比较满意的结果, 但在预测带有联接

件或变厚度的实际复合材料层合壳的局部响应时

会遇到困难。若采用三维实体元, 又因壳尺寸与

其厚度差异过大, 导致计算规模过大而无法实施

分析。本文在实体单元基础上, 发展了一种相对

自由度 32节点三层壳元,同时运用旋转周期结构

有限元技术,对在航天器中常见的带金属法兰的

蜂窝夹芯层合圆柱壳成功实施了屈曲分析,计算

结果显示在外压作用下它发生整体屈曲破坏, 而

在轴压作用下则表现为局部屈曲破坏。

1 � 3层 32节点相对自由度层合壳元

传统壳单元以壳体中面节点的位移( 3个)与

转角( 2个)作为节点自由度, 通常要求一个单元

内为一种材料且等厚度,故不易与三维实体单元

连接。Wilson等将非协调实体元[ 5] 用于计算板

壳结构时引入相对自由度的概念[ 5] ,从而克服了

将三维实体元用于壳体分析时的数值困难。本文

以此为基础,发展了易于模拟变厚度层合壳并易

与三维实体单元连接的相对自由度层合壳元, 其

构造思路如下:

( 1)一个单元由图 1所示 3层 16节点相对自

由度壳元(图中!、∀、#为 3 个单层壳)按上、中、

下依次固结构成,共计 16 ∃ 3个节点, 48 ∃ 3个自

由度。每层相对自由度壳元的坐标k x i 和位移k u i

由对三维实体元的坐标和位移做以下线性变换得

到
[ 6]
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k x i =
k
x i -

k
x i+ 4

k x i+ 4 =
k
x i+ 4

k u i =
k
ui -

k
ui+ 4

k u i+ 4 =
k
ui+ 4

(1)

(i= 16( k- 1)+ j ; j = 1, 2, 3,4, 9, 10, 11, 12; k= 1,2, 3)

图 1� 3层 16节点相对自由度壳元与 32节点相对自由度三层壳元

Fig�1 � 3 lay ers of 16 n odes relat ive�f reedom s hell elem ents

and 32 nodes and 3 layers relative� freedom shell element

式中:左上标 k 为层号。可见k x i+ 4、k ui+ 4仍保持

原三维等参实体元下表面节点的绝对坐标和位移

不变,而k x i、k ui 则是原实体元上表面节点相对于

底面节点的距离和相对位移。应用文献[ 6]所构

造的这种不同于文献[ 5, 7]的单层相对自由度壳

元构造多层单元十分方便,文献[ 6]证明了用这种

单层相对自由度壳元分析板壳时的数值优势。

( 2)第!层底面节点与第 II 层上表面节点位

移连续
1 ui =

2 uj +
2 uj+ 4

( i = 5, 6, 7, 8, 13, 14, 15, 16; j = i + 12)

(2a)

第∀层底面节点与第#层上表面节点位移连续
2 ui =

3 uj +
3 uj+ 4

( i = 21, 22, 23, 24, 29, 30, 31, 32; j = i + 12)

( 2b)

( 2a) , ( 2b)式中:位移
k u i ( k = 1, 2, 3)等均用上标

� -  表示相对自由度; 下标表示节点编号。上述

48 ∃ 3个节点自由度可分为两组

 uT = (  uT
( 1) ,  uT

( 2) ) ( 3)

其中:  u( 1)为独立的自由度,有 32 ∃ 3个分量

 uT
( 1) = ( 1 uT

1 , 1 uT
2 % 1 uT

16 ; %;
k uT

m+ 5 % k uT
m+ 8 ,

k uT
m+ 13 % k uT

m+ 16 ; %) ( 4a)

 uT
( 2) = ( %;

k u T
m+ 1 % k uT

m+ 4 ,
k u T

m+ 9 % k uT
m+ 12 ; %)

( m = 16( k - 1) ; k = 2, 3) ( 4b)

将(2a) , ( 2b)式的 16∃ 3个位移协调条件用矩阵表示

c11 u( 1) + c12 u( 2) = 0 ( 5)

� � ( 3)用拉格朗日乘子向量 �= ( �1 � �2 � %
�48 )

T 将式( 5)的约束条件引入到单元势能泛函

W 中去,可得

 = W + �
T
[ c11 u( 1) + c12 u( 2) ] ( 6)

由最小势能原理可得到

K11 K12 c
T
11

K21 K22 c
T
12

c11 c12 0

 u( 1)

 u( 2)

�

=

P( 1)

P( 2)

0

( 7)

式中: Kij 是 3 层相对自由度单层壳元的刚度矩

阵; P ( i)为  u( i) ( i= 1, 2)对应的节点力矢量。从式

( 7)中消去拉格朗日乘子 � 与界面自由度 u2 得到

[ K11 - K12K
- 1
22 K21 + A

T ( c12K
- 1
22 c

T
12 ) - 1

A]  u( 1) =

P( 1) - ( K12 + A
T
c12 ) K- 1

22 P( 2) ( 8)

式中:

A = c11 - c12K
- 1
22 K21 ( 9)

最终可得 3层 32 节点相对自由度层合壳元的节

点位移向量

(a
e
)

T
= (  u1 �  u2 � %�  ui � % �  u32 ) =  uT

( 1) ( 10)

层合壳元的绝对位移  ui 可由单元的相对位移矢

量a
e 得到, 并进而求得单元内各层应变与应力。

ui =  ui +  ui+ 4 � ( i = 1, 2, 3, 4, 9, 10, 11, 12)

ui =  ui ( i = 5, 6, 7, 8, 13 & i & 32)

(11)

2 � 旋转周期结构的屈曲有限元分析

本文研究线性屈曲问题, 基于如下基本假设:
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∋载荷是保守的, 不依赖于物体的位形变化而变

化; ( 屈曲前结构处于小变形状态,忽略初位移刚

度矩阵中的非线性项; ) 每一增量步内应力增量

和位移增量成线性关系。问题化为求屈曲模态 U

满足的齐次方程的特征值与特征矢量[ 6]

(Ke + �KG)U = 0 ( 12)

其中: Ke 为线弹性刚度阵; KG = [
t
K u +

t
K!]为几

何刚度阵,其中
t
K u 与

t
K! 分别为初位移与初应力

刚度阵,取决于屈曲前的位移与应力。

采用文献[ 7]所给方法,将图 2( a)所示旋转周

期结构沿周向分为 N 个相同子结构。结构的总体

坐标系为 X YZ, Z为旋转轴,各个子结构建立局部

坐标 xj y j z j ( j = 1, 2, %, N , z j 与 Z 重合)并用相同

的网格划分, x1 y1z 1 与 X YZ重合。与 j 子结构相

关的自由度分为 3类:属于 j 子结构并与其它子结

构无关的自由度称为 j 子结构的内部自由度 X1 ,

属于 j 子结构并与其它子结构相关的自由度称为

主边界自由度 X2 ,属于其它子结构并与 j 子结构

相关的自由度称为从边界自由度 X3 , 见图 2( b)。

用界面主从自由度技术
[ 7]

,整个结构分析可减缩为

对一个子结构进行,有限元求解方程为

∗
N

j = 1
K

( 1)
j j + ∗

N

j= 2
( ∀ j- 1

)
T
K

( 1)
1j ∀ j- 1

+

∗
N

j = 2

( ∀ j- 1
)K

( 1)
j 1 ( ∀ j- 1

)
T
u1 = P1 ( 13)

( b )

图 2 � 旋转周期结构和典型子结构节点分类示意图

Fig�2 � A rotat ionally periodic st ructure and node

classif icat ion of on e subst ru cture

其中: u1 和 P1 分别为第 1 个子结构的节点位移

和节点力向量; 下标 1表示第 1个子结构的刚度

矩阵元素, ∀
j- 1
则表示第 j 个子结构位移矢量从

局部坐标系到整体坐标系的变换矩阵。

因旋转周期结构的屈曲模态仍保持周期性,

即结构旋转一个子结构的张角 2#/ N 时,其屈曲

模态旋转了某个相位角 ∃, 故可引入相邻子结构

间屈曲模态的复约束关系 [ 6] , 整个结构求解方程

( 12)化为

(T
H
K eT+ �TH

KGT)X = 0 (14)

式中:只包含了第 1个子结构的自由度, TH 是 T

的共轭转置矩阵; T由复约束方法得到

X1

X2

X3

=

I 0

0 I

0 �ei∃

X1

X2

= TX ( 15)

� 为从总体坐标系到子结构局部坐标系的转

换阵。

� =

�- 1
1

�- 1
2

!
�

- 1
n

= diag ( �- 1
i )

�i =

cos% - sin% 0

sin% cos% 0

0 0 1

( %= 2#/ N ; i = 1, 2, %, J ) (16)

� � 由于结构各阶屈曲模态的周向波数事先并不
知道,所以在计算过程中应当逐一取

∃= 0, 2#/ N , %, 2#( N/ 2- 1) / N , #� (N 为偶数)

∃= 0, 2#/ N , %, 2#( N- 1) / 2N � ( N 为奇数)

( 17)

从而求得每一个对应的周向波数下的屈曲载荷和

屈曲模态。

3 � 算例分析

( 1) 复合材料层合圆柱壳受轴压失稳 � 两端

简支的环氧树脂基碳纤维复合材料层合圆柱壳受

轴压失稳
[ 8]

, 壳半径 R = 190� 5 mm , 长度 l =

190� 5 m m,厚度 t= 3� 175 mm。层合壳共 8 层,

采用两种铺层方案[ 02 / 902 ] s 和[ 902 / 02 ] s, 材料参

数见文
[ 8]
。用 3层 32节点相对自由度壳元进行

计算,并与文献[ 8]中的解析解进行了比较。为证

明计算的收敛性,采用两种疏密不同的网格。

表1与图 3显示本文解均与文献[ 8]吻合得很

好,说明本文所发展的相对自由度层合壳元具有较

高的计算效率与精度。本文临界载荷比文[ 8] 解析

解略小是因为文献[ 8]假设壳的横向剪切应变为常

数,加大了结构刚度,而本文并未做此假设。
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表 1� [ 02 / 902 ] s 和[ 902 / 02 ] s 铺层的计算结果

Table 1 � The results of [02 / 902 ] s and [902 / 02 ] s stacks

[ 02/ 902 ] s 铺层 方案 1 方案 2 解析解[8]

环向子结构数 50 100

每个子结构自由度数 1515 2475

总自由度数 57, 000 186, 000

临界屈曲载荷/ ( kN + m- 1 ) 766�76 766� 45 783� 5

环向屈曲波数 6 6 6

[ 902 /02 ] s 铺层 方案 1 方案 2 解析解[8]

环向子结构数 60 100

每个子结构自由度数 1515 2475

总自由度数 68, 400 186, 000

临界屈曲载荷/ ( kN + m- 1 ) 708�82 703� 42 718� 2

环向屈曲波数 6 6 6

图 3 � 层合圆柱壳屈曲模态图

Fig� 3 � Buckl ing m od es of the laminated cylin drical shell

( 2)带金属法兰的蜂窝夹芯层合圆柱壳受轴

压/外压失稳 � 图 4 示带金属法兰的蜂窝夹芯复

合材料层合圆柱壳在航天领域广泛采用,其底部固

定, 上法兰面径向自由。各部分材料属性见表2。

图 4 � 带金属联结框的蜂窝夹芯层合圆柱壳结构示意图

Fig� 4 � Th e sandw ich cylin drical shell with metall ic frames

表 2 � 复合材料层合圆柱壳的材料参数

Table 2� Material properties of the sandwich

laminated cylindrical shell

铝 碳纤维
蜂窝

(加填充剂)
蜂窝

E 11 / ( 109Pa) 60� 0 23�98 0� 75 2� 5∃ 10- 4

E 22 / ( 109Pa) 60� 0 23�98 0� 75 2� 5∃ 10- 4

E 33 / ( 109Pa) 60� 0 3� 72 0� 75 0� 12

G 12 / ( 109Pa) 23� 08 9� 37 0� 28 9� 0∃ 10- 5

G 23 / ( 109Pa) 23� 08 3� 57 0� 28 0� 129

G 31 / ( 109Pa) 23� 08 3� 57 0� 28 0� 129

&12 0� 3 0� 28 0� 36 0� 35

&23 0� 3 0� 03403 0� 36 0� 3

&31 0� 3 0�3 0� 36 6� 25∃ 10- 4

用本文方法分别计算该结构受均匀外压和在上法

兰面受轴压两种工况下的屈曲载荷与模态,并与

现行航天结构工程计算方法[ 9] 进行了比较。

整个结构被分为 100个子结构, 采用了 3层

32节点相对自由度壳元、16节点 Wilso n非协调

实体元和两者之间的过渡单元建模,共 511200自

由度,每个子结构则有 6102自由度。采用旋转周

期屈曲分析方法,实际上只需对一个子结构建模,

不但大大降低了计算规模,而且提高了计算临界

屈曲载荷的准确度。外压工况前 2阶屈曲载荷和

屈曲模态的计算结果分别见表 3 和图 5。轴压工

况前 2阶屈曲载荷和屈曲模态的计算结果分别见

表 3和图 5。应用文献[ 9]的工程设计方法时,略

去法兰,设壳体在与法兰连接处两端简支。

表 3 � 复合材料层合圆柱壳前 2 阶临界屈曲载荷

Table 3� Critical loads of the f irst two buckling mode

工 � � 况 侧压工况

屈曲模态 第 1阶 第 2阶

屈曲载荷/ M Pa 0� 8735 0� 8817

文献[ 9]整体屈曲解/ M Pa 0� 7907 , , ,

工 � � 况 轴压工况

屈曲模态 第 1阶 第 2阶

屈曲载荷/ kN 1083�39 1085� 84

文献[ 9]整体屈曲解/ kN 1962�94 , , ,

图 5 � 复合材料层合圆柱壳轴压工况屈曲模态图

Fig� 5 � The buckl ing m odes of the cylindrical

s hell un der ax ial com pres sion
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表3与图 6显示,层合圆柱壳在侧压工况下表

现为整体失稳破坏,而工程计算方法保守地假设壳

体为两端简支,从而得到安全的设计结果。但在轴

压工况下,由于下法兰处的连接部位存在应力集中

而表现为局部屈曲破坏,局部屈曲临界载荷远低于

整体失稳临界值。对于此类结构如仍采用传统的

整体屈曲工程计算方法指导结构设计,将会是非常

危险的。而要反映这种局部屈曲现象就必须划分

很精细的网格,若采用三维实体单元, 为避免单元

病态要求网格划分很密,通常导致计算规模过大而

难于实施。如果用壳单元去离散蜂窝夹芯壳,而法

兰部分用实体单元模拟,传统壳单元和实体单元的

连接往往比较复杂而且极易出错。本文提出的这

种计算方法则很好地解决了准确模拟结构局部屈

曲行为和控制计算规模之间的矛盾。

图 6 � 复合材料层合圆柱壳外压工况屈曲模态图

Fig� 6 � The b uckl ing m odes of the cylindrical

shell under lateral pressu re

4 � 结 � 论

从三维非协调实体元出发构造了一种 3 层

32节点相对自由度壳元,由于引入相对自由度而

摒弃了传统壳元的转动自由度, 该层合壳元易于

模拟变厚度层合壳体, 可以方便地与三维实体元

联接,从而为蜂窝夹芯层合结构的分析实现了一

种基于三维理论的建模方案。同时对于旋转周期

复合材料层合结构的屈曲分析, 联合运用旋转周

期有限元屈曲分析技术,把对整个结构的分析减

缩为只需对一个典型子结构进行, 在不失准确性

的前提下大大降低了计算规模, 从而为复杂的旋

转周期复合材料层合结构的屈曲分析提供了准确

可行的计算方法。典型算例验证了本文计算方法

的准确性和有效性, 最后对在航天领域大量采用

的带有金属法兰联接件的复合材料层合圆柱壳结

构成功实施了屈曲分析,发现其在外压作用下表

现为整体屈曲破坏, 而在轴压作用下表现为局部

屈曲破坏。
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