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摘  要: 基于经典的可靠性分析方法和非正态变量向正态变量的等价变换,提出了随机结构响应量置信区间

估计的一种迭代方法,该方法可用于复杂响应量函数或隐式响应量函数的置信区间分析。在采用有精确解的

算例验证了所提方法的有效性后,将所提方法用于 2个工程实例,对 10杆结构中的位移函数和某型飞机翼身

连接接头模型中的响应面函数进行了置信区间估计, 所提方法的计算结果与数值模拟方法计算结果的对照

表明:所提方法计算工作量小且计算精度高。
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Abstr act: Based on the classic reliability analysis method and the equivalent transformat ion from non2normal

random var iable to normal r andom variable, an it erative method is presented for confidence interval analysis of

random structur e response variable, which is t he complicated or implicit function of the basic random var iables

in general cases. T hree examples with accurate solutions illustr ate the precision and the validity of the presen2

ted method. Then the presented method is applied to analyze t wo engineer ing examples, i. e. , the displacement

function of ten2bar t russ str ucture and the r esponse function of the wing2fuselage joint structure of an aircraft.

Compared with the numer ical simulat ion method, the presented method shows virt ue of less computation effor t

and higher pr ecision.
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  随机结构中响应量的置信区间及其累积分布

函数关系到结构的可靠与安全程度, 因为给出了

响应量与一定置信度相对应的置信区间,我们就

可以以置信度的概率相信响应量落在求得的置信

区间上,因而十分有必要对求解响应量的置信区

间的分析方法进行研究。随机结构的响应量一般

为基本随机变量的复杂函数或隐式函数,对于这

种情况要想通过概率论的方法精确推导响应量的

分布是十分困难的[ 1, 2]。虽然可以采用数字模拟

的方法,由数理统计的基本原理来求得响应量的

近似分布和相应的置信区间, 并且这种近似分布

和近似置信区间是依据概率收敛于真实的分布和

真实的置信区间, 但这种方法的计算工作量非常

大,尤其是在模拟响应量的尾分布时,其要求的计

算工作量是工程上不能接受的
[ 3~ 5]
。20世纪 90

年代初有学者提出采用改进均值法来求解复杂响

应量的累积分布函数[ 6, 7] , 但这种方法对于物理

意义相同而数学表达式不同的响应量求得的累积

分布是不同的,因而也具有很大的局限性[ 8]。

本文针对复杂结构, 提出一种基于经典可靠

性分析的响应量置信区间分析方法, 该方法不仅

可以解决基本随机变量服从正态分布时,复杂或

隐式响应量的置信区间分析, 而且可以解决基本

变量服从非正态分布时的响应量的置信区间分

析。对于置信区间分析中的 2个关键问题:快速

性与准确性,本文所提方法均可很好解决。

1  置信区间的分析方法

设结构响应量函数 Y与基本变量 �X 的关系为

Y= g(�X) (其中基本随机变量�X= (X1 ,X 2 , , Xn) ) ,

自变量�X的分布已知。当g函数形式较复杂,或者

g函数为隐式情况下, 函数 Y的分布是未知的,现

要求复杂 g函数或者隐式g 函数情况下响应随机

变量Y的置信度为1- A的置信区间( y, �y) (其中y

为置信下限,�y 为置信上限)。

由置信区间的概念知,对于给定置信度1- A,

有下列关系成立

P {y [ Y [ �y} = 1 - A (1)
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  通常取

P{Y [ y} = A/ 2 (2)

P{Y \ �y} = A/ 2 (3)

  式( 2)和式( 3)可以转化为如下式( 4)和式( 5)

的等价形式

P{Y- y [ 0} = A/ 2 (4)

P{�y - Y [ 0} = A/ 2 (5)

  与经典可靠性分析方法
[ 7, 9]
对比可知, 上述

式( 4)和式( 5)分别对应于功能函数g1 = Y- y和

g2 = y - Y的失效概率都是 A/ 2。至此,求解 Y

的置信度为1- A的置信区间问题就转化为求解y

和�y ,使得功能函数 g1 [ 0和 g2 [ 0的失效概率

均为 A/ 2。以下是利用经典可靠性分析方法建立

的复杂或隐式响应随机变量置信区间分析的基本

步骤。

( 1) 计算 y* = g(�xL) ,其中�xL是基本随机向

量的均值向量, 即 �xL = ( L1  L2  ,  Ln) ,

Li ( i = 1, 2, , , n) 为基本随机变量 x i 的均值。

( 2) 令 k = 1,选定第 1次计算的 Y的置信度

为1- A的置信区间y ( 1) 和�y ( 1) (其中上标(1) 表示

第1次迭代) , 由于g1 [ 0和g2 [ 0的概率分别是

y和�y 的单调函数,因此第 1次迭代的y ( 1) 和 �y ( 1)

的选取对计算工作量的影响不是很大, 一般选

y( 1) 比 y* 稍小,�y ( 1) 比 y* 稍大即可,文中算例也

充分表明y( 1) 和 �y ( 1) 的选取只对前 2步迭代有影

响,并且不同的初值均可以得到收敛的结果。

( 3) 建立第 k次迭代运算的功能函数g
( k)
1 和

g
( k)
2 如下

g ( k)
1 = Y- y ( k) (6)

g ( k)
2 = �y ( k) - Y (7)

  若 k= 1,则还需建立如下两个极限状态方程

g ( 0)
1 = Y- y* (8)

g ( 0)
2 = y* - Y (9)

( 4) 若 k = 1,则利用经典的可靠性分析方法

计算功能函数式(6) ~ 式(9) 的失效概率,计算的

过程中y
( k)

,�y
( k)

, y
*
均为常数,若�X中含有非正态

变量,则根据 Rackwitz2Fiessler 法[ 9] 建立的等价

正态变化的条件将非正态变量等价正态化,并同时

采用改进的一次二阶矩法迭代求得收敛的可靠性

指标B( k)
1 , B( k)

2 和相应的失效概率P ( k)
f1 = P{g ( k)

1 [ 0}

= 5(- B( k)
1 ) , P ( k)

f2 = P {g ( k)
2 [ 0} = 5(- B( k)

2 )。

若 k > 1 , 则利用经典的可靠性分析方法计

算功能函数式( 6) ~ 式( 7)的失效概率。

( 5) 判别
P {g ( k)

1 [ 0} - A
2

A
2

[ E是否满足

(E为给定的精度要求) ,若满足, 则结束对置信下

限y 的迭代计算; 若不满足, 则利用 ( y ( k- 1) ,

P{g ( k- 1)
1 [ 0}) 和( y ( k) , P{g ( k)

1 [ 0}) 插值得到

k+ 1次迭代计算的置信下限y( k+ 1)。

( 6) 判别
P {g ( k)

2 [ 0} - A
2

A
2

[ E是否满足,

若满足,则结束对置信区间上限�y 的迭代计算;若

不满足, 则利用(�y ( k- 1 ) , P {g ( k- 1)
2 [ 0}) 和(�y ( k) ,

P{g ( k)
2 [ 0})插值得到k+ 1次迭代计算的置信上

限�y ( k+ 1)。

( 7) 令 k = k + 1,转入第(3) 步。

所提方法不仅可以求得响应量与置信度对应

的置信区间,而且给定多个置信度,还可以迭代求

得响应量的累积分布函数曲线。上述算法中对于

非正态变量采用 Rackwitz2Fiessler 提出的等价

转换原则,该方法要求在设计点处原非正态分布

的密度函数与分布函数和等价正态分布的密度函

数与分布函数分别相等,由于设计点对失效概率

的贡献最大,因而这种等价变换是合理的,当基本

变量的变异系数不是很大时(大部分工程问题满

足该条件) ,这种等价变换具有很高的精度。

2  置信区间分析方法的精度验证

为验证本文所提置信区间估计方法的精度,

采用了表 1中所列出的 3个具有精确解的算例,

表1列出了置信度为90%时, 3个算例用本文方

表 1 3 个具有精确解算例的计算结果

Table 1 Results of thr ee examples with accurate solutions

算例 基本变量分布

置信度为 1 - A= 90%时的置信区间 置信度的相对误差 E

本文方法 精确解 E=
| 本文方法置信度- 精确解置信度|

精确解置信度

Z = X + Y X ~ N( 1, 9) , Y ~ N ( 1, 16) (- 61 224, 101 224) (- 61 224, 101 224) 0

Z = X/ 4
Y/ 5

X ~ V2( 4) , Y ~ V2( 5) ( 01 1577, 51 2585) ( 01 1598, 51 1922) 21 56@10- 3

Y =
X1

X1 + X2
X1 ~ # ( 2, 1) , X2 ~ #( 3, 1) ( 01 0966, 01 7532) ( 01 0976, 01 7514) 21 22@10- 3
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法计算结果与精确解的比较。

图 1~ 图 3则分别给出了 3 个算例用本文方

法算得的响应量的累积分布函数与精确累积分布

函数曲线的比较。

图 1  算例 1的累积分布函数曲线

Fig1 1  Cumulat ive dist ribu tion funct ion curve of Example 1

图 2  算例 2的累积分布函数曲线

Fig1 2  Cumulat ive dist ribu tion funct ion Curve of E xample 2

图 3  算例 3的累积分布函数曲线

Fig1 3  Cumulat ive dist ribu tion funct ion curve of Example 3

图 4~ 图 6则分别给出了相应于图 1~ 图 3

的本文方法在计算累积分布函数时与精确累积分

布函数的相对误差曲线。

图 4  算例 1的相对误差曲线

Fig1 4  Relative error curve of E xample 1

图 5  算例 2的相对误差曲线

Fig1 5  Relative error curve of Example 2

图 6  算例 3的相对误差曲线

Fig1 6  Relative error curve of Example 3

从表 1和图 1~ 图 6可以得出下列结论:

( 1)从表 1中可以看到,第 1个算例的自变量

是服从正态分布的, 用本文方法计算得到的置信

度为 90%的置信区间,与用精确分布计算得到的

置信区间是一样的, 误差为 0。

( 2)第 2个和第 3个算例的 1个共同点是自

变量都不服从正态分布,用本文方法计算的置信

区间与精确解相比, 误差很小。

( 3)用本文方法求得的响应量的累积分布函

数曲线与精确的累积分布函数曲线吻合较好。

( 4)这些具有精确解的算例说明了本文方法

在求解响应量的置信区间时精度是非常高的, 并

且在具体的求解过程中还发现所提方法有较好的

收敛性,对初值的选取不敏感。

3  工程应用实例

例 1  如图 7 所示为十杆桁架结构, 其基本

随机变量分别为:杆 i的面积 Ai ( i = 1, 2, , , 10) ;

弹性模量 E,作用载荷 P1 , P 2和P 3 ,杆的长度L。所

有基本随机变量均是服从正态分布的, 它们的均

值依次为LA
i
= 01 8( i = 1, 2, , , 10) , LE = 10 000,

LP
i

= 100( j = 1, 2, 3) , LL = 360, 标准差依次为

RA
i

= 01 08( i = 1, 2, , , 10) , RE = 500,RP
i
= 1010(j =

1, 2,3) ,RL = 361 0。
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图 7  10杆桁架结构

Fig17  T en2bar t russ st ru cture

  由单位载荷法可以求得节点 2 处的垂直位

移为

Y= E
6

i= 1

N
( 0)
i N i

Ai
+ 2 E

10

i= 7

N
( 0)
i N i

Ai

L
E

其中 N i 表示杆 i 的轴向力, N( 0)
i 表示在 P 1 =

P 3 = 0和 P 2 = 1时杆 i的轴向力。现在要求节点

2处的垂直位移 Y的置信度为 90% 的置信区间,

结果示于表 2中, 图 8 给出了本文方法求得的累

积分布函数曲线与数字模拟法计算的累积分布函

数曲线的对照。

图 8  十杆桁架结构的累积分布函数曲线

Fig18  Cumulat ive dist rib ution fun ct ion cur ve of ten2b ar

t ru ss st ructur e

  例 2  在某型飞机翼身连接接头中用响应面

法求得模型的一个功能函数表达式为

�g( F , E, G) = a0 + b1F + b2F + b3 G+

c1 F2 + c2E2 + c3G2

式中: a0 = 71 36 @103 ; b1 = - 81 07 @ 10- 1 ;

b2= - 31 20@10- 1 ; b3= - 21 15; c1= 41 40@10- 5 ;

c2= 21 30 @10
- 5

; c3 = 41 16 @10
- 4
。基本变量是

外载荷F ,弹性模量 E 和剪切模量G,它们均服从

正态分布,均值为{5003, 7065, 2656}, 标准差为

{5001 3, 3531 25, 1321 8}。现在要求�g 的置信度

为 90%的置信区间, 结果示于表 2中, 图 9给出

了本例题采用所提方法与采用数字模拟法计算的

累积分布函数曲线的对照。

图 9  翼身连接接头的累积分布函数曲线

Fig19  Cumulat ive dist ribut ion function cur ve of the wing2fu2

s elage joint st rucu re of an aircraft

  从表 2和图 8~ 图 9的结果可以看出:用本

文方法得到的十杆结构中的位移函数和某型飞机

翼身连接接头模型中的响应面函数的置信区间,

与用数值模拟方法得到精确置信区间相比,误差

是十分小的,而且本文方法的计算工作量也大大

小于数字模拟法的工作量。这就进一步说明了本

文所提方法在工程应用中的有效性和快捷性。

4  结  论

( 1) 通过对求解置信区间问题的等价变换,

将求解置信上、下限的问题转化为可靠度分析问

题,并提出了合理的迭代步骤,所提方法可以解决

基本变量为任意分布时的置信区间分析问题。

( 2) 具有精确解的数值算例充分验证了本文

方法在求解复杂响应量置信区间时的有效性。工

程应用的算例表明, 与数值模拟方法相比,本文方

法能够快速而又准确地得到响应量的置信区间。

在具体算例的求解过程中还发现所提方法有很好

的收敛性,对初值的选取不敏感。

( 3) 虽然文中的算例均是给出了响应量与基

本变量的显式关系式, 但这并不妨碍本文方法在
表 2 工程应用实例计算结果对比

Table 2 Results contr ast of engineer ing examples

工程应用实例

置信度为 1- A= 90%时的置信区间 置信度的相对误差E

本文方法 数值模拟方法 E= | 本文方法置信度- 精确解置信度|
精确解置信度

十杆桁架结构 ( 301 62, 511 26) ( 301 59, 511 41) 21 89@10- 3

某型飞机翼身连接接头 ( 263, 8671 3) ( 2711 6, 8771 3) 11 11@10- 3

278



 第 2期 王燕萍等:随机结构响应量置信区间的一种求解方法     

求解隐式响应量置信区间方面的应用。因为在所

提方法的迭代步骤中均没有要求响应量是显式

的,只是响应量为基本变量的隐式函数时,在用改

进一次二阶矩法求每个迭代步中的可靠度指标时

会遇到隐式函数的偏导数问题。
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