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摘 � 要: 针对基本变量和失效域均具有模糊性的广义可靠性分析问题,提出了一种基于模拟退火优化的高效

数字计算方法。在数字模拟的过程中,由模拟退火优化的 Metropo lis 准则逐渐优化提取样本的重要抽样密度

函数。由于基本变量和失效状态均含有模糊不确定性,因此所提算法在构造重要抽样函数时考虑了两个因素

的影响,其一是基本变量的等价联合概率密度函数,其二是状态变量对模糊失效域的隶属函数, 从而使得对广

义失效概率贡献大的样本出现的概率较大,提高了抽样效率和计算精度。所提算法在模拟退火逐渐寻优的过

程中,充分利用了过程中的信息, 进一步提高了计算的效率, 算例的结果也表明本文所提方法是合理可行的。
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Abstract: Fo r gener al r eliability analysis with fuzzy basic var iables and fuzzy failure domain, an improved nu�

mer ical simulation alg or ithm is presented on the basis o f simulated annea ling optimization. Dur ing the simula�

tion pr ocedure, the impor tance sampling function, from w hich t he samples fo r ev aluation of the general failur e

pr obability are taken, is g radually optimized by Metropo lis r ule in the simulat ed annealing method. Due to fuzzi�

ness bot h in the basic variables and in failur e domain, tw o factor s, i. e. , the equiv alent joint probability density

function of the basic var iables and the membership o f the state var iable to the fuzzy failur e domain, ar e taken in�

to consider at ion in the constr uct ion of t he impo rtance sampling function. F rom the optimized impor tance sam�

pling function, the samples contr ibuting significantly to the gener al failure pr obabilit y can be taken out w ith

high probability . H ence the sampling efficiency and the precision o f simulation ar e improved. In the present

met hod, the info rmation of the simulation obtained fr om the gr adual optimizat ion o f impo rtance sampling is suf�

ficiently utilized, w hich improved the sampling eff iciency furt her . Illustrat ions ar e used to expla in the rationality

and feasibility.

Key words: fuzziness; r andomness; impor tance sampling ; g enera l failure probability; simulated annealing

� � 模糊性是不同于随机性的一种客观存在的不
确定性。关于模糊不确定性情况下的结构可靠性

研究工作大致可以分为两类, 其一是研究失效域

存在模糊性时的可靠性方法和算法, 这一方面的

工作开展得较早。在失效域存在模糊性情况下,

不论是将广义失效概率定义为状态变量的概率密

度函数与状态变量对模糊失效域隶属函数乘积的

积分形式,还是定义为与一定隶属度相对应的随

机失效概率的平均值的形式, 目前都已有较成熟

的广义失效概率计算方法。模糊可靠性第 2个方

面的工作是研究基本变量存在模糊性时的可靠性

分析方法,这方面的工作大致也有两类,一类是基

于截集水平的分析方法,也即将基本变量模糊集

在一定的截集水平下转变成确定的集合,通过在

确定的集合内引入概率分布, 将模糊可靠性问题

转化成随机可靠性问题,这类方法的缺点是在截

集内引入的概率分布会对结果产生较大影响, 且

这种方法较难推广至多变量情况。另一类解决基

本变量含有模糊性时的可靠性分析方法可称之为

等价变换法,即将模糊变量在不确定性熵相等的

情况等价转化成随机变量,这样就可以完全利用
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成熟的随机可靠性分析方法来解决基本变量存在

模糊性时的可靠性问题。这种方法在等价变换的

过程中没有改变模糊可靠性分布的形式,从而使

得模糊变量的不确定性能够很好地在结构的安全

指标中得以反映。

本文基于模拟退火算法, 提出一种同时考虑

基本变量和失效域模糊性的广义失效概率计算的

自适应重要抽样法, 该方法在处理基本变量的模

糊性时,采用的是模糊隶属函数等价随机化变化

的方法,使得在基本变量层次,模糊随机失效概率

计算问题等价转换为随机失效概率计算问题。在

处理状态变量的模糊性时,依据模糊随机事件发

生概率的计算公式, 使得考虑状态模糊性时的广

义失效概率计算可以通过积分运算来得到。当采

用状态变量为积分变量时,被积函数为状态变量

的概率密度函数与状态变量对模糊失效域隶属函

数的乘积;当采用所有基本变量为积分变量时,被

积函数则为基本变量的等价联合概率密度函数与

作为基本变量函数的状态变量对模糊失效域隶属

函数的乘积。针对求广义失效概率的积分,在文

献[ 1, 2]建立的只考虑基本变量随机性的自适应

数值模拟方法的基础上,提出了广义失效概率计

算的模拟退火广义自适应重要抽样法。该算法在

构造重要抽样函数时充分考虑了基本变量的等价

联合概率密度函数和模糊失效域的隶属函数对广

义失效概率的贡献, 与传统的数字模拟方法相比,

本文方法提高了抽样效率和计算精度。本文之所

以采用模拟退火来优化重要抽样函数, 主要是因

为这种方法可以避免陷入局部最优, 而且易于编

程实现。

1 � 基本变量模糊性的等价随机化变换

设所研究问题的基本变量向量 x包含有 n个

互相独立的基本变量 x i ( i= 1, 2,  , n) , 前 nf 个为

模糊变量 x i ( i= 1, 2,  , nf ) , 其模糊不确定性由隶

属函数 �i ( x i ) ( i= 1, 2,  , nf )来描述, 后 n- nf 个

随机变量 x j ( j= nf + 1, nf + 2,  , n)的随机不确定

性由相应的概率密度函数 f j ( x j ) ( j = nf + 1 ,  , n)

描述。在不确定性熵相等的条件下, 可以将模糊变

量等价转换成随机变量[ 6~ 8]

f i( e) ( x i ) =
�i ( x i )

!
+ ∀

- ∀
�i ( x i ) dx i

� ( i = 1, 2,  , nf )

(1)

由式( 1)得到 n f个模糊变量的等价概率密度函数

f i( e) ( x i )后, 则只考虑基本变量模糊随机性的广

义失效概率 p f 的计算就可以转化成下列积分形

式[ 3]

p f =! !�f #
n
f

i= 1

f i( e ) ( x i ) #
n

j = n
f
+ 1

f j ( x j ) dx 1dx 2  dx n

(2)

其中: � f 是由功能函数 g = g ( x)定义的失效域

g(x) < 0; #
nf

i= 1
f i( e) ( x i ) #

n

j= n
f
+ 1

f j ( x j ) 为基本变量的

等价联合概率密度函数, 简记为 f  X (x)。

2 � 考虑失效域模糊性的广义失效概率计算

当只考虑基本变量随机模糊性,而不考虑失

效域的模糊性时, 广义失效概率的计算可以采用

式(2)。在工程实际中, 以功能函数 g ( x) = 0来

划分安全与失效域不能考虑渐变失效问题,而实

质上绝大部分工程失效都有一个由量变到质变的

过程,这需要由失效域的模糊性来加以描述,并且

当失效的定义不明确时,也需要由模糊不确定性

来描述失效域。模糊失效域 !� f 可以由功能函数
g 对 !� f 的隶属度 �!� f ( g)来定义。依据模糊随机

事件发生概率的计算公式,可以采用下式来计算

考虑失效域模糊性时的广义失效概率

p f =!
+ ∀

- ∀
f G( g) �!�

f
( g)dg (3)

其中: f G( g)为功能函数 g 的概率密度函数,它由

功能函数 g与基本变量向量x 的关系以及x 的等

价联合概率密度函数 f  X ( x)决定。式(3)也可以

采用下述基本变量的积分形式给出

p f = !
+ ∀

- ∀
 !

+ ∀

- ∀
f  X (x) �!�

f
[ g( x) ] dx (4)

� � 若以模糊安全域 !� s 表示 !� f 的补集,则广义

可靠度

p r = !
+ ∀

- ∀
 !

+ ∀

- ∀
f  X (x) �!�

s
[ g(x) ] dx (5)

由于 �!�
f
( g)+ �!�

s
( g)= 1,所以有 p r+ p f= 1成立。

3 � 广义失效概率计算的数字模拟法

从计算 p f 的式(4)可知,求解同时考虑基本变

量和失效域模糊性的广义失效概率就是求解模糊

失效域隶属函数 �!�
f
[ g(x) ]的数学期望。依据样本

均值依概率收敛于总体均值的大数定理,可以以样

本均值来估计总体均值,通过从 f  X (x)中抽取样本

的数字模拟法来求得 p f 的估计值

∀p f =
1
N ∃

N

i= 1

�!� f [ g(∀x i ) ] (6)

606



� 第 4期 吕震宙等:同时考虑基本变量和失效域模糊性的广义失效概率数字计算方法 �����

其中: ∀x i 是从x 的等价联合概率密度函数 f  X ( x)

中抽取的 N 个样本中的第 i 个。

上述数字模拟过程即是传统的 Monte�Car lo
数字模拟,模拟过程直接从 f  X (x)中抽取样本,没

有能够使得对失效概率贡献大的样本出现的概率

大,因而抽样效率很低。为了提高抽样效率, 就必

须构造一个重要抽样函数[ 4~ 6]
,使得对 p f 贡献大

的样本出现的概率大, 从而减小估计值的方差。

以 h X (x)表示重要抽样函数,则计算广义失效概

率的式(4)可以改写为

p f =!
+ ∀

- ∀
 !

+ ∀

- ∀

f  X ( x) �!�
f
[ g(x) ]

h X (x)
h X (x)dx

� (7)

从 h X (x)中抽取 N 个样本 ∀x i ( i= 1, 2,  , N ) ,则

p f 的估计值 ∀p f 可以写出如下

∀p f =
1
N ∃

N

i= 1

f  X (∀x i ) �!�f [ g( ∀x i ) ]

h X ( ∀x i )
(8)

� � 从计算广义失效概率的式(4)可以看出, 要使

得对 p f 贡献大的样本出现的概率大, 则在构造

h X (x)时必须考虑两个方面的因素, 其一是基本

变量的等价概率密度函数,其二是作为基本变量

函数的状态变量对 !� f 的隶属函数。当不考虑失
效域的模糊性时, 极限状态方程清晰地将整个样

本空间划分为失效域和安全域, 这时重要抽样函

数的密度中心一般取在极限状态方程的设计点

处[ 4~ 6]。当考虑失效域的模糊性时, 失效域将不

再是清晰的,但与一定的隶属度对应,则可以得到

清晰的失效域, 以 g 表示 �!�
f
( g) =  所对应的功

能函数值,则有

g = �
- 1

!�
f
( ) (9)

其中 �- 1
!�
f
( )表示 �!�f ( g)的反函数。

与隶属度  相对应的极限状态方程 g( x) =

g 则将整个样本空间清晰地划分为失效域和安

全域, 那么在与隶属度  相对应的极限状态方程

上就可以运用传统的方法来构造重要抽样函

数, 求得与  相应的失效概率 p f , 而后以  取

[ 0, 1]区间内所有值对应的失效概率的平均值

来估计总的广义失效概率, 但这种作法的计算

工作量很大。本文则提出如下两种方法来计算

广义失效概率。

方法一 � 以 �!�
f
( g)= 1对应的状态变量临界

值 g = 1来建立极限状态方程 g ( x) = g = 1 , 并将

h X (x)的密度中心放在 g( x) = g = 1的设计点上。

因为就影响重要抽样函数构成的隶属函数而言,

隶属度为 1的样本对 p f 的贡献最大, 因此将重要

抽样函数的密度中心放在 g (x) = g = 1上能够充

分反映 �!�
f
( g)对 h X (x)的影响。当 g = 1= �- 1

!�
f
(1)

的值不止一个时(大部分工程情况是如此) ,则取

从  < 1过渡到  = 1的临界值来建立极限状态方

程。如果状态变量对模糊失效域的隶属函数 �!�
f

( g)的曲线上有 �!�
f
( g0) = �!�

f
( g1) = 1,且有 g0>

g1 和 �!�
f
( g) g> g0 < 1, 则取 g( x)= g0 来建立极限

状态方程,这主要是考虑了概率密度函数的影响。

在式(3)中, 就状态变量的等价概率密度函数而

言,一般显然有 f G ( g0 ) > f G ( g1 ) , 因此将 h X ( x)

的密度中心放在 g (x) = g0 上比放在 g( x) = g1

上,更能在构造重要抽样函数时体现对 p f 贡献大

的样本出现的概率大的思想,从而使得抽样效率和

计算精度得到有效提高。采用式( 4)求 p f 时也有

类似的结论。以 g(x)= g = 1建立极限状态方程后,

就可以利用传统的重要抽样法来构造重要抽样函

数,并采用式(8)来求解失效概率 p f 的估计值。

方法二 � 由于求 p f 的积分中被积函数为 f  X

(x)与 �!�
f
[ g( x) ]的乘积,积分区域为整个样本空

间,因此本文采用的第 2种方法是将重要抽样函

数的密度中心放在被积函数值最大的点上,这样

就可以使得对广义失效概率贡献大的样本出现的

概率大,从而提高抽样效率。

方法一和方法二采用的策略不同,但基本思

想是一致的,即在构造重要抽样函数时要使得抽

得的样本其出现概率与该样本对失效概率的贡献

成正比。方法二的步骤在下一节给出, 方法一的

步骤与方法二类似, 为节省篇幅将略去。

4 � 求广义失效概率的自适应重要抽样法

在用方法二求基本变量和失效域均包含模糊

性的广义失效概率时, 重要抽样函数在数字模拟

的过程中是不断地被自适应调整的, 其密度中心

逐渐被移到 f  X ( x) �!�
f
[ g( x) ]值最大的点。设在

整个模拟过程中 h X ( x)总共被调整了 m 次, 依次

以 h X , ( 1) (x) , h X, ( 2) ( x) ,  , h X , ( m) ( x)表示, 并设从

这些重要抽样函数中分别抽取了 N 1 , N 2 ,  , N m

个样本,则 ∀p f 可以由下式来计算[ 7]。

∀p f =
1

N 1 + N 2 +  + N m ∃
m

i= 1
∃
N

i

j = 1

f  X (∀x ( i) , j ) �!�f [ g( ∀x ( i) , j ) ]

h X , ( i) ( ∀x ( i) , j )
(10)

其中: ∀x ( i) , j 表示从第 i 次调整的重要抽样函数
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h  X , ( i) (x)中抽取第 j 个样本。

在逐次调整重要抽取函数时, 采取模拟退火

的优化算法,最初的 h X , ( 1) ( x)就取为基本变量的

等价联合概率密度函数。也即使 h X , ( 1) ( x)的均值

向量 ∀�h  X , ( 1)
= ∀�f ,方差向量 #!2h X , ( 1)

= #!2f ,其中 ∀�f 和
#!2f 分别为 f  X ( x)的等价均值向量和等价方差向

量。然后采用下列步骤来寻找重要抽样函数的最

佳密度中心,并求取广义失效概率。

(1) i= 1, 选取 h X, ( i) ( x) 为正态型, 并使

#�h X , (i ) = #�f , #!2h X , (i ) = #!2f。
(2) 从 h X , ( i) (x)中抽取 N i 个样本 ∀x ( i) , j ( j =

1, 2,  , N i ) , 计算基本变量等价概率密度函数与

隶属函数乘积的最大值点, 记为 x
*
( i) ,并由式( 10)

求 ∀p f。

(3) 第 i+ 1次重要抽样函数密度中心的选

取

按模拟退火的 Metropolis准则判别是否接受

第 i+ 1次的重要抽样函数的均值向量 #�h  X , ( i+ 1)
从

#�h  X , ( i)
向 #x*

( i)的转移。记 w ( x) = f  X ( x) �!�
f
[ g(x) ] ,

如果 M in 1, e
w #�

h X , (i )
- w(#x*

( i)
) T

i %∀( ∀为 0~

1之间的一个任意随机数)被满足,则令∀�h X , ( i+ 1) =

#x*
( i) ,否则令 ∀�h X , ( i+ 1) = ∀�h X , ( i ) , 其中 T i 为 Metropo�
lis准则中的退火温度。

在前几次迭代中, 如果 w (#x*
( i) ) = 0, 则可以

| g(x) |最小的点将重要抽样函数的密度中心先

行拉至 �!�
f
[ g ( x) ]较大的区域, 然后再逐步将其

优化至 w (x)最大的点。

(4) 按较慢速度衰减 Metropolis准则中的退

火温度 T i。

(5) 检查收敛准则是否被满足,若满足则停

止计算,否则令 i= i+ 1,并令 N i= 100+ N i- 1 ,并

返回到第(2)步。

从上述迭代过程可以看出, 求解基本变量和

失效域均具有模糊性的广义失效概率时,自适应

重要抽样法在高温下可接受 w (x)变小的劣化解

为新的密度中心, 而在较低温度下则很少接受劣

化程度较大的解, 从而使得重要抽样函数密度中

心逐渐趋近于全局优化解。

关于 Metropolis 准则中的初温、温度的衰

减率以及每次从调整的重要抽样函数中抽取

的样本数(亦称马尔可夫链长) 的选取, 可参阅

文献[ 1]的经验值。目前还很难从理论上来确

定这些参数的取值, 不过从本文大量的算例计

算看出, 这些参数值在一定的范围内变化时,

对结果的影响不大。

5 � 算例分析

为了验证前面提出的两种算法的可行性, 在

此给出了 3个具体算例, 其中算例 1 和 2为显式

功能函数, 算例 3为隐式功能函数。分别应用直

接 Monte�Carlo 法和本文提出的两种方法计算了
失效概率,并对结果进行了比较分析。

算例 1 � g1(#x)=
#
4
x 1 x

2
2- x 3

其中: x i 均为具有正态型隶属函数的模糊变量,

隶属函数如式(11)所示,

�∃X
i
( x i ) = e( x

i
- x

x i
)
2
/ k

2
x i � ( i = 1, 2, 3) (11)

其中:  mx = [ mx
1 � mx

2 � mx
3 ]

T
= [ 29� 0 � 3� 0 �

100� 0] T ; � #kx = [ kx
1
� kx

2
� kx

3
]
T
= [ 3� 536 �

0� 424 � 8� 485] T。
状态变量的隶属函数如式(12)所示,

�!�
f
( g)

1 g & 0

e- g
2
/ k

2

g > 0
(12)

算例 2 � g2 (#x) = 1� 016 ∋ x 1x
2
3

x 2x 4
4 - 360

其中: x i 均为具有正态型隶属函数的模糊变量,

隶属函数形式如式( 11)所示。

∀mx= [ mx
1
� mx

2
� mx

3
� mx4 ]

T
= [ 1�0 ∋ 107 � 2� 5 ∋

10- 4 � 0� 98 � 20�0] T ; #kx= [ kx
1
� kx

2
� kx

3
� kx

r
]
T =

[ 4�24 ∋ 105 � 1� 77 ∋ 10- 5 � 0� 096 � 1� 414] T ; 状态
变量的隶属函数形式如式(12)所示。在算例1和 2

中,取 k= 2,计算结果如表 1所示。

表 1 � 算例 1 和 2计算结果

Table 1� The results of examples 1 and 2

计算方法
算例 1

失效概率 计算时间/ min 相对误差

Monte�Carlo 法 0� 003 099 33 0� 533 85 0

本文方法 1 0� 003 139 79 0� 003 65 1� 305 44%

本文方法 2 0� 002 993 92 0� 001 03 3� 401 05%

计算方法
算例 2

失效概率 计算时间/ min 相对误差

Monte�Carlo 法 0� 002 124 3 0� 824 16 0

本文方法 1 0� 002 172 6 0� 009 88 2� 275 06%

本文方法 2 0� 002 140 5 0� 002 33 0� 762 11%

算例 3 � 一平面四连杆机构如图 1 所示, 连

杆的截面均为圆形,设 4根杆截面直径为 4个正

态型随机变量, 主动杆的转速为模糊变量。现同

时考虑基本变量和状态变量的模糊随机性,在连

杆机构的第 1个瞬时位置,对其进行强度广义可

靠性分析,基本随机变量的均值和变异系数如表
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2所示, 计算结果如表 3所示。

图 1 � 四连杆机构

Fig� 1 � 4 linkage mechanism

表 2� 杆截面直径分布特征

Table 2 � The distribution parameters of linkage diameter

特 � 征
杆 1直

径 d1

杆 2直

径 d 2

杆 3直

径 d 3

杆 4直

径 d4

均值/ m 0� 05 0�04 0� 03 0� 03

变异系数 0� 02 0�02 0� 02 0� 02

表 3� 算例 3计算结果

Table 3� The Results of Example 3

计算方法
算例 3

失效概率 计算时间/ min 相对误差/ %

Monte�Carlo 法 0� 284 029 194 0

本文方法 1 0� 281 587 14 0� 859 77

本文方法 2 0� 281 567 11 0� 866 81

主动杆的转速 v 为模糊变量, 其隶属函数为

�( v) = exp[-
( v - mv )

2

kv
2 ] (13)

其中: mv = - 280; k
2
v = 250� 960。状态变量的隶

属函数形式如式(12)所示,取 k= 2� 0 ∋ 105
。

从所提出的两种广义失效概率计算方法和 3

个算例计算结果的比较可以知道, 方法 2的思路

直接明了,编制程序比方法 1稍显简单,计算量也

比方法一要小些, 并且两种方法均比 Monte�
Car lo 法的计算量要小得多; 两种方法所得到的

结果精度(以 Monte�Car lo 法为基准)相差不大,

与 Monte�Carlo 法的相对误差均较小。

6 � 结 � 论

数值模拟方法求解失效概率在可靠性分析中

应用非常普遍, 其最大的优点就是思路简单, 精度

高。但是传统的数值模拟方法的计算效率极低,

工作量非常大, 在很多情况下是无法被工程所接

受的。本文在应用数值模拟方法进行基本变量和

状态变量均具有模糊性的可靠性分析时,给出了

广义失效概率的计算公式,引入了模拟退火优化

� �

算法,并且结合重要抽样法得出了两种求解广义

失效概率的方法。所提出的方法, 在保证计算结

果具有很高精度的同时, 大大提高了计算效率,减

小了计算工作量, 对解决实际工程中的一些问题

有重要的参考价值。
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