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摘要 为了发展一种结构断裂分析的有效工程方法
,

本文推导井利用八结点等参奇异元结

点位移表示的应力强度因子解
。

对机身加劲壁板进行了断裂分析
,

结果表明它能较好满足工 程

要求
。

关键词 等参奇异元
,

加劲壁板
,

应力强度因子
。
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飞机机身壁板是飞机结构中的一个重要部件
。

其几何形状及受载情况都是 比 较 复 杂

的
。

为了克服常规有限元不能反映裂尖奇异性带来的许多困难
,

能够得到较高精度的解与

较好的经济效益
。

我们采用八结点等参奇异元法来求解机身壁板的应力强度因子
,

并用 K :

判据求解加劲壁板的裂纹容限
、
起裂应力和剩余强度

。

为此
,

本文首先介绍了八结点奇异

元的基本特征和力学特性
,

再通过具体实例来说明八结点等参奇异元法在工程结构中的断

裂分析方法
。

二
、

八结点等参奇异元

现在发展起来的奇异元有四边形
、

三角形 (退化四边形 ) 等
。

从几何形状上看它们和
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常规元并无区别
,

但在结点布置上较为特殊
,

即将边中结点移至四分之一处
,

致使其在邻

边角结点处的应力场在单元内具有 l/ 亿了的奇异性
。

下面以任意直边四边形奇异元为例来导出其应力奇异性及结点位移表达式
。

为了简化

数学运算
,

这里只考虑注召C (0 = 介 ) 的情况
,

并当作一维问题来分析
,

如图1所示
。
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图 1 等参奇异元与母单元

从图1可知结点通
、

B
、

C的坐标分别为
: 犷3

= O , 犷: = L / 4 , 犷: = L
。

在局部坐标 系 ( c ,

的 下连召C边对应直线粉= 一 1
。

取形函数如下

1
,

_ _ 、
_ , , _ _ . , ,

1
_

_

_ 、 _

z v z = 1 犷吸‘一 1 ) ‘, ZV Z = 1 一 C
‘ ,
八

3
= 下

.

叹1 + ‘) C

“
( 1 )

N 4 = N S = N 6 二N : = N S = O

经过单元坐标变换可得

}
, 一名Ni , ; 一N

: ; : 十、。 + 、
, 3一

令
( ; 一 : )

:

( 2 )
i 二 1

从 (2 ) 式中解出C并根据 !引 ( 1可得

‘= 1 一 2亿刃工
~

从而得到单元位移函数
邻 = N

: “ : 十从恤 + N
3“ 3

( 3 )
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设相对于裂尖 (见图1) 的各结点位移为

茄通 = 妈一邪
3 = 0 ,

偏 = 恤 一“3 ,

碗 = “:
一“3

‘ = 公3
一”

3
= 0

,
汤 = 珑 一”3 ,

汤二叭 一仍

这样整理 (的 式和 (5 ) 式可变为

} ( 6 )
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对于一维单元
,

其应变

d “ d N
: d从 d N

。

“ ·

=
.

了刃 = 峋 一
蕊于一 + 碗飞于一 + 价兀万

-

由 ( 7 ) 式得

d “ 2碗一 4偏
.

C ,
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1

侧了
( 9 )

由 ( 9 ) 式可知
,

当 , * 0 时单元应变具有 l/ 侧了的奇异性
。

当二次等参元从边中点位置

移至 1/ 4边长处时
,

在裂尖附近的应力将正 比 于l/ 侧丁
,

从而可很好地反映裂尖应力场的

奇异性
。

对于退化四边形等参奇异元 (即三角形奇异元 ) 同理可证它也具有 l/ 斌丁的应力奇

异性
,

而且结点位移也由 (7 ) 式和 ( 8) 式给出
。

三
、

等参奇异元断裂分析工程方法

1
.

奇异元结点位移与应力强度因子

对于张开型裂纹问题
,

在裂尖附近 的位移场为

1 + , _ _
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其中
, k 二 (3 一约 /( 1 + 约 (平面应变问题 ) ; k = 3 一妇 (平面应力问题 ) ; E 为材料 弹 性

模量 ; ,
为材料波松比

。

为了得到靠近裂尖 ( 尹 * 0) 处的应力强度因子
,

并避免使用位移或应力外擂的
l

方法
,

利用如上所述等参奇异元来模拟裂尖区域的张开面与Wi ili a m本征 函数的延伸相 配 合
,

得

到了仅与奇异元结点位移有关 的K :
表达式

。

将 ( 7 ) 式同 ( 1 0 ) 式 佃 = 0 ) 比较可得

。
4

Z G 侧获一 l
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一 3“3
一 4“2

一“ -

侧了
( 1 2 )

同理比较 ( s ) 式
,

( 1 1 ) 式可得

K l =
三旦业二了

左+ 1 \

一 3 ”3 + 4”2
一”l

亿了
( 1 3 )

( 12 ) 式
, ( 1 3 ) 式揭示 了应力强度因子与奇异元结点位移间内在的必然联系

。

2
.

等参奇异元法与外插法

在忽略了高阶无 穷小量
,

并令。二 “情况下由 ( 1 1 ) 式可得
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而由 ( 1 3 ) 式则有
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( 1 6 ) 式说 明了奇异元法同应力强度因子外插法的实质关系
。

为了进一步验证式 ( 1 3)

的合理性
,

以较大有限宽板进行了计算与比较
。

结果表明同解析解 (或手册值 ) 相比其最

大相对误差可控制在5 %以内
〔’〕

。

( 1 3 ) 式之所以有较高计算精度
,

是因为在裂纹表面上的

单元对裂纹张开位移较为敏感
,

而在裂纹前缘的单元则对应力较为敏感
。

K 值精度也随裂

纹长度的增大以及裂纹尖端单元划分大小有微小变化
。

但计算经验表明对于同样的网格划

分由 ( 1 3 ) 式计算的结果比其它常规有限元计算所得结果要精确
。

这充分体现了等参奇异

元法之优点
。

3
。

裂纹扩展的有限元模拟方案

计算裂纹扩展力曲线需要实现裂纹多次扩展
,

本文采用使结点沿裂纹扩展路径逐个放

松
,

从而使裂纹传播一个或几个单元宽度
。

由于奇异元结点布置特殊
,

而且也只有在裂尖

才布置它
。

所以在每执行后一次裂纹扩展计算时不仅要放松前次扩展单元的部分结点
,

同

时还要回复前次扩展奇异元为正常等参元
,

并形成当前奇异元
。

这些均由程序实现
。

4
。

劣
R
断裂判据与求解结构剩余强度

所谓凡判据就是以结构裂纹扩展力曲线和材料阻力曲线相切时
,

恰好对应结 构裂 纹

失稳扩展点来作为整个结构破坏的判别依据
。

由此可以确定初始损伤 (如初始裂纹a0 ) 下

结构的剩余强度和裂纹起始应力
。

其判别准则为

(K 二)
。二。‘ = (K 袅)

。二oc 、

( 1 7 )

其中K 吴为材料阻力曲线函数 ; 尤及
为结构裂纹扩展力曲线函数

。

在实际计算中一般将 ( 1 7 ) 式改为

K R 一K

口瓜
口路

,

:

}
。二、 ( 一

豁)偿}
。二 o ‘

、一
困

( 1 8 )
户

了口‘、
.阳..............

其中
。 :
和

。2

为要求精度
。

奇异元法基本求解过程是
:

首先
,

从某一裂纹长度开始
,

在某一外载

( s 呈) ; = 以尤吴) ; /侧石瓜下 〕f ( (。
。

) , / , ) ( i 。)

下
,

按前述方法求解裂纹扩展力值 (凡 ) ; ,

然后执行裂纹扩展
,

同时计算各裂纹长度下的

尤及 ,

再用三次样条插值函数来拟合 (K刃 ; 一 (a
,

) ;
曲线

。

最后判断阻力曲线是否与所求扩展

力曲线相切
,

即检验它们是否满足 ( 1 8 ) 式
。

若满足
,

则价和又为所求结构的裂纹容限 和

剩余强度
。

否则根据两条曲线有多交点或无交点来改变外载值

( S r ) I = ( S r

) I 一 :
土 (八S r ) ,
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其中
,

( △sr )l 为给定外载增量 ; 而 j 为外载迭代次数
。

重新计算裂纹扩展力曲线
,

再次使

用兀
及
判据

,

如此继续迭代下去
,

直到满足 ( 1 8 ) 式为止
。

四
、

飞机机身断裂分析实例

算例 l 飞机机身模拟壁板试件
,

其计算结果和试验 结 果夙
, d 。

(平均值 ) 相对误

差为 7 %左右
,

详见文献〔2〕
。

算例2 结构参数取 自某飞机机身壁板的真实数值
。

其计算简图如图2所示
。

在给定

初始裂纹长a 。= 65 m m 条件下
,

对加劲板的剩余强度
、

裂纹容限进行了计算
,

有限元计 算

网格如图3所示
。
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图 2 含裂纹加筋板简图 图 3 含等参奇异元的有限元网格
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I Q0

。
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图 4 剩余强度及裂纹容限分析图

算例2计算结果见图4和表1 。

需指出的是图4中的材料阻力曲线取 自文献〔3〕
。

因 为 它

同本算例不仅蒙皮材质相同
,

而且其应力比 (‘/a
,
二 1) 也接近计算情 况 ( 口扩

d , = 0
.

9 6 )
。

算例 2的计算精度有待于用今后的试验研究结果来证实
。
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裂裂纹起始应力丙丙 剩余强度几几 裂纹容限accc
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五
、

结 论

通过两个实例计算与分析
,

表明本文方法—等参奇异元法是工程与理论
、

有限元与

解析解相互结合的一种工程结构断裂分析实用方法
。

它既体现了常规等参元通用性
、

灵活

性
,

而且也具有解析解高效率
、

高精度之特点
。

为飞机典型结构—加劲板损伤容限分析

提供了一种可靠
、

有效的工程分析方法
。

另外
,

很容易将本文方法推广到斜裂纹断裂分析

中去
。

这样
,

再结合工程上的 (边裂纹) 当量处理 (实际上是一种把三维问题转化为二维

问题的工程近似处理) 就可用于较薄耳片的断裂分析
。
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