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摘　要　提出一种基于全等变换的模态转换方法, 可将振动台模态试验获得的模态 ,转换成结

构处在自由状况下的模态。对方法的合理性做了论述, 并佐以例证。
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Abstr act　An approach, based on congruent transformation, for modal t ransform of t he struc-

ture under differ ent boundary conditions is proposed. The main purpose is to use this approach

to transform the elastic mode got from the modal test of a specimen fixed on vibrostand to the

mode in free- free st ate of the same specimen. Two kinds of specimen constraints ar e consider ed:

statically determinate and st atically indeterminate. I n the fir st case, modal mat rix is const ituted

of elastic mode and r igid-body mode of the specimen. In the second case , r eleased iner tia force-

attachment mode should be added to form the mat rix mentioned above. Reasonableness of the

approach is expounded and t wo examples are carr ied out t o demonstr ate the feasibilit y and effec-

tiveness of t he approach as well.

key words　modal tr ansform, mode, congruent transformation

模态试验一般是模拟结构处于自由状态,实际实施时是支承在固频低于试验结构最低

固频1/ 3的软支承上,因而得到精度可资工程应用的模态, 但非绝对精确。在响应计算时,如

借助实测传递函数来建模, 则精度更难保证
[ 1]
。因而,有限元建模与模态试验并行使用, 成为

工程上常用的方法。振动台上的模态试验,不可能模拟结构的自由状态, 而是通过夹具固定

在台面上,所得模态常需转换。称这种不同边界条件下的结构模态间的转化为模态转换。

振动台提供基础激励, 模态参数识别时,需有有限元模型的配合。因为当前的技术条件,

尚难以实测出振动台传递给试件的力,利用测量传递函数这类识别方法是行不通的。

以位移为未知数的常规有限元, 自由结构受到约束后,相当于在质量阵、刚度阵中划去

与约束相对应的列和行。循着这一思路, 若已知结构处于自由状态下的有限元模型,其他约

束情况下的模态容易求得。本文讨论的是受约束结构转换成自由结构的模态转换问题。
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1　转换理论

　　( 1)　静定约束　试件可视为自由结构,无阻尼时的运动方程为

Mxb + Kx = 0 (1)

式中: M与K均为n阶实对称阵; x为n维实向量。由式( 1)的特征问题方程可求得自由状态

下的实模态。

若约束的数目刚使试件失去刚体运动,称约束为静定约束。此时结构位移为

x = xr + xe (2)

角标 r 和 e 分别表示刚体与弹性。x r为 n维向量, xe 是约束后试件的弹性位移与零元素构成

的 n维向量。

设刚体模态数为 p, 弹性模态的阶数为 q。将这 p 个约束逐一放松, 并使之发生单位位

移,则有 K5 R = 0, 即

Kp p　Kpq

Kqp　Kqq

Ip

5 qp
= [0] ( 3)

由式( 3)可得 5 qp = - Kqq
- 1Kqp ,而 I p 为p 阶单位阵。于是

5 R =
　　I p

- Kqq
- 1
Kqp

( 4)

其实,刚体模态 5 R常可直接写出。

自由结构受到静定约束后,即具有弹性模态。当将与 p 个约束相对应的元素放置在质

量、刚度阵的左列上行时,弹性模态由下列特征方程求得

(KM′- K′)5′e = 0 ( 5)

M′和 K′是M与 K划去左 p 列上 p 行得到的(n - p) 阶方阵。5′e 为(n - p ) ×q阶阵。为

讨论方便,设 p + q = n。对于原自由结构,其“弹性”模态

5 e =
0

5′e
( 6)

原自由结构的位移

x = x r + xe = 5 RqR + 5 eqe C 5 q ( 7)

用 5 对式( 1)做全等变换,得 M- qb + K- q = 0 ( 8)

M- =
5 R

T

5 e
T M(5 R　5 e) =

5 R
T M 5 R　5 R

T M 5 e

5 e
T M 5 R　5 e

T M 5 e
( 9)

K- = 5 TK5 =
0　　　0

0　　5 e
T
K 5 e

( 10)

式( 8)求得的特征根即原自由结构的特征根,特征向量则应做式( 7)的变换。

以上讨论说明:式( 7)的 5 与式( 1)的模态等价,即由振动台得到的在静定约束下的模

态,只要与刚体模态相组合,即可作为原自由结构的模态基向量。

( 2)超静定约束　若试件在台面上的约束个数大于刚体模态数, 则形成超静定约束,因

而上面的方法不再适用。换言之, 式( 7)中的 5 还应包含其他的模态基向量。研究指出:模态

加速度法求解动响应, 等价于采用剩余惯性释放模态;对于自由结构,只要在保留模态中计
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及刚体模态,惯性释放附着模态同样可用来求解响应
[ 2～4]
。这就启发人们;在 5 中加入惯性

释放附着模态是可行的。

关于惯性释放附着模态的定义及其求法,参见文献[ 3]。此时自由结构的物理坐标集分

为3个子集, 即 N = R+ A+ W, 记其对应元素个数分别为 p , s, q其中: R为附加约束坐标

集,它提供静定约束; C为界面坐标集;A= C- R。相应地,刚度阵分块为

kpp　kps　kp q

k sp　kss　ksq

kqp　kqs　kqq

　(设 n = p + s + q, p + s = c, w = q) ( 11)

惯性释放附着模态

5 s =

5 p s

5 ss

5 qs

= RTG~RF ( 12)

式中: R = I - M5 R5 R
T;M 为自由结构n 阶质量阵; 5 R为归一化刚体模态(5 R

TM5 R = I ) ;

G~ =

0　 0　　0

0　g ss　g sq

0　gqs　gqq

;　　
g ss　g sq

gqs　gqq
=

kss　ksq

kqs　kqq

- 1

; F =

0p s

I ss

0qs
0p s与 0qs皆为零矩阵; I ss为 s阶单位阵。

刚体模态仍可由式( 4)求得,或直接写出

5 R =

Ip

5 Rs

5 Rq

( 13)

　　弹性模态为

5 e =

0

0

5′e

( 14)

5′e为M 与K 划去左 c列上 c行而得的M′与 K′的特征向量组成。

将式( 2)改写成

x = 5 RqR + 5 sq s + 5 eqe C 5 q ( 15)

5 s各元素具有柔度量纲,其对应的广义坐标 qs 各元素具有力的量纲。此即中外学者指出的:

剩余柔度可看作里兹矢量, 界面力可作为广义坐标的含义所在。

用式( 15) 中的 5 对式( 1)做全等变换,得到形如式( 8)的方程,但

M- =

5 R
T M 5 R　　　0　　　　5 R

T M 5 e

　　0　　　 5 s
T
M 5 s　　5 s

T
M 5 e

5 e
T M 5 R　　5 e

T M 5 s　　5 e
T M 5 e

( 16)

K- =

　　0　　　　　0　　　　　0

　　0　　　5 s
T K 5 s　　5 s

T K 5 e

　　0　　　5 e
T
K 5 s　　5 e

T
K 5 e

( 17)

　　以下的工作与静定约束时相同, 不赘。故在超静定约束下,由振动台得到的模态,要与刚
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体模态及惯性释放附着模态相组合, 即可作为原自由结构的模态基向量。

图1　质量弹簧系统

2　算　例

例题1　质量、弹簧系统如图1所示。设质量

块只能在纸面内做左右运动,质量 mi= m,弹簧

刚度k i = k。现用本文方法转换下列模态:当系

统左右两端固定后,形成超静定约束,将求得的

模态转换成原自由系统的模态。

解:系统的M与 K分别为

M =

m　0　0　0

0　m　0　0

0　0　m　0

0　0　0　m

; 　　K =

　k - k 　0 　0

- k 2k - k 　0

　0 - k 2k - k

　0 　0 - k 　k

其固频与振型为

K1 = 0,　U1 = [ 1　1　1　1] T ;

K2 = ( 2 - 2 2 )k/m,　U2 = [ 1　 - 1 + 2　1 - 2　 - 1] T ;

K3 = 2k/m, 　U3 = [ 1　 - 1　 - 1　1] T ;

K4 = ( 2 + 2 2 )k/m,　U4 = [ 1　 - 1 - 2　1 + 2　 - 1]
T

设 m1与m4被约束,并指定m1的位移x1为 R集, m4的位移x4为A 集。为求惯性释放模

态,首先将M与 K改写成

　　　　　　1　 　4　　2　　3　　　　　　1　 　4　　2　　3

M~ =

m　　0　　0　　0

0　　m　　0　　0

0　　0　　m　　0

0　　0　　0　　m

1

4

2

3

;　K~ =

k 0 - k 0

0 k 0 - k

- k 0 2 - k

0 - k - k 2k

1　

4　

2　

3

对应于M~ 及 K~ 的刚体模态为( 1　1　1　1) T ,归一化后为
1

2 m
( 1　1　1　1) T。从而

得

R =
1
4

　3 - 1 - 1 - 1

- 1 　3 - 1 - 1

- 1 - 1 　3 - 1

- 1 - 1 - 1 　3

;　　RF = R

0

1

0

0

=
1
4

- 1

　3

- 1

- 1

G=

　k 　0 - k

　0 2k - k

- k - k 2k

=
1
k

3　1　2

1　1　1

2　1　2

;　　5 s =
1
8k

- 5

　7

- 3

　1

　　将M~ 及 K~ 划去左二列上二行得:

M′=
m　0

0　m
　　K′=

2k - k

- k 2k

其固频与振型为: K1 = k/m, U1 = ( 1　1)
T
;K2 = 3k/m, U2 = ( 1　 - 1)

T
。
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从而得

5 e =

0　　　0

0　　　0

1　　　1

1　　 - 1

　　进行全等变换后, 得到M- 及 K- , 它们组成的系统的特征值及特征向量为

K1= 0,　q1= ( 1　0　0　0) T ;

K2= ( 2- 2 2 )k/m ,　q2= ( 1　- 8k　- 2　6 2 - 8) T ;

K3= 2k/m,　q3= ( 1　0　- 2　0)
T
;

K4= ( 2+ 2 )k/m, 　q4= ( 1　- 8k　- 2　- 8- 6 2 )
T

原自由结构振型为

X = 5Q=

1 - 5/ 8k 0 　0

1 　7/ 8k 0 　0

1 - 3/ 8k 1 　1

1 　1/ 8k 1 - 1

1 1 　1 1

0 - 8k 　0 - 8k

0 - 2 - 2 2

= 0 - ( 8 - 6 2 ) 　0 - ( 8 + 6 2 )

=

1 　6 　1 　6

1 - 6 　1 - 6

1 - 6 + 6 2 - 1 - 6 - 6 2

1 6 - 6 2 - 1 6 + 6 2

所得结果与 U1, U2, U3, U4一致。

例题2　长为 1m 的自由梁, 其质量密度为 7820kg/ m
3
, 弹性模量为 2. 0× 10

11
N/ m

4
,截

面尺寸为 0. 01m× 0. 03m。现用本文方法转换下列模态:当梁左端固定后, 形成静定约束,

将求得的模态转换成原自由梁的模态。

解:为避开模态截断的影响, 用有限元模型算得的自由梁模态为对比对象。梁等分为8

段,每段长0. 125m,结点编号自左向右, 以垂向位移及转角为未知数形成18×18阶质量、刚

度阵,算得18阶固频及对应的振型。将左端固定,得到静定约束梁。考虑到实验中不可避免的

测量等误差, 人为地改变约束梁各段截面积: 0. 29, 0. 3, 0. 3, 0. 29, 0. 31, 0. 31, 0. 29, 0. 29(自

由梁各段面积均为0. 3×10
- 3
m

2
) ;惯性矩为0. 225, 0. 225, 0. 225, 0. 225, 0. 225, 0. 23, 0. 23,

0. 235(自由梁均为0. 225×10
- 7
m

4
) , 由此算得16阶固频及对应的弹性模态。用刚体及弹性模

态形成 5 ,用它对原自由梁进行全等变换,得到了与原自由梁一致的模态。限于篇幅, 仅列

出部分数据如表1、表2。
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表1　原自由梁固频与全等变换后梁的固频

原自由梁

- . 2212D- 05 - . 1952D- 06 . 9800D+ 03 . 2703D+ 04 . 5306D+ 04

. 8800D+ 04 . 1322D+ 05 . 1858D+ 05 . 2465D+ 05 . 3453D+ 05

. 4352D+ 05 . 5487D+ 05 . 6872D+ 05 . 8558D+ 05 . 1057D+ 06

. 1276D+ 06 . 1672D+ 06 . 1684D+ 06

变换后梁

. 4619D- 04 . 5964D- 04 . 9800D+ 03 . 2703D+ 04 . 5306D+ 04

. 8800D+ 04 . 1322D+ 05 . 1858D+ 05 . 2465D+ 05 . 3453D+ 05

. 4352D+ 05 . 5487D+ 05 . 6872D+ 05 . 8558D+ 05 . 1057D+ 06

. 1276D+ 06 . 1672D+ 06 . 1684D+ 06

表2　原自由梁振型与全等变换后梁的振型

原
自
由
梁

三阶 . 1306D+ 01 . 5532D+ 00 - . 1295D+ 00 - . 6165D+ 00 - . 7938D+ 00

位移 - . 6165D+ 00 - . 1295D+ 00 . 5532D+ 00 . 1306D+ 01

三阶 - . 6069D+ 01 - . 5887D+ 01 - . 4858D+ 01 - . 2774D+ 01 - . 1986D- 11

转角 . 2774D+ 01 . 4858D+ 01 . 5887D+ 01 . 6069D+ 01

变
换
后
梁

三阶 - . 1306D+ 01 - . 5532D+ 00 . 1295D+ 00 . 6165D+ 00 . 7938D+ 00

位移 . 6165D+ 00 . 1295D+ 00 - . 5532D+ 00 - . 1306D+ 01

三阶 . 6069D+ 01 . 5887D+ 01 . 4858D+ 01 . 2774D+ 01 . 4313D- 13

转角 - . 2774D+ 01 - . 4858D+ 01 - . 5887D+ 01 - . 6069D+ 01

3　理论依据

两例表明, 用本文方法构成的变换矩阵 5 ,可作为原自由结构的模态基向量。现对此做

理论上的证明。

式( 1)的特征值问题可表为

Kx = KMx

以 x = 5 q对上式进行全等变换,得

5 TK5 q = K5 TM5 q

或表为

K- q = KM- q

比较上两式可知, 经全等变换后,两系统的特征值不变;特征向量间有 x = 5 q的关系。

从数学角度而言, 5 的各列必需相互线性独立。而对于振动台试验而言, 5 必需能以M′

及 K′形成的模态来表达。本文在分析M′与 K′组成的系统运动的基础上, 提出用原自由结

构的刚体模态、惯性释放附着模态,以及振动台试验得到的弹性模态 5 e 来组成 5 , 不但保证

了它的各列线性独立, 而且具有明确的力学的意义。虽然惯性模态未剔除原结构的低阶弹性

模态,但本文采用的5 s与5 e分别来自M, K与M′, K′两个系统。还可看出,即使有限元模型

不够精确, 算得的5 R与5 s也难与5 e各列线性相关。换言之,能与 5 e构成的模态基向量不唯

一。

本文方法也可用于模态综合,使之更具灵活性。
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