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裂纹与一类线型扁平夹杂相互千涉
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摘 要 本文应用奇异积分方程法研究裂纹与一类线型扁平夹杂相互干涉的弹性力学 平面

问题
。

将裂纹与夹杂非相交情况推广到在端点以任意角度相交情况
。

一对位错和一对 集中力的

格林函数分别被用以形成裂纹和夹杂
。

通过对所得奇异积分方程组的奇异性分析
,

确定了裂 纹

与夹杂在端点以任意角度相交时端点和交点处的应力奇异性指数
。

最后导出了裂 纹与夹杂尖端

应力强度因子的计算公式并进行了一些数值计算
。

结果表明本文的方法对于处理类似的奇异 性

问题是非常有效的
。
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5 引 言

随着对多相材料
、

胶合结构及焊接接头等工程构件断裂过程研究的不断深入
,

裂纹与

夹杂相互干涉问题越来越引起人们的重视
。

已有许多学者从各种不同问题 的工程 背景出

发
,

先后研究了裂纹与圆形夹杂
〔‘, “〕以 及裂纹与不同类型的线夹杂的相互作用问题 〔卜

∴’。

从这些资料来看
,

由于理论上的困难
,

裂纹与线夹杂相互作用问题的研究还很不完善
。

其

中
,

对于许多以加筋结构为工程背景的裂纹与夹杂相互作用问题
,

已有的研究为了避开奇

异性处理中的困难
,

还必须限制裂纹与夹杂处于非相交位置或者垂直相交位置卿
。

本文将

在此基础上
,

进一步研究裂纹与此类线夹杂在端点以任意角度相交时的相互千涉问题
。

问题的积分方程

本文所讨论的裂纹与夹杂相互作用问题如图 , 所示
,

裂纹 口通 与夹 杂 口刀 在口点以任

‘且山口− −百
−

卫店二−, −
−

口百−−

图 , 裂纹与夹杂相互干涉问题

所引起 的应力应变场
‘几

Η 6
, “ ] , 3多

,
少6 表示为

二 , , 3劣
, Η 6 ⊥ ? ]

3_
,

少6
, “

几3另
,

意角度 。相交
。

对于母体平面
,

我们假设其尺寸比

起裂纹与夹杂的长度要大得多
,

因而远处边界的影

响可以忽略不计
。

对于夹杂
,

一

与文献〔 〕一样我们仍

假设它是扁平的
,

厚度很小
,

因而其弯曲刚度可以

忽略不计
。

这样
,

无无限平面中位错和集中力格林

函数可以被用来建立所讨论问题的公式
。

参照图
,

我们应用叠加原理将母体平面的应

力应变场分成 部分之和
Θ
36 由于裂纹的存在所

引起的应力应变场
‘ ,
了3、

,

少6
, ‘ ⎯

了你
, 少 6 ] 3 / 6 由于

夹杂的作用所引起的应力应变场
ϑ ,

丁3_
,

少6
, “ ‘
丁3
二 ,

少6 ] 3 6由于远离裂纹夹杂区域的外加载 荷的作用

少6
。

用公式可将母体平面的 应 力应 变 场 内 , 3_
,

3_
,

少6 十 “罗3男
, 少6 十 ‘几 3另

,
少6

,

3 6
“ , , 3、

,

公
,
6⊥

‘ ,
了3_

,

Η 6 α “ ,
下3“

,
少6 α “

几3Θ
, 少6

,

3艺
,

β二
χ , 少6

。

裂纹面的 自由边界条件及夹杂与母体之间的变形协调条件为

‘二“
, “’一 5

δ
‘二‘” 5’一 + ’ + ε ‘ ε “ ’

Ξ
￡ 1 1

31
, 5 6 ⊥

‘ , 。

3犷6
, 5 ε 犷3 夕

。

上式中
‘ , “

3, 6表示夹杂的纵向应变
。

不难得出

3 / 6

, φ ,

Ι

二
“
3γ ,

一音去念
⋯

Ξ
,

, ‘·’ϑ γ 。

仁 6

其 中
,

<
、二 3 一价 6 γ 3 十 蛛 6

, 二、 , , ‘、 及  、

分别表示夹杂的泊松比
、

剪切 模 量及截 面 积
]

Φ 3约表示夹杂与母体之间的分布切力
。
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将 36 式代人 3/6 式可得如下方程
。 ,

] 3另
, 5 6 α , ,

二3劣
, 5 6 α ϑ ,

梦3劣
, 5 6 ⊥ 5 ,

5 ε 另ε ‘ ,

。 二

] 3劣
, 5 6 α , 二

] 3劣
, 5 6 α , χ

罗3劣
, 5 ⊥ 5 , 5 ε 另 ε Β ,

。 ,

了3尹
, 5 6 α 。 ,

军3尹
, 5 6 α

。 ,

甲3犷
, η 6 ⊥ 。1 0

3犷6
, 53 犷3 Ι

。

根据 刃型位错的格林函数
,

我们可得

Ξ 3 [ 6

ϑ Η

] 3劣
, 5 6 ⊥

/ 产

3 α < 6介
赵旦

+ ‘一‘

, , φ , , φ −
。 、

/ 产 Κ
Α 奋’“ ’

, 、万
’”夕一石不灭了妥?

Ν 3] 6
+云一‘

3 Υ 6

上式中
,

< ⊥ 3 一约 γ 3 十约
, , , 召 分别表示母体材料的泊松比及剪切模量

。

Δ 3约
,
Ν 3幻为位

错分布的密度函数
,

其定义为

、‘、, 一

晶
〔·‘二

, α 。, 一
。‘劣

,
一 。, 〕

,

“二 , 一

吴
〔。3戈

, α 5 , 一。 3, ,
一 5 , ,

,

5 ε 劣 ε Β ,

3 ∴ 6

5 ε 劣 ε Β
。 Ξ

其中
, 。 , 。

分别表示母体沿 另方向和 Η 方向的位移分量
。

根据集中力作用的格林函数并进行一系列的坐标变换
,

我们可得3[ 6式中
,

ϑ ,

] 3劣
, 5 6 ⊥

/ 介 3< α , 6
3 4 6

ϑ 二
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,
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/叮 3< α 6
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5
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上式中
,

仇
,

3_
, + , 犷6 ⊥ 〔 

Θ

3_ 2 + 0 , , 戈0≅Χ +
, 犷6一 

Θ

3戈2 + 0 + , χ 0≅Χ +
, , 62 + 0ι口

α  3戈Ζ + 0口, _ 0 ≅Χ +
, , 60 ≅Χ ι+〕γ〔3_Ζ+

0Β 一 , 6/ α _ ι 0≅Χι +〕名
,

口。3‘
, 5 , 1 6 ⊥ 〔 3男Ζ + 0口, 劣0≅Χ +

, 犷62 + 0 ι+ α  
Θ
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〔3_ ! + 0+ 一 16 / α _ ι0 ≅Χ/ 5〕/
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其中 
] ,
 

Θ ,

 
Θ

为 个已知函数〔’〕。

由广义虎克定律
,

刃型位错与集中力作用的格林函数以及坐标变换
,

经过冗长推导可得

3 . 6
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、
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Ι Φ 31
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+ 犷5

一犷
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上式中
,

ς
−

31
, Γ6 ⊥ 2 + 0 / 5 一

一 <
α <

0≅Χ
ι。

6
ς

· Θ

3, 。5 Υ 。
, , 0‘Χ 。

, ‘6 α

3
0‘Χ ι。

一 <
α <

。5 Υ / “

6
ς 二‘, 2 + 0 “, , 0‘Χ 。

, ‘6 α [

α <

0≅Χ / 5 ς
χ ,

3犷2 + 0+ , 犷0 ≅Χ ∴
,
渗6

9
−

3犷
,
渗6 ⊥ 《2 + 0 / 5 一

一<
十 <
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6
9

·二

3, Ζ + 0”, , 0‘Χ 。
,
‘6 α

3
0‘Χ

ι”

一 <
α < 一

“

6
9 二‘, 。% ·“, , 0‘二。

,
‘6 α [

十 <

0 ≅Χ ι2刀
Θ , 3犷!+ 0+ , 犷0≅Χ Β

, 云6

δ
3 。6

κ
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其中 ‘
χ 男 , ‘, , , ς

二 Η ,

9
、、 ,

9
Η ,

及 刀
男,

为 ∴ 个已知函数
〔’二

。

将 3Υ 6式
,

34 6式
,

3. 6式及 3 6式代入 3通6式
,

即δ得 如下关于 多以6
,

方。6和 Μ 3] 6 个 未

知函数的积分方程组

、?− !

∀
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配
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上式中
,

、、, ,产

口
;

≅
(
‘几

Α。几 ∋ Β ,−=
“/ 一

Χ 一 兀
) 尤

护44
气

+ 3 −
十 ,

9 ∗ 乙

、 。几+
= Δ≅

;。& Χ 一,
) ,

Ε . Α ;“

−
) Φ

) ,

。。·Δ≅ ;。

⋯ + ∗ −

在求解积分方程组 + − 式时
,

还必须满足以下位移单值条件及夹杂平衡条件

∋
。“+‘, %‘一 /

,

1
。‘+‘, % ‘一 。,

1
。尸 + ·, % 2 一 /

,

+ Χ −

∗ 应力奇异性指数及应力强度因子

积分方程组 + − 式带有多个奇异核
,

除标准的 Γ 二Η Β Ι ϑ 核外
,

还有奇异核 Κ
ϑ ,

+二
,

. , 犷−
,

认
ϑ
+、

, .
, 尹−

,

‘
。

+ , ,

约及 :
。

+ , ,
约

,

为了能够应用函数理论分析方程 组的奇 异性
,

须 将这些

非标准 Γ Λ Η Β Ι ϑ 核化为广义形式的 Γ Λ Η Β  ϑ 核
。

在此略去冗长的转化过程
,

最后可得如下

具有标准 Γ Λ Η Β Ι ϑ 核和广义 Γ Λ Η Β Ι ϑ 核的奇异积分方程组
探

乙 Φ
、4!444#4百‘且4 444#

∋
, 夕真

7 +才−

Μ 一无 Φ 2 名 乙
Ε ( 刀 、

。

+ (
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, 才− Ν +云− % Μ 、

&

刀 二

十 , 。 ,

—
Λ Ο Ο 气Π 一 Θ − Ρ Θ

∗ 2 己

月

 
‘

 一叮
,

一
杏了

互丝−% ‘) 生 ) ,
不一Σ 介 , 。 Φ 声 ∗ 2 之

‘

几 + Σ
, /− 二 /

‘∗ Φ

土 + 黑森翌 又 〔Β
。。 、

。

+ 2
, , − Τ + , − 、 。 Τ 。 、。

+ (
, ‘−、+ , − 〕% ,

介 “ . 乙八 二

+ Φ −

了1+遨
〔了, )

;一 犷封

书−Δ丝士匹立丝土匹∗
Φ ∗ ‘=Υ =

,

「价

− 尸 +‘− %‘十
∗ 刀 + ) , −

,
+ 3 −

其中
。 , , , 负

。 , ‘( 。

及 自 ,

+、一
,

 − 为关于 。的复常数
,

详见附录
。

护
,

+ (
,

约或者 护二
+ 犷

, Μ− +、二

, Φ − 为广义的 Γ Λ Η Β Ι ϑ 核
,

其具体表达式为

、 , +( , 才− 一 、

李
一

厂牛
,
、 ( +、 , ‘− 一 二

孚
Θ 劣 奋一 义乡

一

Μ 工 艺一 戈 Ε 一 /

+ ς −

沪Χ
+ Σ

, 云− 一才一劣 Ε ( 。 ,
留。
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, 才− Ρ
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一 ￡夕 “ 1
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根据奇异积分方程理论
〔4 , η。,

可设 3 [6 式 中 个未知函数酬约
,

侧Γ6 及尸 3约具有如下形式

Δ 3‘6一 8
,
3‘6 3Β 一‘6 刀“

“ ,

Ν 3‘6一 8
ι
3‘6 3Β 一‘6刀

’
“

,

”ε ‘ε Β ,

飞
Φ 3才6二 8 3才6 3Ι一 ι6卢 云

“ ,

5 ε 才ε Ι 6
3 ∴ 6

式中
,

一 ε ∃ 23 召, , 。 6ε 5 ] 8 , 3, 6为有界函数且在相应的区间端点处不为零 3落二
,

6
。

将

上式代入3[ 6式并在端点  
,
: 及交点 % 处对积分方程组中各项 进行主 部分析

,

最后可得

一组特征方程
2 ΓΔ 3口] “ 6 ⊥ + ,

〔Β Θ (〕δ ⊥ 5 ,

3‘
,

β⊥
,

6
。

3 4 6

其中
,

Β / / “ Β / / “ Β ⊥ Ζ + 0 Β 介 , Β , ι “ Β ι (
“ 5 Ο

。 一

专‘
〔/ 一 ‘< α ‘,

Ζ + 0 ι“α / 5 Υ‘Χ
ι“〕Ζ + 0 Β ‘”一 , α ‘Β α <

α 6 ) ≅Χ ι+0 ≅Χ Β 35 一 二 6Ξ
,

[ / 一

含“
Β α < α ‘,

0‘Χ ι“Ζ + 0“ ‘“一 , α 〔一 ι Β 0‘Χ
ι”α ‘<

α 62 + 0 / 5 〕0 ≅Χ 。 35 一 “ 6 Ξ
,

坏 一

会
〔‘< 一 ‘一 /。 ·‘Χ ι“,

一
‘”一 ,

一
‘Χ ι”, ,咖‘“一 ,〕

,

Β /
一

责
〔‘/ α Β , 0‘Χ ι“Ζ + 0Β ‘“一 , α ‘, α < 一‘)‘Χ

ι“

3 η 6

一 / “ 0≅Χ
/ 5 60 ≅Χ Β 35 一 叮 6〕

。

将 3 ∴6 式代人 36 式并进行主部分析
,

便可容易证明特征方程 3 46 式的解口
Θ
与 “ 正是裂

纹和夹杂在端点和交点处的应力奇异性指数
。

显然由 3 46 式中第一式可 得 口Θ 二 一 γ / ,

这

与已知的裂尖应力奇异性指数一致
。

对于裂纹与夹杂交点处的应力奇异性指 数 。 ,

令 。“

二 γ /
,

由3 4 6式可以得出与文献〔[〕完全一致的结果
。

确定了应力奇异性指数后
,

我们便可进一步来确定应力强度因子
。

与文献〔〕一致
,

定

义裂纹与夹杂尖端的应力强度因子为

尤
,
3注6二 ,≅λ 侧万 3_ 一 Β 6

一 夕 ,。 , ,
3_

,
+6

,

χ ϕ 6 Β α

<
Θ

3 6“ ,≅λ
χ Π2 6 Β α

3 . 6

<
,

3: 6二 ,≅λ
犷一6

Ι
α

侧万3χ 一 Β 6
一 夕, 二二 , 3劣

,
+6

,

侧万 3尹一 Ι6
一 ’ , , ,

3, , + 6
。

根据奇异积分方程理论由36 式求出 吩
,
3_

, 5 6
,

‘
,

3劣
,

56 及 。。。3犷
,

56 的主部 后
,

代入上式可

得

/ 了了。 ”
, 、 φ

。
, ? 、

八
‘气ϑ 6 “

一丁
ϕ

不灭一刀八 Β 6“
一 ,
八

/ 、入夕

一
/ 丫百产

α <
8

Θ

3Β 6Β
Β ,

<
]
3: 6 “

训百 3< 一 ,6
3/ 5 6

/ 3 α < 6
8 3Ι6Ι

“ 。

以上 式就是我们所要导出的应力强度因子的计算公式
。

其 中 8
Θ

3Β6
,
8

ι

3Β6 及 8 3Ι6 可利

用 ς Β Α 00 一?
Β Ζ + Ι≅ 方法通过求解积分方程组 3 6 式得到

。
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算例与讨论

导出了裂纹与夹杂尖端应力强度因子的计算公式
,

这使得我们能够很方便地讨论各种

几何参数以及材料参数对裂纹与夹杂相互千涉效应的影响
。

作为方法的验证
,

本文对几种

常见的参数情况作为算例进行了计算
。

在计算中
,

对应力强度因子作了如下正则化

< , ‘3 6 ⊥

<
] ‘
3: 6 ⊥

异斋
,

‘一 ‘
, / , ·‘ 一 3‘

二

,
, ‘· Θ

, ‘·

Θ ’
,

<
,

3: 6

<
+

<
。⊥

一<
/ 3 α < 6

。·
侧不万

图 / 与图 给出了在外载
ϑ Η

罗作用下
,

裂纹与夹杂垂直相交时裂纹尖端两种应力强度

因子 <
Θ ‘
3 6与 <

ι ‘

3 6随参数 下的变化情况
。

其中下相当于夹杂相对于母体的柔 度
Θ

3夹杂尖端应力强度因子的变化很小
,

Ι Λ
‘
3 α 兀

‘
6

产0
 

Θ

3 α < 6
”

未给出6
。

从图中可以看出
Θ
3,6 当夹 杂 柔度变大

时
,

< 厂3 6⎯
,

凤
‘

3 6。5 ,

即裂尖应力强度因子都 趋于没有夹 杂时的值
,

这显 然是合

理的
] 3/6 当夹杂柔度较小时

,

千涉效应对裂尖应力强度因子的影响随夹杂与裂纹的长度

比 Ιγ “ 的增大而增大
。

这种影响有的使得裂尖应力强度因子值大于没有夹杂时的值
,

而有

的则使得裂尖应力强度因子值小于没有夹杂时的值
。

与文献〔[ 〕计算的类 似 情况相比
,

此

处的变化规律较为复杂
,

这是因为前者裂纹垂直相交于夹杂的中部
,

是对称的
,

而后者裂

纹垂直相交于夹杂的端部
,

是非对称的
。

< ] 3连、

−

5 ∴

5
−

. η

5
−

. 5

5
−

5

图 /

/
−

5 滋
−

5 ∴
−

5 η
−

5 5− 5

一一 , ⊥ 5
− ,

5 ⊥ . 5
。。

一一

叮笋 %%%

一一 乙γ
Β ⊥ 5石

一一

γ γ ⋯⋯

——
彭彭州扮一一一二二二二二二二不三三三

穿穿厂一一一一
一一

−

一
,

一
φ

,
φ φφφ

夹杂柔度对裂尖应力强度因子的影响 图 夹杂柔度对裂尖应力强度因子的影响

图 [ 与图 Υ 给出了在外载 与罗作用下
,

裂纹与夹杂的夹角 。二 Υ
’

时夹杂尖 端应力强

度因子 <
] ‘

3: 6以及裂尖应力强度因子 <
ι‘
3 6随夹杂柔度参数 下的 变化 情况

。

3裂 尖应力

强度因子 <
, ‘

3 6变化很小
,

未给出6
。

从图 [ 可以看出
Θ
36 当夹杂柔度变大时

,

夹杂尖

端应力强度因子趋于零
] 3/6 当夹杂与裂纹长度比变大时

,

<
, ‘

3: 6随 4 的变 化 将 趋于一

条硫定的曲线
,

此曲线就是没有裂纹时 < 厂3: 6随 4 的变化曲线
。

显然以上两点都 是合 理

的
。

图 Υ 中 < Θ ,

3 6的变化规律与图 相同
,

但其绝对值要小于图 中的 相应 值
,

这也是

不难理解的
。
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Θ

裂纹与一类线型扁平夹杂相互千涉的应力强度因子  [ Υ

<
, ,

3左6
5

−

= 1
Ιγ

Β ⊥ 5

一 5
−

一 5
·

∴卜
“ 5

·

Υ

一 5
−

.卜 5
−

一
−

22 ,
Ο

, 二5
− ,

η 二 Υ
5

唁特%

Υ >
5

−

5 /
−

μ [
−

5 ∴
−

5 η
−

5 5丁5

护

一一
‘

, ⊥ 5
− ,

∴ ⊥ Υ
−−−

一一

唁铸 %%%

一一 ∴γΒ ⊥ 5
−

/ ΥΥΥ

三三一么乙ι

——葬葬弃下辛辛
图 [ 央杂柔度对夹杂尖端应力强度

因子的影响

图 Υ 夹杂柔度对裂尖应力强度因子的影响

通过以上分析可以看出
,

本文的奇异积分方程方法是可靠的
,

它对处理由于裂纹与夹

杂相互干涉而产生的奇异性向题是非常有效的
。

根据文中所导出的公式可以快速而准确地

计算出裂纹与夹杂尖端的应力强度因子
。

附 录

积分方程 3[ 6式中的复常数
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