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基于 ＬＴＩ离散系统的卷积和解法
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摘要：结合实例讨论了求解卷积和的４种方法：解析法、图解法、不进位乘法和利用性质求解法。首先论述了每种方法的原
理，然后通过实例说明了具体的求解过程，最后列表归纳了各种计算方法的特点，可对进一步开展线性系统的分析和研究提

供计算经验和基础。
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　　线性系统分析的中心问题是系统输入与输出的关系。对于

离散时不变线性系统，输入与输出的关系用输入对系统单位冲

激响应的离散卷积和来表征，因此离散卷积和计算在线性系统

的分析中占有非常重要的地位。

目前求解两序列卷积和的常用方法有解析法、图解法、不进

位乘法和利用性质求解等４种方法，这些方法分别适用于不同

的序列并存在各自的优缺点。

１　解析法

在ＬＴＩ离散系统中，离散信号本身是一个序列，把激励信号

分解为单位序列，如果系统的单位序列响应为已知，那么求得每

个单位序列单独作用于系统的响应，把这些响应相加就可得到

系统对于该激励信号的零状态响应，这个相加过程表现为求卷

积和的过程［１］。任意离散时间序列ｆ（ｋ）可以表示为

ｆ（ｋ）＝… ＋ｆ（－２）δ（ｋ＋２）＋ｆ（－１）δ（ｋ＋１）＋

ｆ（０）δ（ｋ）＋ｆ（１）δ（ｋ－１）＋… ＋

ｆ（ｉ）δ（ｋ－ｉ）＋… ＝∑
∞

ｉ＝－∞
ｆ（ｉ）δ（ｋ－ｉ） （１）

　　如果系统的单位序列响应为 ｈ（ｋ），那么，由线性系统的齐

次性和时不变系统的移位不变性可知，系统对 ｆ（ｉ）δ（ｋ－ｉ）的响

应为ｆ（ｉ）ｈ（ｋ－ｉ）。根据系统的零状态线性性质，式（１）的序列

ｆ（ｋ）作用于系统所引起的零状态响应ｙｚｓ（ｋ）应为

ｙｚｓ（ｋ）＝… ＋ｆ（－２）ｈ（ｋ＋２）＋ｆ（－１）ｈ（ｋ＋１）＋

ｆ（０）ｈ（ｋ）＋ｆ（１）ｈ（ｋ－１）＋… ＋

ｆ（ｉ）ｈ（ｋ－ｉ）＋… ＝∑
∞

ｉ＝－∞
ｆ（ｉ）ｈ（ｋ－ｉ） （２）

式（２）称为序列ｆ（ｋ）和ｈ（ｋ）的卷积和，即

ｙｚｓ（ｋ）＝∑
∞

ｉ＝－∞
ｆ（ｉ）ｈ（ｋ－ｉ）＝ｆ（ｋ）ｈ（ｋ） （３）

式（３）表明，ＬＴＩ系统对于任意激励的零状态响应是激励 ｆ（ｋ）与

系统单位序列响应 ｈ（ｋ）的卷积和。那么，定义在区间

（－∞，＋∞）上的２个序列ｆ１（ｋ）和ｆ２（ｋ）的卷积和为

ｆ（ｋ）＝ｆ１（ｋ）ｆ２（ｋ）＝∑
∞

ｉ＝－∞
ｆ１（ｉ）ｆ２（ｋ－ｉ） （４）

　　例１　计算卷积ｆ（ｋ）＝ａｋε（ｋ）ε（ｋ）。

解：

ｆ（ｋ）＝∑
∞

ｉ＝－∞
ａｉε（ｉ）ε（ｋ－ｉ）＝（∑

ｋ

ｉ＝０
ａｉ）ε（ｋ）＝１－ａ

ｋ＋１

１－ａε（ｋ）

　　这种利用定义求解卷积的方法称为解析法［２］。

２　卷积和的图解法

在用式（４）计算卷积和时，正确选取参变量ｋ的适用区域以

及确定相应的求和上限、下限是十分关键的步骤，这可借助于作

图的方法解决［３］。

用作图法计算序列ｆ１（ｋ）与ｆ２（ｋ）的卷积和的步骤如下。

步骤１　换元，ｋ换为ｉ，得ｆ１（ｉ），ｆ２（ｉ）；

步骤 ２　反转平移，由 ｆ２（ｉ）反转，得 ｆ２（－ｉ），右移 ｋ，

得 ｆ２（ｋ－ｉ）；

步骤３　求乘积 ｆ１（ｉ）ｆ２（ｋ－ｉ）；

步骤４　ｉ从－∞到＋∞对乘积项求和。

例２　ｆ１（ｋ）与ｆ２（ｋ）如图１所示，已知ｆ（ｋ）＝ｆ１（ｋ）ｆ２（ｋ），

求ｆ（２）＝？。



解：ｆ（２）＝∑
∞

ｉ＝－∞
ｆ１（ｉ）ｆ２（２－ｉ）。

步骤１　换元；

步骤２　ｆ２（ｉ）反转，得ｆ２（－ｉ），右移２，得ｆ２（２－ｉ）；

步骤３　求ｆ１（ｉ）ｆ２（２－ｉ）；

步骤４　求和，得ｆ（２）＝４．５，如图１所示。

图１　卷积求解过程

３　不进位乘法求卷积和

图解法的优点是整个计算过程通过绘图的方式展现出来，

思路清晰，但计算过程非常麻烦，且易出错。不进位乘法是在图

解法的基础上发展而来的，不需要画图，但其原理与图解法一

样，需逐点计算，最后相加得出结果。使用此方法需要概念及思

路非常清楚，将卷积和的计算转换成简单的代数运算，既简单又

不容易出错，在短短几分钟之内就可得出结果，可大大提高运算

速度和准确性［４］。

ｆ（ｋ）＝∑
∞

ｉ＝－∞
ｆ１（ｉ）ｆ２（ｋ－ｉ）＝…ｆ１（－１）ｆ２（ｋ＋１）＋

ｆ１（０）ｆ２（ｋ）＋ｆ１（１）ｆ２（ｋ－１）＋ｆ１（２）ｆ２（ｋ－２）＋… ＋

ｆ１（ｉ）ｆ２（ｋ－ｉ）＋… （５）

　　ｆ（ｋ）＝所有两序列序号之和为ｋ的那些样本乘积之和。

如ｋ＝２时，

ｆ（２）＝…ｆ１（－１）ｆ２（３）＋ｆ１（０）ｆ２（２）＋

ｆ１（１）ｆ２（１）＋ｆ１（２）ｆ２（０）＋…

　　例３　ｆ１（ｋ）＝｛０，３，４，０，６，０｝

↑ｋ＝０

　　　　　ｆ２（ｋ）＝｛０，２，１，５，０｝

↑ｋ＝１

求ｆ１（ｋ）ｆ２（ｋ）。

解：

步骤１　将ｆ１（ｋ），ｆ２（ｋ）分别列写在第１行与第２行；

步骤２　将ｆ２（３）与ｆ１（０），ｆ１（１），ｆ１（２），ｆ１（３）分别相乘，得

到输出序列１５，２０，０，３０，写在第３行；

步骤３　将ｆ２（２）与ｆ１（０），ｆ１（１），ｆ１（２），ｆ１（３）分别相乘，得

到输出序列３，４，０，６，写在第４行；

步骤４　将ｆ２（１）与ｆ１（０），ｆ１（１），ｆ１（２），ｆ１（３）分别相乘，得

到输出序列６，８，０，１２，写在第５行；

步骤５　将第３至第５行中各列求和，得到ｆ１（ｋ）ｆ２（ｋ）。

解：

ｆ（ｋ）＝｛…０，６，１１，１９，３２，６，３０，０，…｝

↑ｋ＝１

　　可以看出，利用此方法计算离散卷积和时，不用反复平移反

折序列，也不用作图，计算过程简捷，计算速度快，准确性高，因

此特别适于手工计算；此外，该计算过程也直观体现了离散卷积

和的物理意义。

４　利用性质求解［５］

１）移位性质

　　若ｆ１（ｋ）ｆ２（ｋ）＝ｆ（ｋ），则ｆ１（ｋ－ｋ１）ｆ２（ｋ－ｋ２）＝ｆ（ｋ－ｋ１－ｋ２）

２）与２个基本序列的卷积

ｆ（ｋ）δ（ｋ）＝ｆ（ｋ）

ｆ（ｋ）δ（ｋ－ｋ０）＝ｆ（ｋ－ｋ０）

ｆ（ｋ）ε（ｋ）＝∑
ｋ

ｉ＝－∞
ｆ（ｉ）

ε（ｋ）ε（ｋ）＝（ｋ＋１）ε（ｋ）

　　例４　ε（ｋ－１）δ（ｋ＋２）＝ε（ｋ＋１）

ε（ｋ－１）ε（ｋ＋２）＝（ｋ＋２）ε（ｋ＋１）

（０．５）ｋε（ｋ－２）ε（ｋ）＝０．５［１－（０．５）ｋ－１］ε（ｋ－２）

５　４种方法比较

通过实例讨论了解析法、图解法、不进位乘法和利用性质求

解等４种方法的原理，下面列表比较每种方法的优缺点以及各
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自适用的序列。

表１　卷积和解法比较

方法 描述 实例 优点

解析法
对容易求和的

序列比较有效

指数

序列
利用定义求解

图解法
求某点上的卷

积值

Ｋ为确定
值

通过绘图的方式展

现出来，思路清晰

不进位

乘法

体现了离散卷

积 和 的 物 理

意义

适用于序列

长度有限时

将卷积和的计算转

换成了简单的代数

运算，既简单又不

容易出错

利用

性质
常用移位性质

结合２个
基本序列

比较灵活

６　结束语

卷积运算在信号与系统理论、控制理论和动态电路的分析

中具有重要意义。通过对卷积和的各种计算方法和特点的归

纳，可使我们对卷积计算有一个更清楚的认识。使用者可以根

据实际需要灵活运用。本文所做的工作也为进一步深入开展线

性系统的分析和研究提供了计算经验和基础。
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３　结束语

弹药库房安全性是一个复杂的多因素、多变量、多层次的问

题，用模糊神经网络方法对其进行评价，具有运算速度快，容错

能力强，自学能力强等特点，同时也兼有处理不确定同题的能

力，而且有成熟的Ｍａｔｌａｂ神经网络工具箱作为软件支持比较容
易实现。理论分析与算例的结果表明，该评价方法是可行的和

有效的，可为弹药库房的安全管理提供一定的参考依据。
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