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ABSTRACT: The electromagnetic force and torque should be 
calculated when suspension system dynamics are studied. If 
there exists pitch angles between the electromagnets and the 
rails, the distribution of magnetic field would be not uniform 
and the usual methods cannot satisfy our requirements. The 
magnetic field of the electromagnet and the simple magnetic 
field can be related with each other through Schwarz- 
Christoffel transform, and based on this relationship, the 
analytical solution of the magnetic field distribution can be 
obtained for electromagnet. The formulas of electromagnetic 
force and torque have been derived in two circumstances where 
the electromagnets and the rails are parallel or there exists pitch 
angles between them. The electromagnetic force and torque 
have been computed based on finite element method (FEM). 
The results show that the calculation of electromagnetic force 
and torque based on Schwarz-Christoffel transform has higher 
accuracy. 
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摘要：研究悬浮系统的动力学特性时，需要计算电磁铁与轨

道间存在俯仰角情况下的电磁力与电磁转矩。由于此时磁场

分布不均匀，常用的计算方法不能满足要求。该文采用许–
克变换法把电磁铁磁场与已知分布的简单场对应起来，得到

磁场分布的解析解，进而得到电磁铁与轨道平行和存在俯仰

角 2 种情况下的电磁力与电磁转矩的计算公式。最后，利用

有限元分析软件对磁场进行数值计算，结果表明，基于许– 
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克变换法得到的电磁力与电磁转矩更接近于采用有限元的

计算结果。 
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0  引言 

常导电磁悬浮 (electro-magnetic suspension，
EMS)型低速磁浮列车依靠电磁吸力支撑车辆，而确

定电磁场分布及电磁力的计算多采用有限元法，但

有限元法的解答不是解析解[1-5]。电磁力与电磁转矩

的解析计算公式是磁悬浮控制系统分析与控制器

设计的重要基础[6-13]。文献[14]给出了基于平面矩形

磁极的二维电磁力计算公式，文献[15]将其推广到

电磁铁相对于轨道存在滚动角(电磁铁沿 x 转动)的
情况。目前已知文献均是在电磁铁的横向二维平面

上计算电磁力[16-17]，如图 1(a)所示。通常，在求解

横向二维平面上电磁力时，假定气隙均匀一致、磁

场均匀分布，不考虑边端效应。在研究悬浮系统动

力学特性时，经常需要计算当电磁铁与轨道存在俯

仰角(即电磁铁沿 y 轴转动)时电磁铁的电磁力与电

磁转矩[17]。此时，电磁铁与轨道之间的磁场分布发

生变化，前述方法不易求得解析解。因此，本文采

用解析法求解电磁铁纵向二维平面上电磁铁的电

磁力与电磁转矩，如图 1(b)所示。首先，考虑边端

效应的影响，分析了电磁铁与轨道平行的情况下磁

场分布情况，基于许瓦兹–克列斯多菲(Schwarz- 
Christoffel)变换的方法把电磁铁的磁场与已知分布

的简单场对应起来，得到了磁场分布的表达式，进

而推出了电磁力的解析式。然后，分析了电磁铁与

轨道存在俯仰角情况下的磁场分布。同理，采用许
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–克变换法推出了电磁力与电磁转矩的解析式。最

后，采用 Maxwell 有限元分析软件对磁场进行数值

模拟，并比较了一般方法和许–克变换得到电磁力

与电磁转矩计算公式的结果。 
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(a) 横向二维视图 
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(b) 纵向二维视图 

图 1  悬浮系统二维视图 
Fig. 1  Two dimensions schematic diagram of 

suspension systems 

1  磁场均匀情况下求解电磁力与电磁转矩 

电磁力求解的前提假设：1）忽略绕组漏磁通

(φL=0)；2）忽略磁铁芯和导轨中的磁阻，即认为磁

势均匀降在气隙 z(t)上；3）认为电磁铁和轨道无限

长，忽略电磁铁纵向边端效应。 
设 N 为电磁铁绕组匝数；L 为电磁铁的长度；

W 为电磁铁极面的宽度；i(t)为控制线圈电流；Wm

为磁场能量；δ为悬浮电磁铁的悬浮间隙；μ0 为真

空中磁导率；H 为磁场强度；B 为磁感应强度。得

到气隙中磁场能量[18]为 
2

m 0
1( d ) 2
2 V

W H B v H LWμ δ= ⋅ × =∫     (1) 

把 H=N⋅i(t)/(2δ)代入式(1)，并根据虚位移原理

可得电磁吸引力 F 为 
2

2 20m
0

d d (( ) [
d d 4 ( )

LWNW i tF H LW
t

μ
μ δ

δ δ δ
= = =

) ]  (2) 

此时求解电磁力时，不用考虑磁场的分布情

况。当电磁铁与轨道之间存在俯仰角θ时，假设电

磁力作用在电磁铁的重心处(重心在电磁铁的一半

L/2 处)，电磁转矩为 
T F S= ×                (3) 

当 时，这种假设比较符合工程实际，

得到的电磁转矩与仿真计算值接近；而当

/ 2S L
/ 2S L≤

时，无法计算电磁转矩。 

2  基于许–克变换求解电磁力与电磁转矩 

2.1  简单场 
许–克变换的思想是首先找出一个简单且分布

已知的磁场，然后建立待确定场与已知场之间任意

点的对应关系，再把已知磁场的分布通过这种对应

关系映射到待确定场上，从而可以得到待确定场的

分布情况[19]。 
简单场在电磁场分析中一般采用如图 2 所示的

二维磁场：以原点为顶点，由反向无限延伸的 2 个

等磁位面板及其所包围的上半平面组成，2 个平板

在原点处不相交。简单场的磁场分布[19]是已知的： 
0 logw t

ψ
=

π
              (4) 

式中：t=u+jv 表示 t 平面中的点；ψ0为 2 个磁极面之

间的磁位差；w=φ+jψ，称为复位势函数，其中φ表示

通量函数，ψ表示位函数，φ=常数的曲线是通量线，

ψ=常数的曲线是等位线。分别赋予φ、ψ不同的常数

值，在空间中画出互相垂直的等位线族和等通量线

族，从而确定磁场的分布。简单场的分布如图 2 所

示，通量线是绕原点的半圆形(图中用实线表示)，等

位线是从原点出发的放射线(图中用虚线表示)。 
 v 
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等位线

t 平面0 u
Re(j0)Re(jπ)

 
图 2  二维简单磁场的分布 

Fig. 2  Distribution of two dimensions 
simple magnetic field 

根据电磁场理论可知，x 方向的场强 Hx=−∂ψ/ 
∂x，y 方向的场强 Hy=−∂ψ/∂y。总场强为 

jx yH H H j
x y
ψ ψ∂ ∂

= + = − −
∂ ∂

         (5) 

因为φ和ψ是共轭函数，满足柯西−黎曼条件，

即∂ψ/∂y=∂ψ/∂x，代入式(5)，可得 

j j( jH )
x x x x
ψ φ φ ψ∂ ∂ ∂ ∂

= − − = − −
∂ ∂ ∂ ∂

      (6) 

又因为 dw/dz=∂ψ/∂x+j∂ψ/∂x，结合式(7)可得 
d / dH w= z               (7) 

当考虑二维电磁场问题时，电磁力的计算可以

由麦克斯韦电磁应力张量[20]得到 

[ ( ) ( ) ]d
2

f H H H H
Γ

μμ Γ= ⋅ − ⋅∫ n n     (8) 
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式中：曲线Γ为闭合曲线，n 为曲面的单位法向矢

量；μ为材料的磁导率。根据式(8)计算电磁力是非

常复杂的。但对于磁悬浮系统而言，由于材料边界

的导磁率很高，可认为铁心边界以内的 H 为零。这

样，磁力仅仅作用于磁极面，而且磁力线从磁极面

出发时都垂直与该面，彼此是平行的。从而式(8) 

可以简化为
2

0
1 d
2

f H
Γ

μ Γ= ∫ 。结合式(7)得到电磁 

力方程： 
2

2
0 0

1 1d
2 2

wF W H W
zΓ Γ

d d
d

μ Γ μ= =∫ ∫ Γ   (9) 

2.2  电磁铁与轨道平行的情况 
2.2.1  磁场边端区电磁力计算 

许–克变换前提是其边界必须能够假定为等位

边界，即导磁率为无限大。由于实际电磁铁和轨道

都是导磁材料，与空气导磁率相比，可近似认为是

无限大，因而满足假设条件。由图 1(b)磁悬浮系统

的磁场纵向分布图可知，磁场分布可以分为 2 种情

况进行讨论：其一是位于电磁铁中间的磁场均匀

区；其二是位于两端的磁场边端区。电磁铁长度

L=0.66 m，可设磁场均匀区长度 Lm=0.62 m，边端区

长度 Ls=0.02 m。 
z 平面为电磁铁边端区磁场分布的平面，t 平面

为简单场的平面。首先，要确定 2 个平面的对应关

系，让 z 平面中磁场分布映射到 t 平面中，取 z=j∞
的点与 t=−∞相对应，z=jδ与 t=−1 相对应，z=−∞与

t=0 相对应，z=∞与 t=∞相对应，如图 3 所示。 
z 平面 
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0 轨道 

电磁铁 −Ls 
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(b)  t 平面 
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图 3  磁场边端区 z、t 平面示意图 

Fig. 3  Sketch of plane z and t at the end of magnetic field 

图 3 多角形在 z=jδ处的顶点内角为 3π/2，在

z=−∞处的顶点内角为 0。这样得到许−克方程为 

1/ 2 1d 1( 1)
d
z tS t t S
t t

− +
= + =        (10) 

对式(10)积分，得 
1d (2 1 ln )

1 1
t 1 1tz S t k S t
t t
+

= + = + +
+ +∫ k+ −

+ (11) 

然后，将 t 平面和 z 平面的对应点坐标代入，可得

S=δ/π，k=0。电磁铁中电流产生的电磁势为ψ=Ni(t)，

每一边空气隙上的磁位差为 Ni(t)/2。可知，对应 t
平面中正实轴和负实轴的磁位差为 Ni(t)/2。 

从 z=−Ls+jδ到 z=0+jδ范围内的磁力线产生悬浮

力，而从 z=0+jδ到 z=0+j∞范围内的磁力线产生电磁

铁推动力。其中 z=jδ对应 t=−1，z=−Ls+jδ对应 t = 
tδ，即 

s
1 1

j (2 1 ln
1 1

t
L t

t
δ

δ
δ

δδ
+ −

− + = + +
π + +

)     (12) 

对于每一个给定的δ，总可以通过式(12)确定出

对应的 tδ，但真正解出 tδ 的解析式并非易事。在这

里采用数值计算法，得到δ~tδ 的对应点，然后拟合

出δ~tδ的函数曲线 tδ =T(δ)。 
由式(9)得到悬浮力的计算公式： 

s s

2 2
j j

s 0 0j j

1 d 1 d dd d
2 d 2 d dL L

w wF W z W
z t

δ δ

δ δ
μ μ

− + − +
= =∫ ∫

2t z
z

(13) 

对式(4)求导，有 
d
d
w
t t

1ψ
=

π
                (14) 

把式(10)和(14)代入式(13)进行积分后得到电

磁铁边端区磁场作用于轨道的电磁力为 
2 2

0
s

1 1 ( )( )1 ln
8 1 1 ( )

TN i t W
F

T
δμ

δ δ
+ +

=
π − +

      (15) 

2.2.2  磁场均匀区电磁力计算 
同理，利用许–克变换求出均匀区电磁力的计

算公式为 
2

20 m
m

( )[ ]
8 (

L WN i tF
t

μ
δ

=
)

         (16) 

式(16)乘以 2 后，为两边气隙磁场均匀区产生

的电磁力。对比式(2)可知，在相同假设前提下，利

用许–克变换法求出的电磁力计算公式与式(2)得到

的结果相同。 
结合式(15)、式(16)求得电磁铁的悬浮电磁力计

算公式为 
2 2

0 m
m s

( )
2 4 (

2 2
1 1 ( )1       ln )
1 1 ( )

N i t W LF F F

T
T

μ
δ δ

δ
δ

= + =

+ +
π − +

+

     (17) 

2.3  电磁铁与轨道间俯仰角为θ的情况 
2.3.1  电磁力的计算 

上面的电磁力计算公式是在假设电磁铁和轨

道之间的俯仰角θ=0 的基础上得到的。而当俯仰角

θ≠0 时，磁场的分布发生变化，电磁力计算公式也

随之改变，此时还会出现转动引起的电磁转矩问
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题。为了简化问题，忽略电磁铁边缘效应，如图 4
所示。在原点处相交(但不接触)，夹角为θ的 2 个半

无限长等磁势面，从其中一个上截取一段长度为 L
的部分为悬浮电磁铁，计算它与另一等势面(轨道)
的磁场。其中，点 m 为电磁铁等势面上的任意一点。 

L 

z 平面 

m 
θ 

δ 

电磁铁 
0 

轨道 

(a)  z 平面 (b)  t 平面 

t 平面

1 +∞−∞ 

 
图 4  电磁铁与轨道间俯仰角为θ 时磁场 z，t 平面示意图 

Fig. 4  Sketch of plane z and t when pitch angle 
between electro-magnet and rail is θ 

在实际系统中，θmax≈0.337°。在正常悬浮时，

夹角范围不超过±0.2°。可见，悬浮电磁铁上下运动

时与轨道面所形成的夹角是一个很小的值，满足

θ=sinθ= tanθ [16]。 
同理，先确定 2 个平面的对应关系，让 z 平面

中磁场分布映射到 t 平面中，取 z=0 的点与 t=0 相

对应，z=δ/θ与 t=1 相对应，如图 4 所示。许–克方

程为 
/ 1d

d
z St
t

θ π−=               (18) 

积分后代入对应点坐标，得 
/z tθδ

θ
π=                (19) 

计算电磁力时，在 z平面上，积分范围为[δ/θ−L,  
δ/θ]；而在 t 平面上，积分范围为[(1−Lδ/θ)]π/θ,1]。 

2 2 2 2/ 0
0 /

d d d
d d 4 ( )L

N I LWw tF z W
t z L

δ θ

δ θ

μ
μ

δ δ θ−
= × =

−∫   (20) 

当磁铁与轨道平行时，θ=0，此时悬浮力 F 的

表达式与假设磁场均匀情况下得到的结果相同。 
2.3.2  电磁转矩的计算 

下面计算悬浮力相对于点 m 的转矩，假设 m
点为电磁铁边端的一个端点，如图 4 所示。此时，

m 点到原点 o 的距离 Sm=δ/θ−L。电磁转矩的计算公

式为 
/

0 m/
2 2 2 2

0

2 d ( )

d d ln(1 / )  d [
d d 4

L
T S F z S

N I Ww t L Lz
t z

δ θ

δ θ
μ

μ θ δ ]
θ θ δ

−
= × × = − ×

− −
= −

∫ ∫

 (21) 

式中 S 为电磁力微元 dF 到参考点 m 的距离。特别

指出，俯仰角θ=0 时，即电磁铁与轨道平行的情况 
下，根据式 (16)得到电磁转矩  2 dT S F= × × =∫

2 2 2
0

28
N I L Wμ

δ
。 

2.4  电磁力与力矩计算公式适用情况说明 
式(17)得到了电磁铁和轨道平行情况下的电磁

力解析公式，此时考虑了电磁铁的边端效应。式(20)
和式(21)为电磁铁和轨道存在俯仰角情况下的电磁

力和电磁转矩计算公式。由于电磁铁在 y 轴方向有

自导向功能，并且悬浮模块是通过防滚梁连接的，

防滚梁可以防止电磁铁在 x 方向滚动，因此上述分

析没有考虑电磁铁和轨道发生错位和电磁铁发生

滚动的情况。 
当分析电磁铁静态特性时，需要得到较为准确

的电磁场和电磁力分布情况，此时可用式(17)计算

电磁力。当分析电磁铁动态特性和对悬浮系统进行

控制器设计时，要考虑电磁铁 z 轴方向的移动和 y
轴方向的俯仰 2 个自由度。此时，可利用式(20)和
式(21)来计算悬浮系统的电磁力和电磁转矩，进而

得到控制器的控制律。 

3  有限元仿真计算 

为了验证所得到电磁力与电磁转矩的计算公

式，利用 Ansoft 公司的 Maxwell 软件对电磁铁–轨
道系统进行有限元仿真，电磁铁参数如表 1 所示。 

表 1  单铁悬浮系统参数 
Tab. 1  Parameters of single-magnet suspension systems 

L/m W/m N δ/m 
0.66 0.028 360 0.009 

当电磁铁与轨道平行时，电流 i=24~32 A，比

较由式(2)和式(17)计算的电磁力和有限元计算的结

果，如图 5 所示。可见，利用许–克变换得到的电

磁力更加接近有限元仿真计算结果。磁场均匀情况

下计算的电磁力与有限元计算结果间最大误差为

420 N，而利用许–克变换得到的电磁力与有限元计

算结果间最大误差仅为 250 N。 
图 6(a)为俯仰角θ=0.2°时，电磁力随电流变化 
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图 5  θ =0 电磁力计算结果曲线 

Fig. 5  Curves of electromagnetic force with θ =0 
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的曲线。图 6(b)为俯仰角θ=0.2°时，电磁转矩的变

化曲线。比较 2 种方法计算的电磁力与电磁转矩与

有限元计算结果，可见，随着电流增大，磁场增强，

磁场分布越不规则，磁场均匀情况下的计算结果与

有限元计算结果之间的误差也越大，而许–克变换

得到的电磁力和电磁转矩更加接近有限元仿真计

算结果。 
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(a)  θ =0.2°时电磁力计算曲线 
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(b)  θ =0.2°电磁转矩计算曲线 
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图 6  θ =0.2°电磁力与电磁转矩计算结果曲线 
Fig. 6  Curves of electromagnetic force and 

torque with θ =0.2° 

4  结论 

本文以 EMS 型低速磁浮列车为研究对象，分

析纵向二维平面上电磁场的分布情况，利用许–克
变换把纵向二维平面上电磁场与已知分布的简单

场对应起来，得到磁场分布表达式，进而得到了电

磁铁与轨道平行和存在俯仰角 2 种情况下电磁力与

电磁转矩解析表达式。采用有限元分析软件对磁场

进行数值计算，仿真结果表明，采用许–克变换计

算的电磁力和电磁转矩更接近数值计算结果。 
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