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ABSTRACT: In order to improve the calculation accuracy of 
electrical resistance tomography system and simulate the 
distribution of current lines in the sensing field, a new topology 
structure finite element model was designed. Experimental 
results show that, under the same condition, comparing to the 
other models, it effectively improves the quality of triangle 
finite element which deduces shape error and is benefit to 
smooth transition of field vector. In addition, it also reduces 
root mean square and improves the accuracy of the forward 
problem in electrical resistance tomography, and hence, 
improves the performance of evolution of different typical flow 
regime. 
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摘要：为了提高电阻层析成像有限元计算精度，模拟相邻激

励模式下敏感场内电流线的分布密度与分布形式，设计了一

种新型拓扑结构的有限元模型。仿真与实际实验结果表明：

相同实验条件下，新型拓扑结构的有限元模型与其他模型相

比，提高了三角形有限元的质量，从而降低了有限元的形状

误差，更有利于场域中场矢量变化的平稳过渡；降低了敏感

场均匀分布时模型均方根值，提高了电阻层析成像正问题的

计算精度；提高了对不同典型流型的反演效果。 
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0  引言 

由 医 学 计 算 机 层 析 成 像 (computerized 
tomography，CT)技术移植而来的过程层析成像技

术主要包括：电容层析成像(electrical capacitance 
tomography ， ECT)[1] 、电阻层析成像 (electrical 
resistance tomography，ERT)[2-3]、电磁层析成像

(electromagnetic tomography，EMT)[4-5]、电阻抗层

析成像(electrical impedance tomography，EIT)[6-7]等，

目前已在流化、床内物料分布、气力输送、分离器

的气/固两相流及燃烧火焰测量等可视化监测中获

得实验应用[8-14]。为了满足应用于实际系统的精度

要求与实时性要求，各国学者在传感器结构的优化

设计、图像重建算法等方面做了大量的工作[15-19]。 
文献[20]为了提高 ERT 正问题计算精度，针对

ERT 中广泛采用的 16 电极相邻激励模式以及三角

形有限元划分方法，讨论了不同因素对 ERT 有限元

仿真不确定度的影响，并指出通过调整有限元节点

分布，使之与场域内电流线分布密度一致，可有效

提高有限元计算精度。本文不仅模拟了场域内电流

线分布密度，同时考虑到电流线的分布形式，设计

了一种新型拓扑结构的有限元模型。 

1  ERT 数学描述 

1.1  正问题 
电阻层析成像技术是一种基于电阻传感机制

的层析成像技术，通过测量电阻率分布而获得多相

介质分布。实际上它是电阻抗层析成像技术的一种

简化情况，即只利用了实部信息。 
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假定 ERT 敏感场内部没有电流源，则根据

Maxwell 方程，ERT 传感器的敏感场可以描述为： 
在 Ω 内部 

 ∇⋅ σ ∇Φ = 0 (1) 

边界条件 

 | j
n
Φσ Ω∂

∂ =
∂

 (2) 

 Φ | ∂Ω = uj0 (3) 

式中：∇⋅ 和 ∇ 分别为散度和梯度算子；Ω 为物体所

在的空间区域；σ 为待定的电导率分布；∂Ω 为其边

界；Φ 为未知电势分布函数；j 为边界电流密度分

布函数；uj0 为相应的边界电势分布函数；n 为边界

外法线方向。 
当场域内电导率分布 σ 为已知时，由式(1)、(2)

求场域的电势分布函数 Φ 是熟知的Neumann问题，

或由式(1)、(3)求场域的电势分布函数 Φ 是熟知的

Dirichlet 问题，两者都称为 ERT 正问题，它们的解

在 Hadmard 意义下是适定的。 
1.2  反问题 

ERT 反问题是由测量到的边界电压利用图像

重建算法求取被测场域内电导率分布的过程，即图

像重建过程，是 ERT 技术的关键。目前图像重建算

法已有几十种，各种算法在计算时间、反演精度等

方面各有优缺点[21-22]。其中比较常见的重建算法多

为基于灵敏度理论的方法，包括灵敏度系数法、

Landweber 迭代法及牛顿–拉夫逊算法等。由于灵敏

度系数法采取一步成像，图像重建质量不理想。

Landweber 迭代法本质是用线性函数去近似目标函

数，精度较灵敏度系数法更高，但收敛速度较牛顿–
拉夫逊算法慢。而牛顿–拉夫逊算法是公认的理论

上较为完善、实际应用效果较好的迭代算法。 

2  有限元模型 

如图 1 所示 3 种有限元模型，模型 1 为传统常

见有限元模型，为均匀分布形式，模型 2 为文献[20]
提出的能有效提高有限元计算精度、非均匀分布的

有限元模型，模型 3 为本文模拟相邻激励模式下敏

感场内电流线的分布密度与分布形式(如图 2[23]所

示)设计的有限元模型。 
当通过 1 号与 2 号(或 2 号与 3 号)电极施加激

励电流时，敏感场内电流线的分布如图 2 所示，电 

 

模型 1 模型 2 模型 3  
图 1  有限元模型示意图 

Fig. 1  Pictorial diagram of ERT finite element model 
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图 2  敏感场内电流线分布 

Fig. 2  Distribution of current lines in the sensing field 

流密度在 1 号与 2 号(或 2 号与 3 号)电极之间最高，

并且以距离的函数向外迅速衰减[23]。 

3  仿真实验与分析 

3.1  仿真实验条件 
仿真实验环境为 Pentium M 1.60 GHz CPU，

760 M RAM，Matlab 7.0 版本。电极数目 n = 16，电

极所对圆心角 Δ = 5.625°，管道半径 R = 100.0 cm，均

匀场域分布时介质电导率 σ = 1.000 mS/m，两相流分

布时介质电导率分别为 σ 1 = 0.756、σ 2 = 36.000 mS/m 
(模拟含有一定浓度盐离子的地层水)，电流强度 I = 
1.000 mA，数据采集采取相邻激励模式。 
3.2  关于有限元质量的讨论 

离散化误差作为有限元模型误差的主要来源，

包含有限元类型误差、有限元尺寸误差以及有限元

形状误差三部分，而提高有限元质量可有效降低有

限元形状误差[24]。另外，通常认为，有限元质量越

高，越有利于场域中场矢量变化的平稳过渡。 
目前比较流行的 ERT 有限元模型采用三节点

三角形有限元，而三角形有限元质量一般用三角形

的形状因子[24-25]来描述，其定义为 

 α = 2r / R,  0 ≤ α ≤ 1 (4) 

式中：r与 R分别表示三角形内切圆半径和外接圆

半径；α 值越大表明三角形有限元质量越高。为了
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便于计算，本文采用如下 2 个式子表示三角形有限

元质量： 

 ( ) ( ) ( )a b c a c b b c a
abc

β + − × + − × + −
=  (5) 

 2 2 2
4 3s

a b c
γ =

+ +
 (6) 

式中：0 ≤ β ≤ 1；0 ≤ γ ≤ 1；a、b、c为三角形边长；

s为三角形面积。β 与 γ 越大，有限元质量越高[24-25]。

3 种不同拓扑结构的有限元模型有限元质量如表 1
所示。 

表 1  不同拓扑结构模型有限元质量比较 
Tab. 1  Comparison of quality between finite element 

models of different topology structures 

模型类型 有限元数目 β  γ  

   408 0.812 0.825 

   808 0.832 0.844 

模型 1 1 336 0.843 0.855 

 1 992 0.851 0.861 

 2 776 0.856 0.866 

   464 0.819 0.846 

   880 0.892 0.912 

模型 2 1 424 0.911 0.926 

 2 096 0.912 0.925 

 2 896 0.908 0.919 

   464 0.846 0.870 

   880 0.920 0.935 

模型 3 1 424 0.942 0.951 

 2 096 0.945 0.950 

 2 896 0.942 0.946 

由表 1 可知，在相同或同一数量等级有限元数

目情况下，模型 3 有限元质量最高，对应其有限元

形状误差最小，最有利于场域中场矢量变化的平稳

过渡。 
3.3  关于模型均方根值的讨论 

为了衡量有限元计算精度，常采用均方根 S[26]

表示： 

 %1001
1

2

×∑ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
=

n

j Theorey

TheoreyFEM

n
S

Φ
ΦΦ  (7) 

式中：n 为电极数目；Φ FEM 为有限元仿真结果；

Φ Theorey为理论计算结果。在二维场域均匀分布时，

Φ Theorey可按如下式子[26]进行计算： 

2
1

2 1( , ) ( ) sin( / 2)n

n

I n
R n
ρϕ ρ θ Δ

σ

+∞

=

=
Δ π ∑  

2 1[cos ( ) cos ( )]n nθ θ θ θ− − −  (8) 

式中：I 为激励电流强度；R 为敏感场场域半径；

σ 为场内介质电导率；θ 为极角；ρ 为极径；Δ 为电

极所对圆心角；θ 2、θ 1分别为注入电流电极、引出

电流电极与坐标轴正实轴所成夹角。3 种模型有限

元数目分别为 808、880、880，其他实验条件不变，

仿真实验结果如图 3、表 2 所示。其中 A、B 分别表

示包含与不包含激励电极所在节点的情况。由图 3、
表 2 可知，在二维场域均匀分布时，若不包含激励

电极所在节点，3 种模型均方根值均有不同程度的

降低，且 2 种情况下，模型 3 均方根值均为最小。 
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图 3  二维均匀敏感场边界电压 U 型曲线 

Fig. 3  U-curve of boundary voltage in 2D uniform sensing 
field 

表 2  敏感场均匀分布时不同模型均方根值比较 
Tab. 2  Comparison of root mean square between finite 

element models of different topology structures 

S/% 
模型类型 

CASE A CASE B 

模型 1 4.989 0.916 

模型 2 1.670 0.821 

模型 3 1.446 0.800 
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3.4  对典型流型反演效果的讨论 
为了验证 3 种不同拓扑结构的有限元模型对典

型流型的反演效果，现利用细化后模型 1 计算 ERT
正问题，获取边界电压，其他仿真实验条件不变，

图像重建算法选取修正的牛顿–拉夫逊类算法，误

差函数见式(9)： 

 2
era

1

1 ( ( ) ( ) )
2

N

i
e V i V i

=

= −∑  (9) 

式中：V 为由细化后模型测得的边界电压；N 为有

效电压数目；Vera表示当前迭代次数时牛顿–拉夫逊

类算法输出的边界电压，最大迭代次数为 200。设

置的典型流型、模型最优反演结果及在最优值附近

算法收敛曲线如表 3、图 4、5 所示。 
由表 3、图 4、5 可知，对几种典型流型，模型

3 反演效果最理想。这不仅因为模型 3 有限元质量

最高、形状误差最小，且在仿真实验中发现，按照

Isaacson 和 Gisser 等人给出的空间分辨能力的计算

方法，模型 3 的空间分辨能力最高；同时，在矩阵

维数相同的情况下，模型 3 总体刚度矩阵条件数最

小，这都有利于提高图像重建效果。 

表 3  不同模型对典型流型反演误差比较 
Tab. 3  Comparison of revolution error between different 

models for typical flow regime 

流型类型 模型 1 模型 2 模型 3 

层状流 0.004 0.003 0.001 

中心流 0.001 4.330 × 10−5 1.399 × 10−7 

环状流 0.071 0.074 0.028 

泡状流 1 0.001 3.785 × 10−4 1.341 × 10−4 

泡状流 2 0.033 0.013 0.009 

泡状流 3 0.060 0.007 0.002 

 

层状流 中心流 环状流

泡状流 1 泡状流 2 泡状流 3

(a) 设置的典型流型  

 

(b) 模型 1 反演结果  

 

(c) 模型 2 反演结果  

 

(d) 模型 3 反演结果  
图 4  设置典型流型及各模型反演结果 

Fig. 4  Typical flow regime and revolution results of 
different models 

4  实际实验与分析 

为进一步验证新型拓扑结构有限元模型的性

能，利用天津大学电气与自动化工程学院自制的

ERT 系统获取实际实验数据，如图 6 所示。该系统

电源为 110~220 VAC，扫描频率为 10 kHz~1 MHz，
测量信噪比为 60 dB(具体计算公式如式(10)所示)， 
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图 5  对典型流型各个模型收敛曲线 

Fig. 5  Convergence curves of different models for typical 
flow regime 

   

图 6  ERT 系统与实际流型 
Fig. 6  ERT system and actual flow regime 

数据采集速度为 120 帧/s，各种模型重建结果如图

7 所示。 
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式中 δ (l)与 δ 分别表示测量电导率及电导率的平 
均值。 

由图 7 可知，针对实际设置的流型，相同实验 

 

e = 0.878
模型 1

e = 0.288 
模型 2 

e = 0.127
模型 3  

图 7  不同模型对实际流型反演效果比较 
Fig. 7  Comparison of revolution error between different 

models for actual flow regime 

条件下，模型 3 反演效果最理想。 

5  结论 

本文针对 ERT16 电极相邻激励模式及三角形

有限元划分方法，模拟敏感场内电流线的分布密度

与分布形式，提出一种新型拓扑结构的有限元模

型。仿真与实际实验结果表明，与传统模型相比，

新型模型具有以下优点： 
1）三角形有限元质量高(见表 1)； 
2）敏感场均匀分布时模型均方根值小(见表 2、

图 3)； 
3）对不同的典型流型反演效果最理想(见图 4、

5、7、表 3)。 
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