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摘要：针对圆柱体的三维温度场分析，提出了一种高效的半解析-精细积分法。将温度场展开为环

向坐标的 Fourier 级数，并对径向坐标进行差分离散，从而把三维热传导方程简化为一系列二阶常

微分方程；将这些二阶常微分方程转化为哈密顿体系下的一阶状态方程，并利用两点边值问题的

精细积分法求解。由于该方法仅对径向坐标进行差分离散，故相对于传统的数值方法离散规模大

幅度减少，不仅提高了计算效率、降低了存贮量，而且缓解了代数方程的病态问题。此外，针对

Fourier 半解析解，根据热平衡原理推导出了两种材料衔接面的半解析差分方程，从而为求解复合

材料层合柱问题打下了基础。算例结果表明，即使对于细长比高达 400 的圆柱杆件，此方法仍然

可以给出精度较高的解答。 
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1 引 言 

圆柱或圆环柱在工程中具有广泛应用，对此类

结构的三维温度场分析具有重要意义，也是热应力

分析的基础。目前该类结构温度荷载的计算方法通

常有：利用 Fourier 热传导方程求解[1]、等效稳态传

热法、指数曲线法[2]等。在运用 Fourier 热传导方程

求解圆柱体结构的温度场时，主要有解析解法和数

值解法两大类。对于一维的热传导问题，可以给出

解析解；但对于二维和三维问题，解析求解十分困

难，故目前对此类问题主要采用数值解法，如有限

差分法和有限元法等。此类方法目前已经有许多商

业软件[3-4]可实现。但对于细长圆柱体，采用有限差

分法和有限元法时，都要求在轴向离散的网格足够

密，以保障单元或者网格的性态，这必然导致计算

量和存贮量的急剧增加。 
    精细积分法自 1994 年由钟万勰[5-6]提出后，由

于其具有高精度和高效率的特点，因而在结构动力

方程[7-9]、热传导问题[10-13]、两点边值问题[14-15]等各

类初值和边值问题的求解中获得了广泛的应用。在

热传导分析方面，文献[10]讨论了热传导分析有限

元解的精细积分算法；文献[11]针对功能梯度材料

(FGMs)的二维瞬态热传导问题， 提出了一种降维

精细积分法；文献[12]则应用时域自适应精细算法

求解对流传热问题。 
    本文针对圆柱及圆环柱结构的三维稳态热传导

问题，提出了一种高效的半解析-精细积分法。该方

法充分利用圆柱体几何轴对称的特点，首先把温度

场沿环向作 Fourier 级数展开，然后对径向进行差分

离散，最后在轴向进行精细积分。该方法的优点是：

离散规模小、计算精度高，且柱体细长比越大，这
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种优势就越突出。另外针对多层圆柱，本文给出了

衔接面的半解析差分方程。算例充分证明了该方法

的有效性，且精度较高。 

2 圆柱体基于 Fourier 展开的半
解析-精细积分法 
考察如下圆柱体的稳态热传导问题 

*2 2 2

2 2 2 2

1 1 0vqt t t t
r r r r zϕ λ
∂ ∂ ∂ ∂

+ + + + =
∂ ∂ ∂ ∂

         (1) 

( , , )wt t r zϕ= ， ( , , )w r zξ ξ ϕ=               (2) 

其中：t为温度；
*
vq 为内热源强度；λ为导热系数；

wt 为对应于第一类边界条件中边界上的温度值； wξ
为对应于第二类边界条件中边界上的热流密度值。 

上述方程是三维的，为简化计算，本文先对其

进行降维处理。 

2.1 方程的降维 

首先将温度场沿环向坐标进行 Fourier 展开，即 

1
( , , ) ( , ) ( , ) sin( )

L

o s
l

t r z t r z t r z lϕ ϕ
=

= + +∑  

1
( , ) cos( )

L

c
l
t r z lϕ

=
∑                 (3) 

内热源强度也作相应展开 
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将式（3）、式（4）代入到式(1)可得 
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其中：式(5)对应于 Fourier 展开的轴对称部分；式(6)、
式(7)对应于非轴对称部分。 

这样，原三维的偏微分方程就被转化为一系列

二维的偏微分方程。对于连续系统，根据式(5)~式(7)
的特点可以推知：对于轴对称部分，在圆心 0r = 处

有
( , ) 0ot r z
r

∂
=

∂
；而对于非轴对称部分，在圆心

0r = 处有 0st = 和 0ct = 。 

对式(5)~式(7)沿径向坐标进行差分离散。为简

便起见，方程中的二阶导数和一阶导数均采用等步

长中心差分格式，并代入侧边边界条件（也沿环向

坐标作 Fourier 展开），可得到以下三组半解析差分

方程 
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其中： 1,2, ,j n= ； n为径向差分离散的内部结

点个数； rΔ 为差分离散的步长。当然，为提高靠

近圆心处结点的求解精度，也可采用变步长差分方

法[16]，推导过程完全相同，只是式(8)~式(10)表达式

略有不同，本文不再赘述。 
这样，就把二维偏微分式(5)~式(7)进一步简化

为一维的常微分方程。对于半解析差分式(8)~式(10)
的系数矩阵具有统一的三对角形式即 

a b
c a b

c a b
c a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
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⎜ ⎟
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N        (11) 

其中 a、b、c皆为常数。 

2.2 半解析差分方程的精细积分求解 

令： [ ]T1 2, , nt t t= …,q ； [ ]T1 2, , nt t t
z
∂

=
∂

…,p ，

则式(8)~式(10)可写成 
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其中： N 为式(11)中的矩阵， I 为单位方阵，为由

对应的侧边边界条件和式(8)~式(10)中右端内热源

项相加得到的非齐次项。 

令：
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

q
v

p
，则式(12)可进一步写成 

= +v Hv f                 (13) 
两端边界条件为 

(0)   ( )f, z= =q qα β            (14) 

其中：
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

I
H

N
0

0
； fz 为圆柱的总长度；α 和 β

是已知的常数组成的列向量。 
将区间 [0,  ]fz 均匀划分为 M 份，则步长

/fz z MΔ = 。 记 ： iz i z= Δ ； ( )i iz=q q ；

( )i iz=p p ，则有[17] 

( )*
1 1( )  , 1, 2, , M 1i i iz i+ += Δ + = −ν ν νT    (15) 

其中：传递矩阵 exp( )z= ΔT H ，它可用文献[5]中
的 指 数 矩 阵 运 算 技 巧 精 确 求 得 ；

( )( ) ( )* 1
1 1exp d

zi+
i+ i+zi

z s s s= −∫ H fν 为式 (13) 的

特解，可按文献[18]中特解的精细积分法给出，也

可用数值积分的方法如 Romberg 积分公式[17]、Cotes
积分公式[19]等方法计算。 

应该指出，上述沿轴向的“代数化”过程是一个

几乎无离散误差的精细积分过程，计算精度与步长

zΔ 无关，这是与传统差分离散的最大区别之处。 
将式(15)写成矩阵形式，有 
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(16) 
至此，三维稳态热传导边值问题转化为式(16)

形式的代数方程组。该代数方程组中自由度

( ),   i iq p 的总个数为 ( )2 2M + 个，其中 ( )0 ,  Mq q
为已知，故未知量为2M 个，方程总数也为2M 个，

因而是封闭的代数方程组。式(16)可用文献[15]中给

出的递推合并消元方法求解。 

3 复合材料层合圆柱（或圆环柱）
基于Fourier展开的半解析-精细
积分法 
工程实际中有许多复合材料组成的多层圆柱

体结构，如钢管混凝土柱、复合材料管道等。由于

各层均可视为均匀材料层，因此相邻层间界面的处

理就成为热传导分析的关键。针对 Fourier 级数半解

析解法，有关两种介质衔接面的半解析差分方程的

研究尚未见到，为此针对稳态热传导问题，本文推

导了衔接面的半解析差分方程。具体过程如下。 
在衔接面处取一扇形六面体微元，垂直于纸面

的厚度为dz。如图 1 所示，实线包围部分即为所研

究的微元体。 

 
图 1  衔接面处所取扇形六面体微元俯视图（厚度为 dz） 

图 1 中：h1和 h2 分别表示材料 A 和 B 沿径向

的差分步长。编号 0、1、2、3、4 都为对应位置扇

形面编号，其中 3 和 4 面表示图中箭头所示的等效

热流流入面；r0、r1、r2、r3、r4 分别表示对应面形

心点到扇形圆心的距离。由于取的是微元体，故面

上热流可表示为对应面形心处的热流密度与该面面

积的乘积。 
将温度场在环向作 Fourier 展开时，由式(3)可

知温度包含有 ( , )ot r z 、 ( , )sin( )st r z lϕ （其中 l=1，

2，…）、 ( , ) cos( )ct r z lϕ 项。下面以 ( , )sin( )st r z lϕ
项为例推导衔接面稳态半解析差分方程。 

在柱坐标系下，径向、环向、轴向热流密度表

达式分别为 

径向：
t
r

ξ λ ∂
= −

∂
  (17) 

环向：
1 t
r

ξ λ
ϕ
∂

= −
∂

 (18) 

轴向：
t
z

ξ λ ∂
= −

∂
 (19) 

其中：λ为导热系数；ξ 为热流密度，即单位时间

单位面积上传递的热量。在稳态条件下，流入微元

体的总热流量加上微元体内热源生成热流量等于流

出微元体的总热流量，于是 
*

1 1 2 2 3 3 7 7 vs s s s q Vξ ξ ξ ξ+ + + + =  

4 4 5 5 6 6 8 8s s s sξ ξ ξ ξ+ + +    (20) 

其中：ξ 、 s的下标对应的是图中所示不同的流入

面与流出面的热流密度和面积； 7ξ 和 7s 表示从扇形
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底面流入的热流密度和对应面积； 8ξ 和 8s 表示从扇

形顶面流出的热流密度和对应面积（应注意的是，

在计算通过扇形六面体微元的底面和顶面热流量

时，要考虑两种材料的区别）；
*
vq 表示内热源强度；

V 表示整个微元体的体积。 

把式(17)~式(19)代入到式(20)中，并对
r
∂
∂

作中

心差分，即 
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同时对
t
r
作线性插值，即 
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再根据式(4)，内热源强度为
* ( , ) sin( )vsq r z lϕ ，将其

与 ( , )sin( )st t r z lϕ= 一并代入式(20)，可得 

3 2 2 12 1
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其中： 1λ 为材料 A 的导热系数； 2λ 为材料 B 的导

热系数。 
同理，可推导出对应于式(3)式中 ( , )ot r z 和

( , ) cos( )ct r z lϕ (其中 l=1，2，…)的衔接面稳态半

解析差分方程，具体结果为 
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式(21)~式(23)即为衔接面处的稳态半解析差分

方程，利用这些方程就可针对两种不同材料进行联

合求解。 
在具体的工程实际计算中，往往会涉及较为

复杂的问题，例如结构与地基之间的热交换问题。

此时可将本文方法与有限元方法进行结合，对于杆

端衔接部分可用有限元方法计算，其形成的代数方

程组可与本文方法进行联合求解。这样就使得两种

方法的优势都得以发挥。 

4 算 例 

4.1 算例 1：长圆柱的稳态热传导计算。本算例中

各物理量量纲均为一。设圆柱半径 1，长 400。设侧

边界的温度为 1 sinwt z z ϕ= + ，两端边界温度为 

2

0 , 0
400 400 sin , 400w

z
t

r zϕ
=⎧

= ⎨ + =⎩
 

其中r、 z、ϕ分别为径向、轴向、环向坐标。表 1
为精确解与本文结果的对比，其中： 0.6r = ；

ϕ = π / 2； z沿轴向变化。 
对于细长比高达 1：400 的圆柱，如果采用常

规三维数值方法离散，为保障单元性态则离散规模

必然十分庞大，这会导致庞大的存贮量和计算量。

本文虽然沿径向仅取了 20 个结点，但解答的误差都

不超过 0.1%，这说明本文方法具有很高的精度；同

时在存贮量和计算效率方面，本文方法也具有突出

的优势。 
需要指出的是，在实际的工程应用中并不要求

如此高的精度，因此在运用本文方法时可适当减少

求解传递矩阵T 的循环次数，这样可进一步提高效

率以及减少存贮量。 
表 1 本文结果与精确解的比较 

长度

z/m 
精确解/℃ 本文解/℃ 

相对误差/
×10-9（%）

50 

100

150

200

250

300

350

78.512527391347

157.025054782693

235.53758217404

314.203454345449

392.715981736796

471.228509128142

549.741036519489

78.5125273949312

157.025054789862

235.5375821848 

314.203454359759

392.715981754681

471.228509149618

549.741036544523

4.57 

4.57 

4.57 

4.55 

4.55 

4.56 

4.55 

4.2 算例 2：钢管混凝土柱的轴对称温度场计算。

设：钢管混凝土柱内径为 0.1m，外径为 0.2m，长

为 20m；钢管和混凝土界面在 r=0.18m 处；钢管导

热系数取为 75W/(m ⋅℃)；混凝土导热系数取为

0.79 W/(m ⋅℃)；内边界温度恒定为 30℃；外边界温
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度按线性规律变化，即： 1 60wt z= − ；两端边界温

度均按线性规律变化（ ,r z分别为径向和轴向坐标）。 

分别采用本文方法和有限元方法进行计算，有

限元方法采用轴对称四边形四节点单元，单元离散

规模为 4000 20× 。计算结果对比见图 2 和图 3。 

 
图 2  轴向 z=10m 处温度沿径向变化情况 

 
图 3 径向 r=0.15m 处温度沿轴向变化情况 

从图 2 和图 3 可以看出，两种方法计算的结果

十分接近，也证明了本文方法的有效性。 
在同一台机器上，本文方法计算所用 CPU 时间

为 1.5s，而有限元计算所用 CPU 时间为 7s，运用本

文方法计算该问题，效率提高了将近 5 倍。 
在数据存贮量方面，有限元所需计算自由度个

数为 4001×21 个，所需要存贮半带宽约为 20；本

文方法所需要存贮的是 4 个 38×38 的矩阵[15]，并且

需要 10 次循环运算。这样，有限元法所需要的计算

机存贮量是本文方法的三十倍。事实上，因为在实

际情况中不需要把轴向每一个结点的温度值都求

出，故运用文献[15]中递推合并消元方法求解时，

在前几次循环过程中可用新的数据覆盖原来的数

据，这样本文方法所需的存贮量将进一步减少。另

外需注意到本例只是一个轴对称情况，如果对于一

些非轴对称，并且细长比更大的圆柱温度场分析问

题，有限元方法离散的网格数都将急剧增加，而由

于本文方法在轴向方向运用精细积分，数据存贮量

的增加有限。因而，本文的半解析-精细积分法在计

算效率和存贮量方面都具有很大的优越性。 
4.3 算例 3：功能梯度材料圆柱筒的稳态温度场计

算。设功能梯度材料圆柱筒内径为 0.1m，外径为

0.2m，轴向长度为 2m；导热系数按
0.2r0.06eλ = 指

数规律给出。设内边界温度为 100℃，外边界温度

按照以下分段函数给出 

1

20, / 2
20 2cos , / 2 / 2
20, / 2

w

z
t z

z

ϕ
ϕ ϕ

ϕ

− + − π ≤ < −π⎧
⎪= − + + − π ≤ < π⎨
⎪− + π ≤ < π⎩

  

两端边界条件按抛物线规律变化：底端近似

为
2

2 3100 1700 238wt r r= − + ； 顶 端 近 似 为

2
2 2700 1600 232wt r r′ = − + （其中 r、z、φ分别为径

向、轴向和环向坐标）。沿径向将功能梯度材料筒均

匀离散为 20 个子层，每一层按均匀材料计算[20]。 
针对径向 r=0.15m、环向为 / 2π 处三个不同点，

表 2 给出了按式(3)中 Fourier 级数展开到第 L 项时

的计算结果。 
表 2 本文方法收敛性 

z/m 
L 

0.5 1.0 1.5 
6 52.85330 52.56188 52.26135 
8 52.85128 52.55986 52.25933 
10 52.85055 52.55913 52.25860 
12 52.85027 52.55885 52.25832 
14 52.85016 52.55874 52.25821 
16 52.85011 52.55869 52.25816 

本算例属非轴对称问题，从表 2 可以看出：

Fourier 级数第 10 项以后的各项对数值解答的影响

比较小，仅体现在小数点后第 4 位以后；且项数越

靠后，影响就越小。这也表明本文方法具有较好的

收敛性。此外，分层常数化结合半解析-精细积分法

在处理功能梯度材料问题方面也较为有效。 

5 结 论 

本文针对圆柱体或圆环柱结构的三维温度场

计算问题，提出了一种高效的半解析-精细积分方

法。该方法沿环向作 Fourier 级数展开、沿径向离散、

沿轴向精细积分。由于能充分利用结构的几何特征，

从而使得离散规模小、计算效率高，即使对于细长

比高达数百的杆件，本方法仍然可以给出较为精确

的解答。 
    在利用半解析-精细积分法求解复合材料层合

圆柱或圆环柱的稳态温度场时，本文针对 Fourier
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级数展开形式，由热平衡原理推导出了衔接面处的

半解析差分方程，为此类结构的 Fourier 半解析法打

下基础。 
    对于功能梯度材料圆环柱，利用分层常数化的

方法将其简化为多层圆环柱进行分析，证明了本文

方法对于功能梯度材料圆柱体的有效性。 
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