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摘要：基于波前动量守恒理论和位移不连续方法所提出的时域分析新方法，引入岩石非线性法向

本构关系，对弹性纵波在岩石非线性节理中的传播特性进行了理论分析。采用节理变形的双曲线

模型(BB 模型)，获得纵波 P 波斜入射非线性节理的传播波动方程，并通过参数研究分析了在岩石

节理中节理非线性系数、节理初始刚度、应力波入射角和入射波幅值等因素对纵波传播规律的影

响。结果表明：所推导的应力波传播方程在考虑多种非线性问题时，通过迭代计算即可方便求出

透射波和反射波的数值解，避免了复杂的数学运算；当波斜入射节理面时，产生了波型转换，节

理变形的非线性对透射波和反射波有较大影响，透射系数和反射系数并非随着非线性参数的变化

而单调变化。时域内所推导的波传播方程更有益于波斜入射时非线性参数的广泛研究，为开展该

方面的理论研究工作提供了借鉴。 
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1 引 言 

节理裂隙广泛存在于岩体当中，波在岩体中传

播时，通常以波幅的限值作为岩石的破坏标准，因

此在动力荷载作用下，节理岩体中波的衰减规律和

预先评估两方面对研究岩体稳定性和破坏机理有着

举足轻重的作用[1]。天然岩石节理的完整变形过程

通常是非线性的[2-4]，当节理处的入射波临近冲击荷

载时，应力波的幅值较大，节理处将产生非线性的

变形行为；而在远场冲击荷载作用下，节理处应力

波的幅值很小，可不考虑节理的非线性变形，节理

的线性本构特征可应用于入射波幅值较小的情况。

因此，节理的线性变形可被看成非线性变形的一个

特例。应力波在节理中传播时，应力场是连续的，

但由于节理本身的变形位移场不连续。位移不连续

理论把节理面上的变形看作波动方程中的位移不连

续边界条件，进而依据不同的本构关系，建立不同

的位移不连续模型[5]。 
国内外针对波在岩石节理中传播时考虑节理

非线性的研究已取得了一些成果。考虑节理法向非

线性时，文献[1]在频域范围内研究了应力波垂直入

射岩石节理面时波的传播规律；文献[5]利用不连续

节理与有效介质法相结合的研究方法研究了应力波

在节理中的传播规律；文献[6]理论研究了 S 波垂直

入射单个节理时波的传播规律，节理考虑了非线性

剪切滑移的影响；文献[7]研究了复杂节理分布下波

的动力响应规律；文献[8]考虑了节理法向非线性特
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征，研究了应力波垂直入射节理面时波的传播特性。

文献[9]~[11]应用数值方法系统研究了宏观节理的

波传播特性和节理的动态响应问题。上述大多数研

究方法在考虑节理非线性特征时，避免不了复杂的

数学方法，如傅立叶变换和傅立叶逆变换等，但当

同时考虑入射角、节理非线性变形等问题时，这些

方法增大了分析的难度，影响了复杂问题研究工作

的深入开展。 
本文基于波前动量守恒理论和位移不连续方

法所提出的时域分析新方法[12]，引入节理非线性法

向变形本构模型(BB 模型)，在时域内获得了纵波在

非线性节理中传播的波动方程。传播方程在考虑不

同入射角和节理非线性问题时，避免了复杂的数学

运算，有利于分析非线性因素对应力波在节理岩体

中传播规律的影响。最后，进一步对纵波 P 波斜入

射岩体节理面时的数值结果进行了参数研究，包括

节理初始刚度、节理非线性系数、入射角度、入射

波幅值等。 

2 理论公式 

2.1 入射 P 波 

当平面波入射至岩石节理面时，若入射角在临

界角范围以内，节理面上会产生透射波和反射波，

临界角可以通过 Snell 定律得出，本文着重研究入

射角在临界角范围以内的相关问题。平面 P 波从节

理左界面入射的传播模型如图 1 所示，图中：Ts和

Rs 分别表示透射 S 波和反射 S 波；Ip、Rp、Tp分别

表示入射 P 波、透射 P 波、反射 P 波；P 波入射角

为 α；反射 S 波的反射角和透射 S 波的透射角均为

β，反射 P 波的反射角和透射 P 波的透射角均为 α。
不考虑体力的影响，为建立节理面上的左右界面之

间的关系，选取节理两侧微元面，微元面上的应力

状态如图 2 和图 3 所示，其中：“-”表示节理左界

面；“+”表示节理右界面。以图 2(a)中微元面 ABC
为例：AB 表示节理的左界面；AC 表示波前；BC
代表入射波。同理，BD和 BE表示反射 P 波和反射

S 波的波前，BF和 BG表示透射 P 波和透射 S 波的

波前。 IPσ 表示入射 P 波波前的正应力， 1σ 和 1τ 分

别表示左节理面上的正应力和切应力，完整岩体的

泊松比为ν ，本文分析以压应力为正。基于文献[12]
的理论方法，可建立图 2(a)中单元 ABC上的应力平

衡方程。 

 
图 1 入射 P 波在节理处的传播 

 

图 2 入射 P 波波前和节理左侧应力 

 
 (a) 透射 P 波            (b) 透射 S 波 

图 3 入射 P 波波前和节理右侧应力 
沿 z方向 

2 2
1 Ip Ipcos sin 0

1
νσ σ α σ α
ν

− − =
−

     (1) 

沿 x方向 

1 Ip Ipsin cos cos sin 0
1
ντ σ α α σ α α
ν

− + =
−

    (2) 

根据 Snell 定理，可得 

s

p

sin 1 2
sin 2(1 )

c
c

β ν
α ν

−
= =

−
           (3) 

其中 Pc 和 sc 分别为 P 波和 S 波在岩体中的传播波

速。将公式(3)代入式(1)和式(2)可得 

1 Ip 1 Ipcos 2 , sin 2 tan cotσ σ β τ σ β β α= =      (4) 

同理，对于图2和图3中其它微元面ABD、ABE、
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ABF、ABG，节理两界面处的应力 iσ 和 iτ (其中

2 ~ 5i = )可分别表示为 
2 Rp 2 Rpcos 2 , sin 2 tan cotσ σ β τ σ β β α= = −    (5) 

3 Rs 3 Rssin 2 , cos 2σ τ β τ τ β= − = −             (6) 

4 Tp 4 Tpcos 2 , sin 2 tan cotσ σ β τ σ β β α= =     (7) 

5 Ts 5 Tssin 2 , cos 2σ τ β τ τ β= − =              (8) 

波在介质中传播产生辐射阻尼效应，这是介质

的惯性强于弹性的结果，即导致波前的介质不断被

扰动，形成波辐射现象。对于确定的介质，波通过

介质振动来辐射能量，通过波前动量守恒原理即可

建立应力和波速之间的关系[13-14]。 
对于沿垂直于波面 dA方向传播的波，在时间

dt内扰动范围的质量为 

0 id dM A c tρ= ⋅             (9) 

式中： ρ 为介质的密度； ic 为波在介质中传播的波

速。当介质 0M 以速度 ipυ 振动时，其动量为 

0 ip i ipd dM A c tυ ρ υ= ⋅ ⋅          (10) 

将冲量定义为 ip( ) d d dF t t A tσ⋅ = ，则根据动量

守恒原理即可求得应力与波速的关系式 
ip i ipcσ ρ υ= ⋅ ⋅              (11) 

依据应力与波速的关系式，可得 

Ip p Ip Rp p Rp Rs s Rs, , ,z z zσ υ σ υ τ υ= = =  

Ts s TTp p Tp s,z zτυ υσ = −=              (12) 

式中： Ipυ 、 RPυ 、 Tpυ 分别为入射、反射、透射 P

波的质点速度； Rsυ 和 Tsυ 分别是反射和透射 S 波的

质点速度。定义 P Pz cρ= 和 s sz cρ= (其中 Pc 和 sc 分

别为 P 波和 S 波在完整岩体中的传播速度)。结

合式(12)，岩体节理左界面上的应力可表示为 

1 2 3

p Ip p Rp s Rscos 2 cos 2 sin 2z z z
σ σ σ σ

β υ β υ β υ

− = + +

= ⋅ + ⋅ − ⋅
 

(13) 

1 2 3

p Ip p

Rp s Rs

sin 2 tan cot sin 2 tan

cot cos 2

z z

z

τ τ τ τ
β β αυ β

β αυ βυ

− = + +

= −

−

  (14) 

右界面上的应力可表示为 

4 5

p Tp s Tscos 2 sin 2 (15)z z
σ σ σ

β υ β υ

+ = +

= ⋅ + ⋅
 

4 5

p Tp s Tssin 2 tan cot cos 2 (16)z z
τ τ τ

β β α υ β υ

+ = +

= ⋅ − ⋅
 

图 1 中节理左界面上的法向和切向质点速度可

分别表示为 

Ip Rp Rscos cos sinnυ α υ α υ β υ− = ⋅ − ⋅ + ⋅      (17) 

Ip Rp Rssin sin cosτυ α υ α υ β υ− = ⋅ + ⋅ + ⋅      (18) 

同理可得节理右界面上的法向和切向质点速度为 

Tp Tscos sinnυ α υ β υ+ = ⋅ + ⋅          (19) 

Tp Tssin cosτυ α υ β υ+ = ⋅ − ⋅          (20) 

2.2 节理法向变形的双曲线方程 

针对岩石节理的法向变形本构关系，目前国内

外学者已提出多种本构模型[15-17]，其中文献[16]所
提出的双曲线模型(BB 模型)已被广泛应用于岩石

力学和工程当中。对于天然岩石节理，双曲线模型

被证明是合理的。 
定义节理的闭合和压缩符号为正，法向有效应

力-节理闭合本构关系可以表示为 

( )ni ma

n
n

n

d
k d

σ
σ

=
+

             (21) 

式中： nd 为节理闭合量； nσ 为法向有效应力； mad

为节理最大允许闭合量； nik 为初始应力下节理的法

向刚度。 
图 4 为典型的双曲线模型(BB 模型)，模型中节

理刚度随着法向有效应力的增加而增大，而线性模

型中的刚度为一常数。 mad 和 nik 可由节理粗糙系数

JRC、节理表面压缩强度 JCS、节理缝隙宽度 ja 代

入经验公式计算得到[2]。 

 
图 4 岩石节理的双曲线模型(BB 模型)和线弹性本构关系 

2.3 波动传播方程 

节理左右界面的连接

如图 5 所示，本文引入节理

非线性法向本构关系(双曲

线 BB 模型)，基于文献[12]
所得出的左右界面上应力关

系式(13)~式(16)和质点速度

关系式(17)~式(20)，进一步 图 5 节理非线性连接
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分析弹性纵波在岩石非线性节理中的传播特性。在

节理界面上，应力和位移满足不连续边界条件。 
,σ σ σ τ τ τ− + − += = = =                  (22) 

( )2
ni ma ni ma

,
[ ] / 1

n n
nn

u u
k d kk d d

σ σ σ
σ

− +− = = =
+ −

 

s/u u kτ τ τ− +− =                           (23) 
式中： nu

− 和 nu
+ 分别为节理左右界面上的法向位移；

nu
− 和 nu

+ 分别为节理左右界面上的剪切位移； nk 为

法向刚度； sk 为切线刚度。对式(23)求导可得 

ni ni

( )
( ) ( ) 2

( ) ma ma ( ) ma

( 1) ( 1) n

n

i
2

( ) mi a

1
[ ] [ ]

,
[ ]

i
n i n i

i i

i i

i

t k d t d k d

k
t k d

σσ συ υ
σ σ

σ σ
σ

− +

+ +

∂ ∂
− = −

∂ + ∂ +

−
=

Δ +

( 1) ( )
( ) ( )

s

1 1 i i
i i

nk t k tτ τ

τ ττυ υ +− + −∂
− = =

∂ Δ
          (24) 

当入射波为 P 波时，结合式(13)~式(16)，式(22)
可化为 

p Ip p Rp s Rs

p Tp s Ts

cos 2 cos 2 sin 2

cos 2 sin 2 (25)

z z z

z z

βυ βυ βυ

βυ βυ

+ − =

+
 

p Ip p Rp

s Rs p Tp

s Ts

sin 2 tan cot sin 2 tan cot

cos 2 sin 2 tan cot

cos 2 (26)

z z

z z

z

β β αυ β β αυ

βυ β β αυ

βυ

− −

= −   

   为简化，设 
2

ni ( ) ma

ni

[ ]i
n

k d
K

k
σ+

=              (27) 

式中 ( ) p Tp(i) s Ts(i)cos 2 sin 2i z zσ β υ β υ= ⋅ + ⋅ ，该式可由

式(15)推导求得。当时间步长 tΔ 很小时，将式(15)~
式(20)代入式(24)，可得 

Ip(i) Rp(i) Rs(i)

p Tp(i)

s Ts(i)

p Tp(i+1) s Ts(i+1)

cos cos sin

( cos cos 2 )

( sin sin 2 )

cos 2 sin 2 (28)

n n n

n

n

K t K t K t

K t z

K t z

z z

α υ α υ β υ

α β υ

β β υ

β υ β υ

Δ ⋅ − Δ ⋅ + Δ ⋅ +

− Δ + ⋅ +

− Δ + ⋅ =

⋅ + ⋅

　
 

s Ip(i) s Rp(i) s Rs(i)

p Tp(i)

s Ts(i)

p Tp(i+1) s Ts(i+1)

sin sin cos

( sin sin 2 tan cot )

( cos cos 2 )

sin 2 tan cot cos 2

s

s

k t k t k t

k t z

k t z

z z

α υ α υ β υ

α β β α υ

β β υ

β β α υ β υ

Δ ⋅ + Δ ⋅ + Δ ⋅ +

− Δ + ⋅ +

Δ − ⋅ =

⋅ − ⋅

 

(29) 
式(25)~式(29)用矩阵形式表示为 

Rp( ) Tp( )1 1
Ip( )

Rs( ) Ts( )

i i
i

i i

υ υ
υ

υ υ
− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

B A B C       (30) 

2
ni ( ) max

ni
2

ni p Tp(i) s Ts(i) max

ni

[ ]

[ ( cos 2 sin 2 ) ]

i
n

k d
K

k

k z z d
k

σ

β υ β υ

+
=

+ ⋅ + ⋅
=

 

(31) 

Tp( 1) 1 1
Ip( )

Ts( 1)

Rp( ) Tp( )1

Rs( ) Ts( )

( ) ( )

( ( ) )

i
n i n

i

i i
n

i i

K K

K

υ
υ

υ

υ υ
υ υ

+ − −

+

−

⎡ ⎤
= +⎢ ⎥

⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

+ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

G H D G H E

G H F I

 (32) 

式中 

p

p

cos 2
,

sin 2 tan cot
z

z
β

β β α
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

A  

p s

p s

cos 2 sin 2
,

sin 2 tan cot cos 2
z z

z z
β β

β β α β
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥− −⎣ ⎦
B  

p s

p s

cos 2 sin 2
sin 2 tan cot cos 2
z z

z z
β β

β β α β
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥−⎣ ⎦
，C  

s s s

cos cos sin
sin sin cos

t t t
k t k t k t

α α β
α α β

Δ −Δ Δ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥Δ Δ Δ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

， ，D E  

s s

cos sin
sin cos

t t
k t k t

α β
α β

−Δ −Δ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥− Δ Δ⎣ ⎦

，F  

p s

p s

cos 2 sin 2
sin 2 tan cot cos 2
z z

z z
β β

β β α β
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥−⎣ ⎦
，G  

0 1 0
( )

0 1 0 1
n

N

K
K

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

，H I  

这里 nK 是质点波速的函数，可以通过迭代方程

式(31)得出，不会增加方程的迭代计算难度。因此，

文献[12]中的优化算法能有效地扩展应用于考虑节

理法向非线性时的研究。 
当入射波的质点速度波形和初始条件已知时，

入射波和反射波通过递归方程式(30)~式(32)迭代计

算即可简便求得。为了更清晰地研究应力波在岩石

节理中的传播规律，定义应力纵波在非线性节理处

传播时的反射系数和透射系数分别为 

T Rnon non
c c

Ip Ip

max max
( p , s)

max max
k k

k kT R k
υ υ
υ υ

= = =， ，   (33) 

2.4 垂直入射纵波分析 

当入射 P 波(纵波)垂直入射节理界面时，

0, 0α β= = 。于是反射波和透射波的迭代方程

式(25)~式(29)可表示为 
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Tp( 1) Ip( ) Tp( ) Tp( )
p

2
( ) ,n

i i i i
K t
z

υ υ υ υ+

Δ
= − +  

2
ni p Tp(i) s Ts(i) max

ni

[ ( cos 2 sin 2 ) ]
,n

k z z d
K

k
β υ β υ+ ⋅ + ⋅

=

Tp( ) Ip( ) Rp( ) Rs( ) Ts( ), 0i i i i iυ υ υ υ υ= + = =         (34) 

当 P 波垂直入射时，通过式(33)和式(34)即可求

得透射波和反射波的传播系数。 

2.5 非线性系数 
为简明分析非线性因素对纵波在节理中传播

的影响规律，基于位移等效假设方法理念[8]，引入

直观反映非线性因素的系数 γ  

mad dγ =                  (35) 

式中： d为节理闭合量； mad 为节理最大允许闭合

量。结合式(21)、式(27)、式(35)，可得 
2

ni ( ) ma ni ni
2 2

ni ma

[ ]
(1 ) (1 )

i
n

k d k k
K

k d d
σ

γ
+

= = =
− −

  (36) 

3 证 明 

为分析所推导波动方程的正确性，计算中所有

参数均采用文献[5]中的数据，分析应力波垂直入射

节理面时波的传播规律；参数研究包括节理初始刚

度 nik 、节理非线性系数 mad dγ = 以及入射波频率

等，岩石密度 ρ 为 32400kg/m ，纵波传播速度 pc 为

4500m/s 。为保证稳定的差分计算，一个周期内取

3000 个时间段。 
入射波强度以速度幅值表示，入射波形选取一

个周期内的正弦波，如

图 6 所示。应力波表达

式 定 义 为

0 0 sinV I tω= 。其中：

0 2 /t ω≤ ≤ π ；I0 为单位

质点速度幅值；周期为

T ， 圆 频 率 为

2 fω = π (这里频率为

f )。 

3.1 非线性系数和节理初始刚度对应力波传播的

影响 

分析节理不同初始刚度对波反射系数和透射系

数的影响时，波入射频率固定为 50 Hz， nik 取值分别

为 1.25 GPa 、2.0 GPa 、3.0 GPa 、3.8 GPa 、5.5 GPa 。
另外，通过文献[12]可求得波在线性变形节理相关的

数据。根据式(33)、式(34)和文献[12]，可分别得出线

性变形节理和非线性变形节理的透射系数

( lin
pcT , non

pcT )、反射系数( lin
pcR , non

pcR )与 γ 的关系曲线，

如图 7 所示。 

 
图 7 不同初始刚度下( lin

pc
T , non

pc
T )和( lin

pc
R , non

pc
R )与 γ 的关系曲线 

由图 7 可以看出： non
pcT 随 nik 值的增加而增大，

具有较大初始刚度的节理能传递更多的波； lin
pcT 与

γ 无关， non
pcT 明显依赖于 γ 。如果 γ 非常小， non

pcT 的

值趋近于 lin
pcT 。 non

pcT 随着 γ 的增大而增大， non
pcR 与

non
pcT 的变化趋势相反，即随着γ 的增加而减小。 lin

pcR

随着 nik 值的增加而减小， lin
pcR 、 lin

pcT 的变化都与非

线性系数 γ 无关。由此可见，本文与文献[5]所得的

结论是相同的。 

3.2 非线性系数和入射波频率对应力波传播的影响 
图 8 为在不同入射波频率下，透射系数和反射

系数与 γ 的关系曲线，反映了波频率对透射系数和

反射系数的影响。其中： nik 取 1.25GPa；波频率 f

分别取 50Hz、150 Hz、250 Hz、500 Hz、800 Hz。 

 
图 6 入射纵波(P 波) 
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图 8 不同频率下 ( lin

pc
T , non

pc
T )和( lin

pc
R , non

pc
R )与 γ 的关系曲线 

由图 8 可知， non
pcT 和 lin

pcT 随着频率 f 的增大而

减小，当非线性系数 γ 很小时，频率越高透射系数

越趋近于 0， lin
pcT 仍与 γ 无关。随着波频率的增大，

透射系数曲线形状由凸到凹变化，表明低频率下有

更多的透射波穿过。由图 8(b)可知 non
pcR 与 non

pcT 变化

趋势相反，高频率下透射系数在 γ 很大范围内增长

缓慢，更多入射波被反射。由此可见，本文与文献[5]
所得的规律是吻合的。 

4  参数研究 

本文所推导的波传播方程有益于应力波斜入

射时非线性参数的全面分析和深入研究。该节参数

研究主要包括节理非线性系数 ma/d dγ = 、节理初始

刚度 nik 、应力波入射角度和入射波幅值等方面。通

过分析节理的非线性因素对应力波透射系数和反射

系数的影响，本文研究了应力波在岩石非线性节理

中的传播过程，参数的选取与上节相同。 
法向刚度和剪切刚度取值如下：节理的法向刚

度 nK 仍通过双曲线 BB 模型获得；未充填的干净节

理的剪切强度则主要受节理表面形态的控制。

Kulhaway[18]认为剪切刚度的变化和法向刚度有关，

提出了与节理法向刚度相关的剪切刚度公式，即

/ 2(1 )s nk k ν= − (其中ν 为泊松比)。 

4.1 节理非线性系数 

图 9 揭示了非线性系数对应力波透射系数和反

射系数的影响，分析时入射角取 20º，节理初始刚

度 nik 取 3.0GPa，波频率 f 取 150Hz。非线性系数，

即节理闭合量与最大允许闭合量的比率，在 0~1 之

间变化。 

 
图 9 透射系数和反射系数与非线性系数 γ 的关系曲线 

由图 9 可知，非线性系数较小时，透射 P 波系

数和两种反射波系数较大，透射 S 波系数最小。随

着非线性系数的增大，透射 P 波系数接近线形增加，

透射 S 波缓慢减小并趋近于 0；反射 P 波和反射 S
波随着非线性系数的增加逐渐减小。当非线性系数

增大至 1 时，即节理法向刚度趋近于无穷大时，P
波透射系数 Tpc接近于 1，其他三种波的系数接近于

0，该种情况下，仅产生透射 P 波。 

4.2 节理初始刚度 
研究节理非线性法向本构模型中不同初始刚

度对应力波透射系数和反射系数的影响时，为方便

分析，定义等效法向初始刚度为 ni ni /( )pK k z ω= [12]。

图 10 反映了初始刚度的变化对波透射系数和反射

系数的影响。参数研究时入射角取 20º，波频率 f 取
150Hz，非线性系数取 0.5。等效初始刚度在 0~3 之

间变化。 

 
图 10 透射系数、反射系数与等效初始刚度 Kni 的关系曲线 
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由图 10 可知：当等效刚度接近于 0 时，节理

相当于自由面，仅有反射波产生，反射波系数都较

大；随着等效初始刚度的增加，透射 P 波系数迅速

增大且接近于 1，透射 S 波数值较小，先增大后缓

慢减小并趋近于 0；反射波系数均迅速减小，当等

效刚度超过 0.5 后，反射波系数缓慢减小并接近于

0。与其他三种波形相比较，透射 S 波系数最小。 
与文献[12]结果相比较，考虑非线性法向变形

后，随刚度的增加，透射波系数在很小范围内迅速

增大并趋近于 1；同时反射波系数也迅速减小，节

理面上将产生更多的透射波。 

4.3 应力波入射角度 
图 11 揭示了不同入射角度对透射系数和反射系

数的影响，分析时节理初始刚度 nik 取 3.0GPa，波频

率 f 取 150Hz，非线性系数取 0.5。纵波临界入射角

为 90º，参数研究时选取入射角从 0º~90º之间变化。 

 
图 11 透射系数和反射系数与入射角度的关系曲线 

由图 11 可知：透射系数 Tpc值最大，透射系数

Tsc仍是最小；随着入射角度的增大，透射系数变化

缓慢，当接近于入射临界角 90º时，迅速减小；当

入射角在 55º以内，随着入射角的增加，反射系数

Rpc逐渐减小，而在接近临界角时将迅速增大。入射

角度以 38º为界限，反射系数 Rsc先增大后减小。 
同样与文献[12]结果相比较，考虑非线性法向

变形后，透射系数变大，反射系数减小，同时反射

系数 Rsc的界限角变小。 

4.4 应力波幅值 
为有效分析入射波在非线性法向变形节理中

波形的变化规律，入射波取三个周期的波形，入射

角取 0º，节理初始刚度 nik 取 3.0GPa，波频率 f 取

150Hz。入射波最大振幅分别取 0.2 m/s 、0.1 m/s 、
0.05 m/s 、0.02 m/s 。 

考虑节理非线性因素后，当纵波垂直入射岩石

节理时，随着质点速度的增大，节理闭合量会以非

线性方式增大到节理允许闭合量的最大值，然后随

着质点速度的减小，闭合量逐渐减小为 0。 

 
图 12 不同幅值下入射波和透射波的时程曲线 

图 12 中：透射波 A 为考虑节理非线性情况下

质点速度的波形；透射波 B为线性节理情况下质点

速度的波形；入射波为正弦曲线。依据 BB 模型的

本构关系曲线，当应力较小时，刚度变化接近于常
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数，应力超过某一值时，法向应力随节理闭合量的

增大以非线性的形式迅速增加，同时斜率(即节理刚

度)也迅速增大。由图 12 可见，随着入射波幅值增

大，节理闭合量增大，节理瞬时刚度以非线性方式

迅速增加，将导致透射系数 non
pcT 的增大，质点速度

逐渐接近于入射波的质点速度。因此，考虑非线性

因素时，节理瞬时刚度以非线性方式迅速增大，透

射波幅值增加，透射能力增强，将有更多的透射波

穿过节理。 
分析图 12 中节理线性本构中的透射波 B 的质

点速度时程曲线分析可知，当入射波幅值减小时，

透射波 A和 B的时程曲线趋于相同。因此，应力波

幅值较小时，节理的非线性可等价为线性问题来考虑。 
根据图 12(d)中质点速度的时程曲线，在同一个

入射波幅值下：透射波 A的质点速度增大时，因瞬

态刚度以非线性的方式增大，导致透射系数增大，

质点速度幅值接近于入射波质点的速度幅值；当质

点速度减小时，刚度接近于常数，应力和刚度趋近

于线性关系，导致透射波的波形趋于线性本构节理

下的曲线变化，从而使透射波的波形相对于入射波

波形在时域上发生了畸变。 

5 结 论 

本文引入节理非线性法向变形本构模型(BB 模

型)，在时域范围内基于一种优化算法得到了应力 P
波在非线性法向变形本构节理中传播的波动方程。

在综合考虑入射角和节理非线性行为时，该方程避

免了复杂的数学运算(如傅立叶变换和傅立叶逆变

换等)，通过迭代计算即可方便求出透射波和反射波

的数值解。 
通过应力波垂直入射单个非线性节理的研究

并结合已有的研究成果，证明了本文方法所得结果

的合理性；尤其在分析应力波垂直入射非线性法向

变形节理面时本文方法具有较好的精度。 
通过应力波斜入射单个非线性节理的研究发

现：一方面，节理的非线性使得节理刚度以双曲函

数的形式变化，对应力波的透射系数和反射系数影

响较大，例如，当应力波幅值较大时，透射波的波

形相对于入射波波形在时域上产生了畸变；另一方

面，波在斜入射节理时产生了波型转换，入射角度

对波的透反射系数有较大影响，透射系数和反射系

数并非随着入射角度的变化而单调变化。 
本文在时域内所推导的波传播方程更有益于 
 

波斜入射时非线性参数的广泛研究，为开展该方面

的理论研究工作提供了借鉴。本文所推导的理论方

法是应力波在非线性节理中传播规律的理论补充，

所得结论有益于更好地理解应力波在节理岩体中的

传播机理。 
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