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摘要：为拓展小波理论在结构工程中的应用，提高结构计算精度，提出了以 Daubechies 条件小波

Ritz 法为基础的 Daubechies 条件小波有限元法。该法结合广义变分原理和拉格朗日乘子法构造修

正泛函，根据修正泛函的驻值条件得到全域法求解方程矩阵。根据构件的边界条件，按左右边界

对求解矩阵进行相应拆分，构建条件小波单元刚度矩阵，并依据公共节点位移相等原则形成总体

刚度矩阵，由此解得各单元的小波基待定系数，即可进一步求解位移场函数、内力分布函数及荷

载集度函数。以工程中常见的弹性拉压杆及平面弯曲梁为例，详细阐述了该方法的构造过程。并

通过典型算例将 Daubechies 条件小波有限元法计算值与理论解进行了对比，结果表明：在弹性拉

压杆算例中，位移、应力、载荷集度的相对误差均在 1.22×10-3%以内；在平面弯曲梁算例中，挠

度、弯矩、载荷集度的相对误差均在 8.91×10-2%以内。 
关键词：Daubechies 小波；条件小波；有限元法；广义变分原理；拉格朗日乘子 
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1  引 言 

传统有限元法在工程数值计算领域中担当着

重要角色，随着该理论的不断发展和更新，其在工

程中的应用也日益深入。但是，由于传统有限元法

一般采用幂函数作为位移场函数的试探函数，在某

些工程问题中当位移场函数不是幂函数时，采用传

统有限元法进行求解将产生较大的误差，而利用小

波函数插值可以获得新的有限元逼近空间
[1-2]

。因

此，为了分析更加复杂的工程实际问题，可将小波

插值与有限元法相结合，即为小波有限元法
[3-4]

。 
小波有限元法吸收了传统有限元法离散逼近

的优点，可以方便地处理复杂的边界条件；同时又

拥有小波函数特有的多分辨特性，可以提供另一种

提高精度的细化算法，即在不改变网格剖分的前提

下提高其分辨率。小波函数最大的特点就在于它具

有多尺度、多分辨、紧支性的特点。因此，小波有

限元法可以根据实际需要任意改变分析尺度：在变

化梯度小的求解域用大的分析尺度；在变化梯度大

的求解域则采用小的分析尺度。在这方面，小波有

限元法可以弥补传统有限元法的不足；并且小波有

限元法算法的数值稳定性好、运算速度快、求解精

度高，因此有必要对其展开研究。 
国内外针对小波有限元法进行了大量研究工

作
[5-11]

。对于工程中的桁架、薄膜、梁等结构均有

研究成果。其中 Daubechies 小波由于具有正交性

及紧支性而在工程应用中受到重视。 
本文主要研究 Daubechies 条件小波有限元法。

该法区别于其他参考文献中的常规小波有限元法，

是以已有研究成果 Daubechies 条件小波 Ritz 法
[12]

为基础，建立有限元法中的单刚矩阵并组装成总刚
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矩阵而形成的。 

2  Daubechies 条件小波有限元法

的构建 

本文以结构中常见的受拉（压）弹性杆、平面

受弯梁为基本研究对象，阐述 Daubechies 条件小

波有限元法的构建过程。 

2.1 受拉（压）弹性杆 

图 1 为两端固结且受均布荷载的弹性拉压杆，

f(x)为所受均布荷载，σ x 为应力，dσ x 为应力增量。

实际工程中的边界条件及荷载可在求解过程中灵

活变换。 

 

图 1  弹性受拉（压）杆 
2.1.1  单元刚度矩阵的建立 

首先，建立弹性拉压杆的局部坐标系。设：杆

的长度为 l；左右端点的总体坐标分别为 1x 和 2x ，

则局部坐标ξ 与总体坐标 x 间的关系为 
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=ξ   (1) 

显然有，局部坐标ξ 的取值范围为 0≤ ξ ≤1。 
其次，在局部坐标中预设 Daubechies 小波基

位移场函数。 
              eΤe au Φ=   (2) 

其中： eu 为局部坐标系中的位移场函数；Φ 为具

有 p 阶消失矩的 Daubechies 小波基函数； ΤΦ 为其

转置矩阵； ea 为局部坐标系中小波基函数的待定

系数列阵。 
根据 p 阶 Daubechies 小波基函数的支撑域特

性，令 12 −= pN （注：若无特殊说明，文后所用

字母 N 均有 12 −= pN 成立，其中 p 为小波函数消

失矩的阶数），则对于 0V 空间，Φ 的矩阵表达式

应为 
( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]T0 21 ξφξφξφξ NN −−−−==ΦΦ  (3) 

设 λ 为 Lagrange 乘子，为约束边界Γ 域中的

一组独立坐标的函数向量。由于图 1 中的约束边界

Γ 是两个端点，则可简化为 

            
2
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= =∑λ b b  (4) 

其中 b 为边界条件矩阵。 

采用 Lagrange 乘子法将需满足的边界条件

( )uE 引入自然变分条件下的泛函，可以形成新的

修正泛函，即 

         ( ) ( )* T
p Eu uΠ Π= + λ  (5) 

其中： Tλ 为 λ 的转置； *Π 为新的修正泛函；

p ( )Π u 为自然变分条件下的泛函，其表达式为 
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其中：E 为弹性模量；A 为构件的横截面积。为体

现荷载的普遍性，将 ( )xf 设为幂函数，即令 

( ) rqlxf =  

其中： q 为荷载集度系数； r 为幂函数指数。若构

件受均布荷载，则 0=r 。E(u)为必须满足的边界条

件，且有 

E ( ) ( ) ( )
0Γ x x l= =

= − = − = 0
或

u u u u u  (7) 

其中： u 为位移函数; u 为边界处的位移函数值。 
将式（2）、式（6）、式（7）代入式（5）中，得 
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由修正泛函变分为零可得到下列一组方程 
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得 
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其中：Φ′为小波基函数一阶导数；( )TΦ′ 为其转置

矩阵。另外有 
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这里 e
abK 、 e

baK 、 e
bbK 可根据弹性杆两端的约束条件

e
1u 、 e

2u 来确定，且有 ( )Te
ba

e
ab KK = ，具体构成为 
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3)  左端自由、右端固结 
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为方便组装整体求解矩阵，可将式（10）中的
eb 按左右边界条件拆分成 e

1b 和 e
2b ， e

abK 、 e
baK 、 e

bbK
也按左右边界条件进行相应拆分，则式（10）可变

换为如下形式，即 

       
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

e
2

e

e
1

e
2

e

e
1

e
33

e
32

e
23

ee
21

e
12

e
11

0

0

u

u

b

b
Pa

KK
KKK

KK
 (13) 

式（13）即为所构建的单元刚度矩阵。 
另外，在上述求解过程中涉及了 Daubechies

小波尺度函数导数的求解问题，由于 Daubechies
小波为离散小波，其尺度函数和小波函数不存在显

式表达式，因此其导数计算也必须采用特殊方式进

行。基本思路借助两尺度方程进行隐式求导，具体

求解方法可参考文献[13]，此处不再赘述。 

2.1.2  总体刚度矩阵的构建 

进行整体求解矩阵的组装时，首先构造中间单

元求解矩阵。以两端固结边界条件为例，为方便构

造整体求解矩阵，将第一行及第一列取负值，即 
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其次，构造端部单元求解矩阵。左端单元求解

矩阵为 
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右端单元求解矩阵为 
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再次，根据弹性拉压杆的特点，按公共节点位移

相等的原则组装整体求解矩阵，基本过程如式(17)所示 
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式中(0-0)表示矩阵合成时要组合的两个矩阵在相

应位置处元素互相叠加。最后，由整体求解矩阵解

得各单元的小波基待定系数 ia (1≤i≤n)后，即可根

据式(2)解得位移场函数。 

2.2  平面弯曲梁 

图 2 为两端固结且受线性荷载作用的平面弯

曲梁。图中：I 为截面惯性矩； ( )xv 为竖向位移函

数。同样，实际工程中的边界条件及荷载可在求解

过程中灵活变换。 

 
图 2  f(x)=qx 两端固结平面弯曲梁 

2.2.1  单元刚度矩阵的建立 

建立局部坐标系的过程与弹性拉压杆完全一

致。根据能量法建立平面弯曲梁（注：此处指长度

远远大于其截面尺寸的细长梁，忽略剪切应力对变

形的影响）的泛函表达式见式（18）。同理，为体

现荷载的普遍性，将 f(x)设为幂函数，即 f(x)=qlr，

若构件受线性荷载，则 r=1。 
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其中：Φ ′′ 为 Daubechies 小波基函数 ξ( )Φ 对局部坐

标 ξ 求二阶导数所组成的列阵； ( )TΦ ′′ 为其转置矩

阵； iP 和 jM 分别为作用在梁上某点的集中力和集

中力矩； ev 为局部坐标系下预设小波基位移场（挠

度）函数。 
              eΤe av Φ=  (19) 
两端竖向支撑的位移边界条件可描述为 
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若梁的两端固结，则两端转角θ 为 0，即 
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以边界条件两端固结为例，将式（18）～式（21）
代入式（5）中，得 
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式中，C=[(v- v ) (v′- v ′)]T，Ce=[(φTae- v e) ( φ1)( v e)]T，

且在边界条件Γ 上成立。 
由修正泛函变分为零可得到下列一组方程 
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式中，D=[φ  φ′]T，且在边界条件Γ 上成立。 
进而得到 
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式中 
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则有 
               e e e=K a P   (27) 

其中： eK 为小波空间的梁单元刚度矩阵； eP 为小

波空间的单元载荷列阵； ev 为位移列阵。 e
abK 、 e

baK 、

e
bbK 可根据平面弯曲梁两端的约束条件来确定，且

有 ( )Te
ba

e
ab KK = ，具体算法为 
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2） 两端铰结 
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3） 左端固结、右端铰结 
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4） 左端固结、右端自由 
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同样，考虑到条件小波有限元组装整体求解矩

阵的方便，可将式（24）变换为如下形式，即 
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其中 eK 、 eP 同前面的定义，且有 ( )Te
21

e
12 KK = 和

( )Te
32

e
23 KK = 成立，其余各分块矩阵的具体构成分别为 
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2） 两端铰结 
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3） 左端固结、右端铰结 
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4） 左端固结、右端自由 
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式（28）即为所构建的单元刚度矩阵。 
2.2.2 总体刚度矩阵的构建 

首先按两端固结条件构造中间单元求解矩阵，

为方便构造整体求解矩阵，其第一行及第一列（指

分块矩阵）取负值，即 
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其次，构造端部单元求解矩阵。左端单元求解矩阵为 
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右端单元求解矩阵为 
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再次，根据梁单元的特点，按公共节点位移相

等的原则对整体求解矩阵进行组装。其基本过程如

式（32）所示。 
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同理，由整体求解矩阵解得各单元的小波基待

定系数 ia (1≤i≤n)，然后求解出位移场函数。 

3 算 例 

为验证Daubechies条件小波有限元法的有效性

和准确性，将算例计算结果与理论解进行对比。 
3.1  受拉（压）弹性杆 

以边界条件左端固结、右端自由、受非线性荷

载的弹性杆为例（图 3），采用具有 5 阶消失矩的 
db5 小波尺度函数作为基函数。位移、应力及荷载

集度的计算结果见表 1 所示，通过图 4 可看出各项

计算结果的分布规律。 

 
图 3  f(x)=qx2 左端固结、右端自由弹性拉压杆 
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图 4   f(x)=qx2 左端固结、右端自由弹性拉压杆计算结果 

 

表 1  左端固结、右端自由弹性拉压杆数值计算结果 

（非线性荷载，对应图 4） 

η（位移因子）  η″（应力因子）  计算位置 

（×l） 理论解 条件小波解 理论解 条件小波解

0 0  0.0000000000 0.3333333 0.3333333820

0.25 0.0830078125 0.0830078125 0.328125  0.3281249912 

0.5 0.1614583333 0.1614583335 0.291666667 0.2916666648

0.75 0.2236328125 0.2236328125 0.192708333 0.1927083324 

1 0.25 0.2500000000 0 0.0000000018

η(4)(荷载集度因子)  计算位置

（×l） 理论解 条件小波解   

0 0  0.0000033420   

0.25 -0.0625  -0.0625007642   

0.5 -0.25  -0.2499999887   

0.75 -0.5625  -0.5625000138   

1  -1 -0.9999999711   

3.2  平面弯曲梁 

以两端固结，受线性荷载的平面弯曲梁为例

（图 5），采用具有 5 阶消失矩的 db5 小波尺度函

数作为基函数。挠度、弯矩、剪力及荷载集度的计

算结果如表 2 所示，图 6 显示各项计算结果与解析

解的对比情况。 

 

图 5  f(x)=qx 两端固结平面弯曲梁 
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图 6  两端固结平面弯曲梁计算结果(f(x)=qx) 

表 2  两端固结平面弯曲梁数值计算结果 

（线性荷载，对应图 6） 

η（挠度因子）（×10-2）  η″（弯矩因子）（×10-1）计算位置 

（×l） 理论解 条件小波解  理论解 条件小波解

0 0.000000  0.000000  -0.33333333 -0.33321635

0.25 0.06591797  0.06591786 0.01562500 0.01561538 

0.5 0.13020833  0.13020826 0.20833333 0.20834514 

0.75 0.08056641  0.08056651 0.08854167 0.08854580 

1 0.000000  0.000000  -0.500000  -0.50000026

η″（剪力因子） η(4)（荷载集度因子）计算 

位置 

（×l） 
理论解 条件小波解 理论解 条件小波解

0 0.15000000  0.14363993 0.00000000 0.00213659 

0.25 0.11875000  0.11864388 0.25000000 0.25022282 

0.5 0.02500000  0.02479770 0.50000000 0.49998411 

0.75 -0.13125000  -0.13117249 0.75000000 0.74993580 

1  -0.35000000  -0.34995783 1.00000000 0.99997384 

3.3  计算结果分析 

通过对表 1 所列数值进行的条件小波解与理论

解的相对误差计算，可知在弹性拉压杆算例中：位

移的最大相对误差在跨中，为 1.24×10-7%；应力的

最大相对误差在左端固结处，为 2.46×10-5%；荷载

集度的最大相对误差在跨中，为 1.22×10-3%。 
通过对表 2 所列数值进行条件小波解与理论解

的相对误差计算，可知在平面弯曲梁算例中：挠度

的最大相对误差在 l/4 处，为 1.67×10-4%；弯矩的

最大相对误差在左端固结处，为 3.51×10-2%；剪力

的最大相对误差在左端固结处，为 4.24%；荷载集

度的最大相对误差在跨中，为 8.91×10-2%。 
从计算精度方面分析，文中算例仅采用了一个

单元进行计算，计算结果为位移、应力、荷载集度

及荷载集度一阶导数，文中将计算结果与理论解进

行了比较。如采用常规的Daubechies 小波法计算
[3-5]

，

所得结果只是各节点的位移值，其挠曲线为折线，

无法进一步计算弯矩、剪力及荷载集度。另外，传

统有限元法一般采用线性插值，如只划分一个单

元，对文中算例无法进行正常求解。 
从计算量方面分析，本文中提出的新方法在求

解小波系数之前需要求解出尺度函数、小波函数及

其各阶导数在各点的离散值，因此与传统的有限元

法相比，计算量有所增加。但由于该离散值为常量，

一次计算后即可重复使用，因此不需反复计算。而 
常规 Daubechies 小波有限元法虽然可直接计算出

单元内部各节点位移，不需计算小波系数，但却需

要借助位移转换矩阵，而位移转换矩阵不是固定矩

阵，每次都需要重新计算，且性态不稳定，求解时

易发生奇异，严重影响计算结果的精度。 

4  结 论 

1） 本文针对结构中常用构件——弹性拉压杆及平

面弯曲梁，构建出 Daubechies 条件小波有限元法并

进行了典型算例的计算。 
2） 考虑到具有低阶消失矩的小波单元求解速度快

的特点，在同一构件的计算中可根据需要灵活选取

具有不同消失矩的小波单元，以在保证求解精度的

同时提高求解效率。 
3） 通过典型算例将 Daubechies 条件小波有限元

法计算值与理论解进行了对比，结果表明：在弹性

拉压杆算例中，位移、应力、载荷集度的相对误差

均在 1.22×10-3%以内；在平面弯曲梁算例中，挠度、

弯矩、载荷集度的相对误差均在 8.91×10-2%以内。 

按照本文所研究的 Daubechies 条件小波有限

元法的构建思路，结合二维 Daubechies 小波尺度

函数的构建，可将该法进一步拓展到空间梁、板、

壳等结构的计算分析中，目前正在进一步研究中。 
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