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摘要：针对二维有限矩形区域饱和软土固结问题，选取四种不同边界条件组合，利用数值模拟方法研

究了在上表面剪切载荷作用下土体沉降变形的特征和规律。结果表明:在剪切载荷单独作用下，土体位

移以水平位移为主，同时竖向位移也客观存在。这反映了土体固结过程中流固耦合的物理现象。土层最

终变形量(沉降和水平位移)由剪切载荷与土体物性决定，与边界透水性无关；边界条件对土体的变形模

式有着决定性影响。剪切载荷作用、法向载荷作用及二者联合作用的计算结果对比表明：虽然软土Biot
固结是复杂的流固耦合过程，但在这个过程中载荷叠加原理依然成立。 
关键词：多孔介质；流动和变形耦合；二维有限区域；剪切载荷；叠加原理 
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1 引  言 

众所周知，Terzaghi 首次提出了有效应力原理，

并建立了饱和土体的一维固结理论[1]。之后 Biot 在
其基础上建立了完整的饱和土体三维固结理论[2-3]，

奠定了多孔介质流固耦合渗流理论的基础。Biot 固
结理论已被广大岩土力学工作者普遍接受，并在众

多工程领域得到了广泛的应用。 
对于二维Biot固结问题，目前已有一些解析解。

文献[4]给出了半无限平面软土层上表面受一定宽

度均布恒载时竖向位移的解析解。文献[5]~[6]分别

获得了二维有限厚度地基表面沉降的复变函数解。

文献[7]则求得了下表面假定为不透水和刚性条件

下二维有限厚度地基固结的全部解。文献[8]给出了

任意多层饱和土体二维 Biot 固结的积分形式解。文

献[9]求解了二维 Biot 动力固结方程，建立了周期载

荷作用下单层地基二维 Biot 动力固结的函数表达

式，并根据特定边界条件，研究了饱和地基动力固

结问题。以上文献中给出的解析解都是在地基水平

方向尺寸为无限大的前提下得到的，而在实际工程

中土层水平方向尺寸通常是有限的。文献[10]利用

积分变换方法导出了二维有限矩形区域孔隙弹性介

质存在源汇项时位移场和渗流场的一个解析解，它

适用于孔隙压力场符合第一类边界条件的情况。对

于孔隙压力场符合第二类边界条件的情况：文献[11]
给出其点汇解析解；文献[10]~[11]采用的数学模型

为不可压缩多孔介质模型；文献[12]则进一步给出

了可压缩多孔介质模型假设下相应点汇问题的解

析解。 
以上文献中给出的解析解适用于人为给定的

简单的位移场和压力场边界条件。文献[13]进一步
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给出了相应的有限差分求解方法。文献[14]在迭代

算法基础上编写了二维有限区域流固耦合渗流问题

的计算程序，并进行了算例验证；重点探讨了法向

载荷作用及不同实际边界条件组合的影响，计算并

分析了相应渗流场和位移场的变化特征和规律。但

文献[4]未涉及剪切载荷的作用，实际上剪切载荷在

土木工程中时有发生，它对土体水平变形、破坏和

稳定性等有重要的影响[15-16]，本文是文献[14]的续，

将对剪切载荷作用下的二维有限区域饱和土体 Biot
固结变形特征展开研究。 

除开采地下流体外，地面载荷(如大规模工程建

设)诱发的工程性地面沉降已成为目前软土地区地

面沉降新的制约因素[17-18]，随着城市建设进程的加

快，其影响日益显著。本文即以一组算例探讨载荷

对地面沉降变形的影响。 

2 数学模型 

2.1 控制方程组 

为了处理简单，本文以二维区域为研究对象。

在工程实际中，有时可用二维模型近似代替三维模

型。二维有限区域 Biot 固结方程组具体推导过程详

见文献[14]和[19]，此处直接给出，为 

2 0
1 2

VG pG u
v x x

ε∂ ∂
∇ + − =

− ∂ ∂
  (1) 

2 0
1 2

VG pG w
v z z

ε∂ ∂
∇ + − =

− ∂ ∂
  (2) 

2 2

2 2

1( ) ( ) 0V

s f

k p p p
x z t K K t

ε φ φ
μ

∂∂ ∂ − ∂
− + + + + =

∂ ∂ ∂ ∂
  (3) 

其中：
2(1 )

EG
v

=
+

；E 代表多孔介质弹性模量； sK 、

fK 分别为固体骨架颗粒和孔隙流体的体积压缩模

量； u 和 w 分别为 x 向和 z 向的位移； Vε 为体积应

变， V
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；p为孔隙流体压力；k 为渗透率；

μ 为流体粘性系数；φ 为孔隙度； v为泊松比。 

2.2 定解条件 

本文研究了四种不同边界条件组合对结果的

影响：(a)上、下表面均自由透水；(b)上表面自由透

水，下表面不透水；(c)上表面两侧自由透水、中间

受载区域不透水，下表面不透水；(d)上、下表面均

不透水。以上四种情况，均假定：其左右边界固定

且自由透水；下表面固定；上表面可自由变形。 
上述四种情况所对应的边界条件较容易写出，

具体形式见文献[14]，本文只考虑上表面位移场边

界条件的表达式。当无剪力作用时，土层上表面可

假定为滑移边界条件，正应力等于外部法向载荷，

位移场边界条件[14]为 
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其中 ( )h x 为 Heaviside 单位阶梯函数：当 0x ≥ 时，

( ) 1h x = ； 0x < 时， ( ) 0h x = 。 
如果考虑土层上表面剪切载荷的作用，式(4a)

应修改为 
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3 数值算法 

上述数学模型的控制方程组由 2 个位移场方程

和 1 个压力场方程组成，每个方程中都含有 3 个未

知变量 p 、 w 、 u ，因此需要对上述方程组联立求

解。本文首先采用全隐式有限差分法[14]离散控制方

程，然后再利用强隐式迭代算法[13] (Strong Implicit 
Procedure)求解离散后的代数方程组，从而得到压力

场和位移场，求解流程见图 1。由于本文是文献[14]
的续，两者的数值算法并无不同，因此关于本文数

值算法和相关算例的具体细节，可参阅文献[14]。 

 

图 1 迭代算法流程图 

4  剪切载荷作用分析 

4.1 算例描述 

本算例研究了图 2 所示的二维有限饱和软土层

(具体参数见表 1 [14])上表面受到剪切载荷τ 和法向

载荷 ( , )q x t 联合作用下的沉降变形特征，并考虑四

种不同边界条件组合对此问题的影响。 
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图 2 二维饱和软土层受载示意图 

表 1 饱和软土层参数 

参数 E v φ Ks Kf 

取值 3.94945 MPa 0.25 0.52 48550 
MPa

1362 
MPa

参数 k μf H b W 

取值 1.57406×10-17 m2 2.0×10-4 Pa·s 10.0 m 1.0 m 11.0 m

4.2 计算结果及分析 

假设整个土层上表面只受到剪切载荷τ 作用，

其大小为 5.0×104 Pa，土层上表面(z=0)的位移曲线

(即上表面竖向位移(沉降) w 和水平位移 u 与 x 的关

系曲线)如图 3 所示，其中(a)~(d)分别对应于前文所

述四种边界条件组合。每幅图中不同曲线对应不同

时刻：细虚线表示发展过程；粗实线表示最终稳定

状态。图 4 表示的是剪切载荷τ (5.0×104 Pa)和法向

均布载荷q (6.5×104 Pa)联合作用下对应上述四种边

界条件的土层上表面位移曲线。图 5 表示的是达到

稳定状态时土层上表面的位移曲线。其中：u1和 w1

为剪切载荷和法向均布载荷联合作用下的水平位移

和竖向位移；u2 和 w2 为剪切载荷单独作用下的水平

位移和竖向位移； u3 和 w3 为法向均布载荷单独作

用下的水平位移和竖向位移。 

首先分析剪切载荷单独作用下的土层变形特

点。从图 3 可以看出，剪切载荷单独作用下水平位

移变化较大。值得指出的是尽管没有法向载荷作用，

但也有竖向位移(有正有负)产生(虽然较小)。沉降产

生的原因在于土体的沉降 w 和水平位移 u 二者是相

互耦合的。这体现在控制方程组式(1)~式(3)和边界

条件式(4c)里。接下来观察土体表面位移曲线随时

间的变化规律。不难发现，剪切载荷单独作用下，u

的绝对值随时间增加而逐渐增大(方向向左为负)，

但图 3(d)的增加幅度明显比其他三者小；至于 w 的 

 

变化，图 3(a)~图 3(c)情形下均呈逆时针变化，而 

图 3(d)呈顺时针变化。以上变化特点说明了表面的

透水性质决定了其变形模式；不透水的上表面使

图 3(d)的反应更像柔软的弹性体。然而同时观察对

比图 3(a)~图 3(d)中稳定状态的位移曲线，容易发现

四种情况下的土体最终位移是相同的。这一点解释

如下：尽管四种情况边界条件不同会导致各自前期

的固结变形过程有所不同，但是当超静水压力消散

完毕后，载荷最终都将完全由土体骨架承担，所以

四种情况对应土体最终变形量相同。 

 

图 3  剪切载荷单独作用下土层上表面位移曲线 

观察图 4(a)~图 4(d)，剪切载荷和法向载荷联合

作用下水平位移为弯曲的之字形，而竖向位移则呈

抛物形。法向载荷作用下土体的固结变形特征，文

献[11]已做详细描述，此处不再赘述。稳定状态时

上表面位移曲线如图 5(a)~图 5(d)中的 u3和 w3曲线

所示。这与剪切载荷单独作用下的变形特征(如

图 5(a)~图 5(d)中的 u2 和 w2)有着非常明显的区别。

对于竖向位移而言，如上所述剪切载荷效应 w2 较

小，而法向载荷对沉降位移 w3 影响比较大，二者有

量级的差别；对于水平位移，剪切载荷作用下的水

平位移 u2 向左为负，而法向载荷导致的水平位移 u3

是中心对称的，二者量级基本相同。观察图 5(a)~

图 5(d)，容易得到：u1=u2+u3；w1=w2+w3，这表明

剪切载荷和法向载荷联合作用下的土层位移等于剪
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切载荷和法向载荷单独作用下各自位移的代数和， 

完全符合叠加原理。这一点是由本文所采用 Biot 固 

结方程组(即方程式(1)~式(3))的线性本质所决定

的。 
       

 

图 4 剪切载荷和法向载荷联合作用下土层上表面位移曲线 

 

图 5 载荷作用下土层上表面位移曲线 

5 结 论 

本文以有限矩形区域饱和软土层上表面承受

恒定剪切载荷问题为例，选取了四种不同边界条件

组合，对土层的沉降变形进行了计算和分析，并与 
 

软土层上表面承受恒定法向载荷结果作了比较，得

到如下结论。 
1） 土层最终变形量由载荷及土体物性决定，与上

下边界透水性无关。 
2） 边界条件虽不决定土体最终变形量，却影响其

变形发展过程。 
3） 剪切载荷作用下，土体水平位移较大，竖向位

移较小。 
4） 叠加原理适用于二维有限区域饱和软土 Biot 固
结问题。 
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