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摘要：用射线寻迹法分析了旋转不等截面圆环的自由响应和受迫响应问题。首先，建立了单元局

域坐标系，用行波、快衰和近场波动表示波在单元结构内的振动位移；其次，将激励力视为一种

特殊的不连续节点，激励点两端为两个不同单元，考虑不同单元之间通过转递系数和转换矩阵耦

合，并引入反射矩阵和透射矩阵处理行波在单元间的传播；再次，将结构的稳态响应表达为波动

所有迹的叠加，而将自由振动表达为波幅矢量初始迹为零的情况；最后，根据波传递规则将弹性

波动的反射矩阵和透射矩阵进行集成，对独立波动单元进行总装，从所得的动力学模型得到旋转

不等截面圆环的响应。在给出了行波在该动态模型中传播特性的基础上，由数值算例可以发现旋

转状态下圆环的各阶响应频率都高于静止状态下的响应频率。研究内容有助于高速轴承保持架、

MEMS 转子等的动态特性的精确计算。 
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１ 引 言 

大量工程结构是由一系列的单元组成，这些单

元可用波导部件的形式建模，如薄壁、直梁、弯曲

梁等。迅速地根据计算几何参数和尺寸参数估计结

构动力学性能（固有频率、模态振型、受迫响应等），

可为结构设计和机构优化提供有效的手段[1-6]。 
Chouvion 提出三维等截面圆环结构的射线寻

迹法（Ray tracing method）[7]。文中将其方法拓宽

至旋转圆环，建立了基于精确解的复杂二维旋转圆

环结构的振动模型。对每个部件进行独立单元建模，

然后，使用统一的方法将所有的独立单元进行总装，

从而降低了计算模型的复杂性。 

2 射线寻迹法 

2.1 定义位移 
本文使用行波法定义弯曲梁单元的位移。从梁

的运动方程可推知，弯曲梁的位移可表达为若干正

反方向传递行波的叠加[8]。对于弯曲梁单元，平面

内径向位移记作w，沿中心线的周向位移记作u，
具体形式为 

31 2 4ii i i ( )
1 2 3 4( ) e e e ess s s L
w w w ww s C C C Cγγ γ γ −+ + + −= + + + +    

         5 6i ( ) i ( )
5 6e es L s L
w wC Cγ γ− −− −+    (1a) 

31 2 ii i
1 1 2 2 3 3( ) e e e ss s

w w wu s C C C γγ γα α α+ + += + + +      
5 64 i ( ) i ( )i ( )

4 4 5 5 6 6e e es L s Ls L
w w wC C Cγ γγα α α− −−− − −+ +  (1b) 
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其中： wmC
± 表示径向波动在 s正方向和 s负方向的波

幅系数； mα 表示周向幅值与径向幅值的比例系数，

这些系数可由运动方程求得[4]。这里 m=1,2,3,4,5,6。
计算中不同的波数分别对应于行波、快衰和近场波

动[5-6]。 

2.2 射线寻迹 

 

图 1 复杂波导结构示意图 

如图 1 所示，每个单元包含两个方向上传播的

波动，波动起点为单元边界处。假设具有 N个单元

组成，初始波幅矢量具有如下形式 

0 1 1IN IN NIN NINc c c c+ − + −⎡ ⎤= ⎣ ⎦c   (2)                                                       

单元体波数和长度对传播的影响可用耗散矩

阵 D 表示，其主对角元素均有
ie p qL

pp
γ=D 的形式。

当波动传入不连续点时，将向其他单元产生一定比

例散射，在本单元发生一定折射。例如，在边界处，

入射的弯曲波动会激起一组由弯曲波、耗散波、纵

波的混合波动。本文使用复系数形式表示这些波的

不同传递特性，而这些复系数由单元联接处广义力

的平衡条件和位移的连续性条件求得。结构整体波

动的散射以全局传递矩阵 T 表示，其中 p pq q=c T c 。  
当所有波动在各自单元内完成传播并发生一次单

元间传递，称为结构内波动的一次迹。从单元 cq到
单元 cp，使用耗散矩阵 D 和传递矩阵 T，波动迹的

增加可表示为 cp+1=TDcp。矢量 c 表示最终在结构内

的所有波幅系数，即结构体稳态响应，可表示为波

动所有迹的叠加    

0 1 2 0
0

( )i
i

c c c c c TD c
∞

∞
=

= + + + + =∑…   (3) 

耗散项反映了波动通过一个迹的衰减，有

|TD|<1。因此式（3）右端为小于 1 的几何级数，可

改写为 

 1
0( )−= −c I TD c  (4)                                                           

2.3 受迫振动 
由激励力造成的波动可考虑为 0c 形式，如 0c 出

现在两单元之间，可表示为                              

T

0 ( 1)
1 +1

0 0 0 0 0 0g g
Ng g

q qc − + +

⎡ ⎤
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎣ ⎦单元 单元单元 单元

  (5) 

其中： gq − 项和 ( 1)gq + + 与激励大小有关，可由激励点

处广义位移连续性条件和广义力平衡条件计算。将

0c 的值代入式(4)中，可解得稳态的波幅系数矢量

c 。将波幅系数代入位移式(1)可解出结构在特定激

励频率下的位移响应。 

2.4  自由振动 
对于自由振动，结构中初始幅值为零， 0c 项此

时为零向量。此时式（4）为 

( ) 0− =I TD c   (6)           

方程(6)的形式与相位封闭原理[10]一致。为使c有非

零解，令 

0− =I TD  (7)           

求得结构固有频率。各阶固有频率对应的模态

振型可以将从式(7)解得的频率回带到 T 和 D 矩阵

中，通过式(6)可解得波幅矢量 c。振型可由波幅系

数代入式（1）中解得。 

2.5  结构的几何定义 
每个单元的位移和波幅系数均在局域坐标系

中定义。对于弯曲梁单元，局域坐标系为圆周坐标

系统。所有的单元从 1 至 N标号。如单元 j的局域

坐标系为(x，y)j，该坐标系与相联接的其他单元有

关，由该转动用坐标轴转动角 β给出。则旋转的转

换矩阵可表示为 

rot

cos sin 0
sin cos 0

0 0 1

k j

β β
β β→

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

M  (8) 

从坐标系 k到坐标系 j的旋转可表示为 

              rot
j k j k
k k

→=U M U  (9) 

假定所有梁单元的局域坐标系都存在于同一

全局坐标系中，通过连续使用式(9)，在同一全局坐
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标系中表示。对于弯曲梁单元，需增加旋转矩阵来

模拟局域坐标系沿弯曲梁的旋转。 

2.6  传递矩阵 
通过联立节点处的力平衡条件和位移连续性

条件可得 6n个方程，这些方程可用来求解每个波动

的传递系数。每个单元中，位移可由一组正向和负

向传播的波动表示。 
    单元 1 和单元 j 之间，位移和转角的连续性可

表示为 

              1
1 rot

f
f

→=X M X               (10)

                                          
其中 X 定义为 

 
Tf f f

f i i iw uX ϕ⎡ ⎤= ⎣ ⎦   (11)                                                      

各单元中力和弯矩存在以下关系 

1
1 rot ext

2

n
f

f
f

→

=

= +∑F M X F  (12)                                                           

力矢量和弯矩为 

[ ]TV N M=F  (13)                                                   

入射波组、传递/反射波组、传递矩阵分别表示为 
T

created 1 2 3 nc c c c− + + +⎡ ⎤= ⎣ ⎦c  (14)                                                           

T

incident 1 2 3 nc c c c+ − − −⎡ ⎤= ⎣ ⎦c   (15)                                                           

2 1 1
1

1 2 2
2

1 2 1

n

n

n

n
n

r t t
t r t

t t r

+ → →

→ − →

→ → −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

T   (16) 

所以 ccreated=Tncincident，也可整理为如下形式求解

1
n

−=T C H  (17) 

其中 C 和 H 都是 6n×6n的矩阵。为计算由外部矢量

导致的波幅系数，式(10)和式(12)可改写为 

6( 1) 1
T 1

1 2 3 ext

ext

n

nq q q q
− ×

− + + + −

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

0
C F

M
 (18)                                                        

通过式(17)可解得每个节点的传递函数。 

3  不等截面圆环建模 

 
图 2  圆环几何不连续点 

本节以几何不连续点为例说明反射矩阵 r1+、透

射矩阵 r1→2、射线寻迹法的求解过程。该过程分为

四个步骤：①定义位移；②联立位移连续条件；③联

立力的平衡条件；④矩阵方程求解。 
考虑旋转圆环的宽度改变，圆环的曲率半径和

材料不变，即： 1 2I I≠ ， 1 2A A≠ ，此时，单元 1 的

量纲为一的量变为 

1
Uu
R

= ， 1
Ww
R

= ， 1
01

Tt
T

= ， 2 1
01

1

A
T R

EI
ρ

= ，

2 1
1 2

1

Ik
A R

= ， 1 02

E
R

Ω Ω
ρ

=  (19a)           

单元 2 的量纲为一的量变为 

2
Uu
R

= ， 2
Ww
R

= ， 2
02

Tt
T

= ， 2 2
02

2

A
T R

EI
ρ

= ，

2 2
2 2 02 2

2

I Ek
A R R

Ω Ω
ρ

= =，  (19b) 

3.1  定义位移 
定义图 2 单元 1 中位移和局域坐标系 1，单元 1

末端的位移可表示为 
1 ' ' '
1 1 1 2 3 1 2 3( ) w w w w w ww C C C C C Cθ + + + − − −= + + + + +  (20a) 
1 ' ' '
1 1 11 1 12 2 13 3( ) w w wu C C Cθ α α α+ + += + + +                            

14 1 15 2 16 3w w wC C Cα α α− − −+ +   (20b) 
1

1 11
1 1

d
d
w uϕ
θ

= −  (20c) 
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其中
1
1ϕ 为单元 1 上与单元 2 接触端弯曲转角。 

记：
T' ' ' '

1 1 2 3w w wC C C+ + + +⎡ ⎤= ⎦⎣c ；
T

1 1 2 3w w wC C C− − − −⎡ ⎤= ⎦⎣c 。 

定义图 2 单元 2 中位移和局域坐标系 2，单元 2 起

始端的位移可表示为 

2
2 1 2 3(0) w w ww D D D+ + + += + +  (21a)  

2
2 21 1 22 2 23 3(0) w w wu D D Dα α α+ + + += + +  (21b)                                                         

2
2 22
2 2

d
d
w uϕ
θ

+
+ += −  (21c) 

其中：α21 中第一个位置“2”表示单元 2；D +表示单

元开始端；正传波动的波幅系数表示为 
T

2 1 2 3w w wD D D+ + + +⎡ ⎤= ⎦⎣c  

量纲为一的力-位移关系式可以表达为 

θ
∂

= +
∂

uN u  (22a) 

 
2 3

2 3θ θ
∂ ∂

= −
∂ ∂

u wV   (22b) 

2

2θ θ
∂ ∂

= −
∂ ∂

u wM  (22c) 

3.2 位移连续性条件 
单元 1 末端的位移为 

1
1 1

1 1 '
1 1 1 11 12 13 1

1
1 1 11 11 12 12 13 13

( ) 1 1 1
( )
( ) i i i

w
u

θ
θ α α α

ϕ θ γ α γ α γ α

+

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − −⎣ ⎦⎣ ⎦

X c               

14 15 16 1

14 14 15 15 16 16

1 1 1

i i i
α α α

γ α γ α γ α

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− − −⎣ ⎦

c  (23) 

单元 2 始端位移为 

2
2

2 2
2 2 21 22 23 2

2
2 21 21 22 22 23 23

(0) 1 1 1
(0)
(0) i i i

w
u α α α
ϕ γ α γ α γ α

+

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − −⎣ ⎦⎣ ⎦

X c  (24) 

由于单元 1 和单元 2 中位移的归一化常数相

同，当截面的宽度改变时，故节点处的位移连续性

条件可表示为             

                1 2 1 2
1 rot 2

→=X M X   (25) 

由于单元 1→单元 2 的转角 0β = ，有 

2 1
rot

cos sin 0 1 0 0
sin cos 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1

β β
β β→

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

M ， 

即 

                  1 2
1 2=X X   (26) 

将式(23)、式(24)代入连续性方程(26)中可得 

'
11 12 13 1

11 11 12 12 13 13

1 1 1

i i i
α α α

γ α γ α γ α

+

⎡ ⎤
⎢ ⎥ +⎢ ⎥
⎢ ⎥− − −⎣ ⎦

c   

14 15 16 1

14 14 15 15 16 16

1 1 1

i i i
α α α

γ α γ α γ α

+

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− − −⎣ ⎦

rc  

21 22 23 1

21 21 22 22 23 23

1 1 1

i i i
α α α

γ α γ α γ α

+

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥− − −⎣ ⎦

tc   (27) 

3.3 力平衡条件 
将式(20)代入式(22)，可得单元 1 末端的力为 

1 2 3 2 3 2 3
1 11 11 11 12 12 12 13 13 13

1 1 '
1 1 11 11 12 12 13 13 1

1 2 2 2
1 11 11 11 12 12 12 13 13 13

i i i
i 1 i 1 i 1

i i i

V
N
M

α γ γ α γ γ α γ γ
α γ α γ α γ
γ α γ γ α γ γ α γ

+

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − −
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = + + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

F c

    

2 3 2 3 2 3
14 14 14 15 15 15 16 16 16

14 14 15 15 16 16 1
2 2 2

14 14 14 15 15 15 16 16 16

i i i
i 1 i 1 i 1

i i i

α γ γ α γ γ α γ γ
α γ α γ α γ
γ α γ γ α γ γ α γ

−

⎡ ⎤− − −
⎢ ⎥+ + +⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + +⎣ ⎦

c  (28) 

将式(21)代入式(22)，可得单元 2 始端的力为 
2 2 3 2 3 2 3

2 21 21 21 22 22 22 23 23 23
2 2

2 2 21 21 22 22 23 23 2
2 2 2 2
2 21 21 21 22 22 22 23 23 23

i i i
i 1 i 1 i 1

i i i

V
N
M

α γ γ α γ γ α γ γ
α γ α γ α γ
γ α γ γ α γ γ α γ

+

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − −
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

F c (29) 

由于截面的宽度改变时单元 1与单元 2中力的量纲-
化常数不同，故力的平衡条件写为 

             1 2 1 2
1 rot 2

→=F σM F  (30) 

其中 σ为归一化矩阵。由于单元 1→单元 2 的转角

0β = ，有 

2 1
rot

cos sin 0 1 0 0
sin cos 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1

β β
β β→

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

M  
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即 

                 1 2
1 2=F σF   (31) 

将式(29)、式(30)代入连续性方程(31)中可得 

2 3 2 3 2 3
11 11 11 12 12 12 13 13 13

'
11 11 12 12 13 13 1

2 2 2
11 11 11 12 12 12 13 13 13

i i i
i 1 i 1 i 1

i i i

α γ γ α γ γ α γ γ
α γ α γ α γ
γ α γ γ α γ γ α γ

+

⎡ ⎤− − −
⎢ ⎥+ + + +⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + +⎣ ⎦

c    

2 3 2 3 2 3
14 14 14 15 15 15 16 16 16

14 14 15 15 16 16 1
2 2 2

14 14 14 15 15 15 16 16 16

i i i
i 1 i 1 i 1

i i i

α γ γ α γ γ α γ γ
α γ α γ α γ
γ α γ γ α γ γ α γ

−

⎡ ⎤− − −
⎢ ⎥+ + +⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + +⎣ ⎦

c

2 3 2 3 2 3
21 21 21 22 22 22 23 23 23

21 21 22 22 23 23 2
2 2 2

21 21 21 22 22 22 23 23 23

1 1 1
i i i

i i i
i i i

α γ γ α γ γ α γ γ
α γ α γ α γ
γ α γ γ α γ γ α γ

+

⎡ ⎤− − −
⎢ ⎥= + + +⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + +⎣ ⎦

c  (32) 

3.4 矩阵方程求解 
写成矩阵形式                                                                                  

1 2 1
11 12 13

1 2 1
21 22 23

→ −

→ −

⎧ ⋅ + ⋅ =⎪
⎨

⋅ + ⋅ =⎪⎩

m t m r m
m t m r m

 (33) 

11 21 22 23

21 21 22 22 23 23

1 1 1

i i i
α α α

γ α γ α γ α

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥− − −⎣ ⎦

m  (34a) 

   12 14 15 16

14 14 15 15 16 16

1 1 1

i i i
α α α

γ α γ α γ α

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥− − −⎣ ⎦

m  (34b) 

  13 11 12 13

11 11 12 12 13 13

1 1 1

i i i
α α α

γ α γ α γ α

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥− − −⎣ ⎦

m    (34c)                                                    

2 3 2 3 2 3
21 21 21 22 22 22 23 23 23

21 21 21 22 22 23 23
2 2 2

21 21 21 22 22 22 23 23 23

i i i
i 1 i 1 i 1

i i i

α γ γ α γ γ α γ γ
α γ α γ α γ
γ α γ γ α γ γ α γ

⎡ ⎤− − −
⎢ ⎥= + + +⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + +⎣ ⎦

m  

 (34d)                                                

  

2 3 2 3 2 3
14 14 14 15 15 15 16 16 16

22 14 14 15 15 16 16
2 2 2

14 14 14 15 15 15 16 16 16

i i i
i 1 i 1 i 1

i i i

α γ γ α γ γ α γ γ
α γ α γ α γ
γ α γ γ α γ γ α γ

⎡ ⎤− − −
⎢ ⎥= − + + +⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + +⎣ ⎦

m    

(34e) 

2 3 2 3 2 3
11 11 11 12 12 12 12 13 13

21 11 11 12 12 13 13
2 2 2

11 11 11 12 12 12 13 13 13

i i i
i 1 i 1 i 1

i i i

α γ γ α γ γ α γ γ
α γ α γ α γ
γ α γ γ α γ γ α γ

⎡ ⎤− − −
⎢ ⎥= + + +⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + +⎣ ⎦

m  (34f) 

利用以上两个线性代数方程，可以求得透射矩

阵
1 2→t 和反射矩阵 r1+的值。 

1 1 1 11
21 22 11 12 21 23 11 13
1 1 1 1 1

22 21 12 11 22 23 12 13

( ) ( )
( ) ( )

− − − −−

− − − − −

⎧ = − −⎪
⎨
= − −⎪⎩

r m m m m m m m m
t m m m m m m m m

 

同理，可推反射矩阵 r2+和透射矩阵 2 1→t 。 

4 具体算例 

4.1 建模 
如图 3 所示，内径 r=0.0495m；外径 R=0.505m；

截面高度 h=0.001 m；圆弧 1 和 3 的截面宽度分别

为 b1=0.01m 和 b2 =0.005m；整个圆弧材料相同，质

量密度 ρ=7800kg/m3，弹性模量 E=207MPa、泊松

比 0.3=v ；转速Ω = 523.55rad/s。 

 
图 3 不等截面圆环示意图 

只考虑(x，y)平面内振动，用六个波幅系数定

义每个梁单元的位移。弯曲梁单元的编号为 1~5，
不同单元之间构成几何不连续节点。在单元 2 和 3
联接点上施加外力。 

使用圆周坐标系，使用旋转角定义单元 j和单

元 j+1 之间的联接，单元 i到单元 j的旋转角为 

1 2 2 3 3 4 4 5 5 1 0β β β β β→ → → → →= = = = =  (35) 

波幅矢量定义如下 

+ - + -
1 1 5 5c c c c⎡ ⎤⎣ ⎦= ...c  (36)           

全局传递矩阵 T 大小为30 30× ，每个单元的分量可

以用3 3× 的矩阵块表示，波动在单个单元上沿一个

方向传播。T 在除下列位置以外全为零元素 
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T

0

1 4 52 3

0 0 0 0 0 0 0 02- 3+q q
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦单元 单元 单元单元 单元

c =

1(1,2) +T = r ， 5(1,9) →1T = t  (37a)                                                           
1-(2,1)T = r ， 2 1(2,4) →T = t  (37b) 
2+(3,4)T = r ， 1 2(3,1) →T = t   (37c)                                                           

(4,6)T = I  (37d) 

(5,3)T = I  (37e) 
3-(6,5)T = r ， 4 3(6,8) →T = t  (37f) 
4(7,8) +T = r ， 3 4(7,5) →T = t  (37g) 
4-(8,7)T = r ， 5 4(8,10) →T = t  (37h) 
5+(9,0)T = r ， 4 5(9,7) →T = t  (37i) 

1 5(10,2) →T = t  (37j) 
全局对角耗散矩阵 D 可写为

1

1

5

5

( ) 0 0 0
0 ( ) 0 0

0 0 ( ) 0
0 0 0 ( )

T
T

T
T

D

θ
θ

θ
θ

+

−

+

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  (38) 

其中单元 j 的长度为 jθ 。对于弯曲梁单元：

1 4 5 / 2θ θ θ= = = π ； 2 3 / 4θ θ= = π 。 ±T 都是 30 30× 的

矩阵，将各单元长度代入，可解得所有单元传递矩

阵
±T 。 
施加外力于单元 3 和单元 4 之间，将引起波动

2-c 和
3+c ，所以在 0c 中第 4 行与第 5 行为非零元素  

 
 (39) 

 

数值计算程序的求解过程为：①将式(37)、
式(38)、式(39)代入 0( ) 1-c = I - TD c 求得波幅矢量 c；
②将 c 代入位移式（2）可解得任意单元中的位移响

应；③将式(37)和式(38)分别代入 ( ) 0I - TD c = 和

0I - TD = 求解自由响应；④对频谱的实部进行偶

拓展，虚部进行奇拓展，重构时域响应。  

4.2  数值仿真 
4.2.1 自由振动 

图 4 是特征方程的数值解图，其中：横坐标

为量纲为一的频率；纵坐标为扫频势特征方程的

幅值。经归一化可得固有频率(Hz)分别为 224.34、
269.86、 687.42、 725.97、 1325.60、 1379.02、
2194.17、3045.55、3165.39。 

 
图 4 频率方程的幅频曲线 

图 5 为圆环转速在 0~1×106r/m 范围内使用扫

频方法求得的所有固有频率。由图 5(a)~5(e)可知：

变截面圆环在静止时有两个非常接近的固有频率；

随着转速的增加，第一、三阶固有频率存在局部区

域低于静止圆环固有频率。 

 

 

 



应  用  力  学  学  报392  第 29 卷 

 

 

图 5  转速影响固有频率 

 
图 6  频域位移响应 

4.2.2 受迫振动 
使用式(25)~式(27)定义的几何关系，可用射线

寻迹法计算作用于单元 2 和单元 3 之间的集中力 F
所引起的 A点两个方向的位移。为激起所有模态，

设外力为：Vext=Next=1N、Mext=1N·m。 
A 点径向和周向的位移响应如图 6 所示。A 点

处位移响应的最大共振峰位于转动特征频率处。各

阶固有频率都有两个共振峰，这与本节自由响应的

结果一致。 

5 结束语 

射线寻迹法以波动传播的观点，使用传播和散

射来描述扰动在结构中的传播；文中应用射线寻迹

法研究不等截面圆环的自由、受迫响应。其表达式

与相位封闭原理结果一致，这对于复杂结构而言，

建模相对容易。 
在计算结果中，旋转不等截面圆环分支的起点

不是同一点，而旋转等截面圆环固有频率分支的起

点为同一点[9]。 
本文方法的优点在于建立局部坐标，叠加每个

单元波动所有迹，得到特征方程，简化建模过程。

射线寻迹法可以解决复杂环类的动力学建模问题。 
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