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ABSTRACT: The analytical model of a cylindrical eddy current 
probe placed above semi-infinite arbitrary layered structures is 
deduced by introducing magnetic vector potential based on the 
magnetoquasistatic Maxwell equations. During the impedance 
calculation, a symbolic operation is used to solve the coefficients 
of the magnetic vector potential expressions and as a result the 
impedance calculation becomes more efficient and less 
time-consuming. The presented analytical impedance model is 
applied in thickness measurement of a single layer metal and a 
conductive coating on a metal substrate in eddy current testing. 
The probe impedance response regularity due to the variation of 
thickness of single layer and conductive coating is investigated. 
Simulation results based on the presented model are in good 
agreement with the experimental ones and thus the correctness 
and effectiveness of the developed model is verified. There is 
every reason to believe that the impedance model can be applied 
in thickness measurement and be employed to determine other 
material properties of conductive structures and even used for the 
optimal design of eddy-current measurement systems. 

KEY WORDS: multi-layered conductive structures; thickness 
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摘要：从准静磁场条件下的 Maxwell 方程组出发，采用矢

量磁位法，推导了位于任意多层导电结构上方圆柱型电涡

流探头的阻抗解析模型。在阻抗计算中引入符号运算法求

解矢量磁位表达式系数，大大减小了程序计算量，提高了

程序效率。将阻抗解析模型应用于单层和两层导电结构厚

度检测，分别研究和分析了单层厚度、铝基体上铜涂镀层

厚度及铜基体上铝涂镀层厚度变化对探头阻抗变化的影

响规律。仿真及实验结果表明，所推导的理论模型正确， 
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可应用于导电结构厚度和材料属性检测的反演以及电涡

流检测系统的参数优化。 
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0  引言 

多层导电结构厚度检测是很多产品加工和检

测维修领域中急需解决的问题，如复合镀层厚度、

渗碳层深度检测、半导体上方金属膜厚度测量等。

因此，实时准确的多层导电结构厚度检测对于提高

过程控制质量和零部件在役检测与维修效率具有

重要意义[1-3]。在X射线、超声、电涡流等众多方法

中，电涡流检测技术以其安全、方便快捷、精度高

和成本低等优点在多层导电结构厚度检测方面获

得了广泛应用。 
在涡流检测技术的研究中，模型建立是非常重

要的一部分[3]。仿真模型可用于员工培训、理解涡流

检测的物理机理、优化探头设计[4]、优化检测系统参

数、构建反演模型[5]，甚至可以对问题的可检测性进

行评估[6]。Forster是最早建立涡流检测解析模型的学

者之一。Forster应用解析模型验证实验结果，并预估

试件材料属性对实验的影响[3]。对涡流解析模型的建

立做出了重要贡献的是Dodd、Deeds[7]和Luquire[8] 
等，他们推导了半无限大多层导电结构上方圆柱型

探头阻抗解析解；雷银照[9-10]研究了阻抗解析表达式

中Bessel函数的积分限，并比较了各种数值积分计算

方法；Theodoulidis[11-12]利用不同媒质分界面上的边

界条件，用特征函数级数逼近空间任意位置的矢量

磁位值，给出了基于铁心探头圆柱型涡流探头的阻

抗解析解。 J o h n  C . M o u l d e r [ 1 3 - 1 4 ] 、黄平 
捷[15]和W.Yin[16]等应用阻抗模型解析解，对多层导电

结构厚度、电导率等参数测量进行了深入的仿真与
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实验研究，并提出了相应的反演算法。 
本文在前人的研究基础上，从准静磁场条件下

的 Maxwell 方程组出发，依据电涡流厚度检测中磁

场的轴对称特性，推导了任意层半无限大导电结构

上方圆柱型探头的阻抗解析模型；在阻抗计算过程

中，引入了符号运算法求解矢量磁位表达式系数，

提高了计算效率；其后将解析模型应用于单层导电

结构厚度和导电基体材料上的导电涂镀层厚度检

测的仿真研究。最后对仿真结果进行了实验验证。 

1  阻抗数学模型 

根据文献[7-8,17]等推导的阻抗解析解可知，多

层导电结构上方圆柱型探头的阻抗解析表达式非

常复杂，且不易推导；当导电结构层数较多时，推

导阻抗解析表达式更加困难，甚至不可能。即使得

到了阻抗解析表达式也需要借助数值计算方法才

能获得探头阻抗值。为此，本文借鉴前人的多层导

电结构阻抗解析解模型，推导出了任意层数导电结

构上方圆柱型探头阻抗变化解析模型。 
一个空心圆柱线圈置于层数为 N 层(N≥1)的导

电结构上方，如图 1 所示，研究阻抗变化解析模型。 
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图 1  圆柱型线圈位于 N 层导电结构上方模型 

Fig.1  Model of cylindrical coil above 
arbitrary planar conductors 

各层结构的电导率、磁导率、厚度等参数可以不同。

假设各层结构为线性、均匀且各向同性的静止媒质。 
从准静态场条件下的Maxwell方程组[18]出发，

依据厚度检测中圆柱型探头线圈激励磁场的轴对

称特性，首先得到理想单匝线圈在正弦电流激励下

矢量磁位满足的偏微分方程[7-8]： 
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式中：I为线圈激励电流密度幅值；r、z为场点坐标；

r0、z0为源点坐标，Aϕ为柱坐标系中矢量磁位A的ϕ
分量幅值；ω为角频率；μ、σ分别为场点处材料的

磁导率与电导率；δ(r−r0)和δ(z−z0)为Dirac Delta函
数。 

应用分离变量法[19]和边界条件求解方程式(1)，
并用A代替Aϕ以简化表达(以下同)： 
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式中： J1(αr)为第一类Bessel函数； 2(iα α= +  
。 1/ 2j ) , 1,...,i i i Nωμ σ =

根据式(2)~(5)以及不同材料分界面上矢量磁位

和磁感应强度法向分量连续的边界条件[18]，应用

Fourier-Bessel积分，经整理可得到BB1、C2、B2B

0 0

t

tα

等系

数满足如下方程组： 
MX=b                 (6) 
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式中：l 为单匝线圈到第一层平板的距离；α为积分

变量。 
通过求解方程组式(6)可求得未知系数 X，进而

可求出理想单匝线圈在正弦电流激励 I 下空间任意
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一点的矢量磁位值。对于多匝线圈，当忽略线圈导

线内电流趋附效应时，线圈截面可看作具有均匀分

布的电流密度，即 

2 1 2 1( )(
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J
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− − )

 

式中：n为线圈匝数；In为单匝线圈激励电流幅值；

r1为线圈内半径；r2为线圈外半径；l1为线圈底端到

第一层材料的距离(即提离)；l2为线圈顶端到第一层

材料的距离。应用叠加原理得： 
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式中：s 为线圈横截面积；i=1,…,N+2，代表导电结

构区域编号。 
线圈上方的矢量磁位用A(1)计算，线圈下方的矢

量磁位用A(2)计算。对于 1-2 区域内(探头线圈顶端

与底端之间的区域)的矢量磁位A(1,2)，可将A(1)中的l2

替换为z，将A(2)的l1换为z，二者相加即可。 
根据法拉第电磁感应原理，V=j2πωrA，可得探

头线圈(1-2 区域)的自感电压为 
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从而得出任意层导电结构上方圆柱型线圈的

阻抗表达式为： 
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即得到任意层导电结构上方圆柱型线圈的阻抗值。

当探头下方为两层导电结构时，令t=t1=t2=…=tN−1，

σ2=…=σN以及μ2=…=μN，，结果与文献[7]中两层导

电结构上方圆柱型线圈的阻抗解析表达式一致。 
根据阻抗模型式(9)可知，探头阻抗值可表示为

被检测材料电导率、磁导率、厚度等多个参数的函

数，即 

1 2 1 2 1 1 1 1( , , , , , , , , , , , , , )N NZ F r r l l n t tσ σ μ μ N−= … … … (10) 

式中 f 为激励频率。可应用探头阻抗模型式(10)仿
真计算探头参数、各层材料属性参数(如电导率、磁

导率、厚度等)及激励频率等任意参数变化对探头阻

抗变化的影响，分析阻抗变化规律，从而为电涡流

检测系统参数优化设计和反演计算提供理论指导。 

2  模型计算 

从阻抗解析模型推导过程可见，要编程计算探

头阻抗值，求解矢量磁位A表达式中未知系数构成

的方程组式(6)是非常关键的一步。需要注意的是，

系数矩阵M的很多元素是积分变量α的函数。在多

层导电结构模型中很难、甚至无法得到矢量磁位A
的表达式时，多数采用了有限元或者采用数值计算

方法反复求解方程组式(6)。采用有限元法因计算量

大，在检测实时性方面难以达到要求；采用数值计

算方法，则方程组式(6)的求解次数与式(2)~(5)中变

量α和式(7)变量 以及rl 0的积分区域的离散化数乘

积相等。基于此，借助于Matlab强大的符号运算功

能，本文在求解方程组式(6)时引入符号运算法，只

要模型层数不变，方程组式(6)只需求解一次即可。

这样大大减小程序计算工作量，减少计算时间，提

高计算效率。 
根据前文推导的置于 N 层导电结构上方电涡

流检测探头的阻抗解析模型，作者编写了基于

Matlab 的阻抗计算程序。在程序运算前，需要确定

模型层数，以便确定方程组式(6)。程序流程图如 
图 2 所示。 
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图 2  多层导电结构阻抗解析模型计算程序流程图 

Fig. 2  Computation program flowchart of impedance 
analytical model of multi-layered conductors 

3  仿真与实验研究 

3.1  研究对象及装置 
针对单层导电结构厚度检测和导电基体材料

上方导电涂层厚度检测两类实际问题，利用前文推

导的任意多层导电结构厚度电涡流检测阻抗解析

模型进行仿真研究，总结了因厚度变化引起的阻抗

变化规律，并对仿真结果进行实验验证。 
仿真研究中采用了基于 Matlab 的阻抗计算程

序；实验验证时，采用标准比较式差动探头，应用

的电涡流检测实验系统原理框图如图 3 所示。 
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图 3  实验系统原理图 

Fig. 3  Schematic of eddy current instrument 

仿真与实验研究中使用的探头参数如表 1 所

示。仿真与实验中使用的金属试件为铝板 (σ = 
18.5 MS/m，μ=μ 0)和铜板(σ =58 MS/m，μ=μ 0)。 

表 1  探头参数 
Tab. 1  Probe Parameters 

探头结构 参数值 

内半径/mm 3.0 
外半径/mm 5.11 

探头长度/mm 20.70 
匝数 330 

线圈电阻/Ω 19.84 
线圈电感/mH 1.02 

为方便与仿真结果进行比较，根据实验系统增

益将检测电压值换算为探头输出电压值，然后借鉴

阻抗归范化方法对检测数据进行归范化处理。实验

中探头采用电流源激励，归范化处理后的检测结果

可以消除电流因素。 
3.2  单层厚度检测仿真及实验验证 

单层(N=2)金属板厚度检测，在很多领域如铝

箔、锡箔、易拉罐等加工制造业都有重要的应用价

值[1,5,20]，问题模型如图 4 所示。提离l1为 0.5 mm，

激励频率f为 1 kHz，探头参数如表 1 所示。金属材

料为铝板，其厚度t变化范围为 0.4~4 mm，步长为

0.4 mm。 
 

探头 2 探头 1 

厚度 t 

l1 

 
图 4  单层板厚度检测模型 

Fig. 4  Thickness measurement model of 
single conductive plate 

图 5 是探头阻抗幅值与厚度关系图，图 6 是厚

度变化相位图。实线为仿真结果，虚线为实验结果。

从图 5、图 6 可知，厚度增加时，阻抗幅值(检测电

压幅值)逐步变小，相角也逐步变小。这与文献[1,15]
中给出的规律是一致的。研究得出的厚度变化对阻

抗变化的影响规律对于构建反演算法、解释检测结

果具有理论指导意义。 
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图 5  归一化阻抗/电压与单层板厚度关系图 

Fig. 5  Normalized impedance (solid line) and voltage 
(dashed line) versus thickness of single plate 
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图 6  单层板厚度检测仿真与实验相位图 

Fig. 6  Phase characteristic of thickness measurement of 
single plate by simulation and experiment 

3.3  基体材料的导电涂层厚度检测 
基体材料的导电涂层厚度检测(N=3)，这在民

用、航空等众多工业领域中有着广泛应用[1,21-23]。

为了获得特殊的表面性能，如抗腐蚀、耐磨、美观

等，许多金属部件往往要涂或镀涂镀层。按照实际

应用中基体材料与涂层材料电导率的大小可分为

两类：一类是基体材料的电导率大于涂层材料电导

率，如钢基体材料上的铜、锌或者镉覆盖层；另一

类是基体材料的电导率大于涂层材料电导率，如铝

基体材料上的铜或者铅覆盖层。问题模型如图 7 所

示，两层结构均为导电材料，用于模拟金属基体上

的导电涂镀层。本实验中用铜基体材料上的铝涂层

和铝基体材料上的铜涂层对两类实际问题分别进

行了仿真与实验研究。 
实验中，提离l1为 0.5 mm，激励频率f为 1 kHz，

探头参数如表 1 所示。基体材料厚度t2为 4 mm，导

电涂镀层厚度t1从 0.1 mm增加到 1 mm，步长为 0.1 
mm。仿真与实验结果分别如图 8、9 所示。实线为

仿真结果，虚线为实验结果。 
从仿真与实验结果可知，铝基体上为铜涂镀层 
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图 7  双层导电结构涂层厚度检测示意图 
Fig. 7  Thickness measurement model of 

double conductive plates 
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图 8  归一化阻抗/电压与导电涂层厚度关系图 

Fig. 8  Normalized impedance (solid line) and voltage 
(dashed line) versus thickness of conductive 

coating on conductive substrate 
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图 9  导电涂层厚度变化相位图 

Fig. 9  Phase characteristic of thickness measurement of 
conductive coating on conductive substrate 

by simulation and experiment 

时，涂镀层厚度增加，阻抗幅值减小，相角也减小，

这与单层导电结构厚度变化的规律相似；当铜基体

上为铝涂镀层时，涂镀层厚度增加，阻抗幅值增大，

相角也增大，与铝基体上为铜涂镀层的变化规律相

反。由此可知，高电导率基体上的低电导率涂镀层

厚度变化的探头响应与低电导率基体上的高电导

率涂镀层厚度变化的探头响应具有一定的对称性。

这值得在实际检测中加以注意。 

4  结论 

本文从理论及实验两方面研究了多层导电结

构厚度电涡流检测问题。从准静磁场条件下的

Maxwell 方程组出发，依据多层导电结构厚度电涡

流检测中磁场的轴对称特性，推导了置于 N 层半无

限大导电结构上方圆柱型探头的阻抗解析模型，编

写了基于 Matlab 的阻抗计算程序；在程序中引入了

符号运算法，用于求解矢量磁位表达式系数方程

组，从而使程序计算量小、效率高、速度快。将阻

抗解析模型应用于单层和两层导电结构厚度检测，

分别研究和分析了单层厚度、铝基体上铜涂镀层厚

度及铜基体上铝涂镀层厚度变化对探头阻抗变化

的影响规律。仿真及实验结果表明，所推导的理论

模型正确，可应用于导电结构厚度和材料属性检测

的反演以及电涡流检测系统的参数优化。 
本文的研究工作对于解释检测结果、优化检测

实验系统参数、为厚度检测提供正向解以及指导工

程技术人员利用涡流法解决实际问题都具有重要

的理论和实际意义。 
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