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ABSTRACT: The levitation stiffness problem of hybrid 
suspension system with electro and permanent magnets is 
noteworthy. Based on the force model of hybrid suspension 
system, this paper presents the constraint relation between 
levitation stiffness and the structural and material property of 
permanent magnets. Furthermore, the relation between levitat- 
ion stiffness and proportional action coefficient is put forward. 
The regulation power loss of hybrid suspension system caused 
by levitation stiffness variation was analyzed. The value of 
optimal levitation stiffness and proportional action coefficient 
under the optimal linearity range were discussed. The result 
shows that rational configuration of permanent magnets and 
reasonable proportional action coefficient can improve stiffness. 
The improvement of levitation stiffness can reduce regulation 
power loss, enhance stability and carrying capacity. 
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regulation power loss; optimal linearity range; optimal levitat- 
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摘要：对电磁–永磁混合磁悬浮系统的悬浮刚度问题展开研

究，基于混悬系统的力学模型，导出了悬浮刚度与永久磁铁

的厚度、截面积、材料特性等因素及 PID 控制中的比例系

数之间的约束关系，说明悬浮刚度大小对于混合磁悬浮系统

控制功耗的影响，并分析了最优线性度下的最优悬浮刚度及

最优比例系数的取值问题。分析结果表明，选取合理的永久

磁铁结构及比例系数能提升系统的悬浮刚度，合理地增加悬

浮刚度能降低混悬系统的控制功耗，同时提高系统的稳定性

及承载能力。 
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0  引言 

电磁–永磁混合磁悬浮系统利用永磁磁通产生

系统悬浮所需的静态悬浮力，电磁磁通用于对混合

磁悬浮系统的动态调节，因而该新型结构[1-9]具有悬

浮功耗小、对车载电源技术要求低、承载比高等优

点，成为当前磁悬浮研究领域的一大热点。 
电磁–永磁混合磁悬浮系统中，悬浮刚度是表

征系统悬浮性能的一个重要指标。由于永久磁铁的

引入，其悬浮刚度的大小不仅与电磁部分的结构参

数有关，与控制算法、永磁材料的特性及永久磁铁

的结构参数之间也必然存在约束关系。 
本文基于电磁–永磁混合磁悬浮系统的力学模

型，着重推导悬浮刚度与永久磁铁的材料特性及结

构参数之间的约束关系，以期从原理上指导混合磁

铁的结构设计[10]并对悬浮控制算法[11-15]的改进提

供重要的参考。 

1  悬浮刚度的数学模型 

1.1  数学建模 
对于图 1 所示的电磁–永磁混合磁悬浮系统，在

模型精度允许范围内作如下假设[16-17]：1）忽略漏 
轨道 

δ 
S 

N 

Sm

δm

i  
图 1  混合磁铁悬浮示意图 

Fig. 1  Schematic diagram of hybrid magnet 
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磁通和磁场的边缘效应；2）忽略线圈铁芯与轨道的

磁阻，即认为磁势均匀降在间隙和永久磁铁厚度上。 
设μ0为真空磁导率；μr为永磁材料的相对磁导

率；Hc为永磁矫顽力；S为等效磁极面积；Sm为永

久磁铁的截面积；δm为永久磁铁厚度；Bm为永磁处

的磁通；Hm为永磁处的磁场强度；δ为悬浮间隙；B
为气隙磁通；H为气隙磁场强度；u为线圈电压，是

控制量；i为电磁线圈电流；N为线圈匝数；M为悬

浮质量；g为重力加速度；F′为磁力。 
根据假设 1，由磁通连续定理得到： 

m mBS B S=     
所以 

0
m

m m

HSBSB
S S

μ
= =            (1) 

根据永磁材料的特性，永磁材料厚度δm处的垂

向磁场强度满足： 
m

m c c
r 0 r m

B HH H H
Sμ μ μ

= − + = − +
S

Ni

    (2) 

根据假设 2，根据安培环路定理，得 

m m2 2H Hδ δ⋅ + ⋅ =  
所以 
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m
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根据磁力计算式 2
0

1
2

F Hμ= S ，得到图 1 所示

结构的磁力为 

    
2

2 0 m
0

2m

r m

[ 2 ]

4( )

S Ni HF H S S
S

μ δμ δδ
μ

+′ = =
+

c      (4) 

从而得到系统的位移刚度系数为 
2
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电流刚度系数为 
0 m
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因此，全系统的悬浮刚度 K 为 

i
FK K Kδ

i
δ δ

′Δ
= = + ⋅

Δ Δ
Δ          (7) 

针对以(δ0,i0)(i0=0)为平衡点的线性化系统，由

式(5)可知，位移刚度系数Kδ部分由永久磁铁的结 

构及特性和电磁线圈的结构决定， i
iK
δ

Δ
⋅
Δ

部分除了 

与永久磁铁的规格和电磁线圈的结构有关外还与控

制作用密切相关。此外，为实现系统的闭环稳定必

然要求系统具有正的悬浮刚度，即 K>0，从而要求： 

  
i

Ki
K

δ

δ
Δ

> −
Δ

                (8) 

1.2  基于永久磁铁结构的悬浮刚度分析 
由 1.1 节的悬浮刚度模型可知，永久磁铁的厚

度δm、相对磁导率μr、矫顽力Hc及截面积Sm与悬浮

刚度关系密切。 
将式(5)、(6)代入式(7)，并结合平衡点条件：(δ0, 

i0)(i0=0)，则静态悬浮刚度为 
2
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对于永久磁铁的截面积，求悬浮刚度对于永久

磁铁截面积的偏导得到： 
2 2 2
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所以当 c m

0 m r m

3
[ /(

Hi
N S S )]

δ
δ δ δ μ

Δ
>

Δ +
时，增大永久磁铁

的截面积Sm能提高悬浮刚度。同理，采用相对磁导

率μr大的永久磁铁也能提高悬浮刚度。 
对于永磁矫顽力Hc，由于 

0 m

3mc
0

r m

m
0

r m

( )

[ ( ) 4         

SK
SH

S
i SN

S

μ δ
δδ
μ

δ
c m ]Hδ δ

δ μ

∂
= ⋅

∂ +

Δ
⋅ + −

Δ
     (11) 

所以当 c m

0 m r m

4
[ /(

Hi
N S S )]

δ
δ δ δ μ

Δ
>

Δ +
时，用矫顽力大的 

永磁材料能提高悬浮刚度，否则将得到负作用。 
对于永久磁铁的厚度δm而言，悬浮刚度随永久 

磁铁厚度的变化关系不仅与控制中的
i
δ

Δ
Δ

值有关， 

还与截面积比Sm/S有关。若选择仿真参数如下：

N=750；S=0.021 m2；Hc=8.4×105 A/m；δ0=0.01 m； 

μr=1.25；μ0=4π×10−7； 8 960i
δ

Δ
=

Δ
 ，则悬浮刚度与 

永久磁铁的厚度及截面积比之间的约束关系如图 2
所示。图 2 清楚地表明了，在永久磁铁厚度一定的

情况下，增大永久磁铁的截面积能显著改善悬浮刚 
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图 2  不同截面积比下悬浮刚度与永久磁铁厚度对应关系 
Fig. 2  Relation between levitation stiffness and thickness 

of permanent magnets under varies pole area 

度性能；在永久磁铁的厚度低于某一值时增加永久

磁铁的厚度能提高系统悬浮刚度，超过该值时增加

永久磁铁的厚度将导致系统悬浮刚度的减弱，而该

值的大小与截面积比有直接的关系。 
根据上述分析可知，在电磁铁结构固定且Δi/Δδ 

取值合理的情况下，混合系统的悬浮刚度能通过修

改永久磁铁的尺寸或者选用特性更好的永磁材料

来提升，即采用相对磁导率μr高或矫顽力Hc大的永

磁体、适当增加永久磁铁的厚度δm及提高永久磁铁

的截面积Sm等。此外，修改永久磁铁的结构参数将

影响混悬系统在零功率悬浮[18]下的承载能力，具体

影响可通过式(4)直观地得到。 
1.3  基于 PID 控制的悬浮刚度分析 

在常规的 PID 零功率控制作用下，电磁–永磁

混合悬浮系统的线圈控制电压 u 满足如下关系： 
           (12) p e d i( )u k k k i tδ δ δ= − + + ∫ d

d

式中：kp、kd、ki分别为比例、微分、积分系数；δe

为预设间隙，零功率控制通过对电流的积分来实现。 
在混合悬浮系统中引入快速电流环[19]的概念

并进行归一化处理后，控制电压与线圈电流的关系

近似相等[3]，因而线圈电流具备如下的关系： 
               (13) p e d i( )i k k k i tδ δ δ= − + + ∫

由于电流积分系数足够小，所以满足 p
i k
δ

Δ
≈

Δ
，因 

而kp>−Kδ/Ki，这与文献[18]中系统可以稳定的结论

相一致。结合式(7)可知，常规PID控制对于悬浮刚

度的贡献主要体现在比例系数上，所以在常规PID
控制作用下，混合EMS系统的控制刚度部分为 

        i
iK K
δ

Δ
=

Δ i pk               (14) 

2  悬浮刚度与控制功耗之间的约束关系 

磁悬浮系统的能耗主要是由于轨道的不规则

引起的[20]。为了简化分析，在此视两相邻支撑梁之

间的轨道垂向形变依正弦形式进行，因而轨道高度

变化模型为 
           ( ) sin(2 / )h t A Vt λ= π        (15) 

式中：A 为高度变化幅度；V 为运行速度；λ为相邻

支撑梁之间的距离。 
针对图 1 所示系统，其垂向的动力学关系近似

满足[4]： 

0 0 0 00 0
i( , ) ( , )( , ) ( )i iiF Mg K K i Mhδδ δδ δ′ − + Δ + Δ = t  (16) 

由于在平衡点(δ0,i0)(i0=0)处静态力等于重力，将 

轨道高度的变化模型代入上式及结合 p
i k
δ

Δ
≈

Δ
，得 
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2
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ii

k MA V Vti
K k Kδ δδ

λ
λ

π π
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+
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在归一化处理[2]以后，系统的控制电压与电流

相等，因而悬浮系统的能耗为 
2

p2 2
av 0

(2 )1( ) d [ ]
2

V k MA VVP i t
K

λ λ
λ

π
= Δ =∫   (18) 

由式(18)可知，比例系数一定的情况下，通过

适当增加永磁材料的厚度δm、采用相对磁导率μr高

或矫顽力Hc大的永磁材料及增大永久磁铁的截面

积Sm等提高悬浮刚度的方法能实现降低混悬系统

控制功耗的目的；永久磁铁结构参数一定的情况

下，通过增大kp来提高悬浮刚度的方法将意味着混

悬系统控制功耗的增加。 

3  最优线性度下的悬浮刚度分析 

根据 1.2 节的分析可知，永久磁铁的结构参数

对于悬浮刚度的作用与控制参数kp的选取关系密

切。其中控制参数kp的一组合理取值为 

c m
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m
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r m
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H kSN
S

δ
δδ
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<
+
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对F′在平衡点(δ0,i0)(i0=0)进行 2 阶泰勒展开[21]，得 
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上式的误差为(Δδ, Δi)的 3 阶小量。为保证F′在平衡

点(δ0,i0)(i0=0)的线性度，要求： 
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代入式 p
i k
δ

Δ
≈

Δ
，得到比例系数的最优取值为 

 c m
p

m
0

r m

6

( )

Hk SN
S

δ
δδ
μ

=
+

           (22) 

当 c m
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0 m r m
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δ
δ δ μ
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时，系统处于临界稳定 

状态，悬浮刚度为零，故无意义。在该情况下，系

统的最优线性度所对应的悬浮刚度为 
2

0 c m
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μ δ
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从最优悬浮刚度的取值来看，比例系数所产生

的悬浮刚度除了抵消永久磁铁部分的负悬浮刚度

部分外，还额外提供实现系统稳定悬浮所需的正刚

度部分，悬浮刚度的大小正好为位置刚度系数在平

衡点(δ0,i0)(i0=0)处值的 2 倍。在最优比例系数条件

下，通过增加永久磁铁的截面积，选用相对磁导率

高或矫顽力大的永磁材料或者适当增大永久磁铁

的厚度都能提高系统的最优悬浮刚度。 

4  结论 

本文针对电磁–永磁混合磁悬浮系统的悬浮刚

度问题展开研究。从结构和控制两方面分别分析了

影响悬浮刚度的因素，得到了如下的有用结论： 
1）在比例系数选取合适的情况下，增加永久

磁铁的截面积、选用相对磁导率高或矫顽力大的永

磁材料及适当增加永久磁铁的厚度等方法能够提

高悬浮刚度。 
2）电磁–永磁混合磁悬浮系统的悬浮刚度对系

统的控制功耗有直接的影响。当比例系数一定的条

件下，悬浮刚度的增加将大大降低控制功耗。 
3）根据系统的线性度要求分析了比例系数的

最优选值问题，求解得到了最佳线性度下的最优悬

浮刚度。当反馈控制作用产生的正刚度为混合磁铁

本身具有的负刚度绝对值的 3 倍时，系统的线性度

最优并且悬浮刚度为混合磁铁自身负刚度绝对值

的 2 倍。 
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