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空心悬臂梁在 ＳＭＡ层驱动下的变形分析
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摘　要：基于经典的复合材料梁理论、Ｔａｎａｋａ的 ＳＭＡ应力应变关系以及 Ｌｉｎ的线性相变动力模
型，研究了矩形空心悬臂梁在ＳＭＡ驱动下的变形特性，建立了结构应力、应变、位移求解的数
学模型，通过数值计算揭示了ＳＭＡ层对该类结构的驱动作用，分析了温度、壁厚度以及ＳＭＡ残
余应变的影响．研究表明，在马氏体向奥氏体转变过程中，空心悬臂梁在 ＳＭＡ层的驱动下产生
显著的横向位移，ＳＭＡ层厚度、残余应变是影响ＳＭＡ的变形驱动性能的敏感参数．
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ｆｌｅｃｔｉｏｎｃａｎｂｅｉｎｄｕｃｅｄｉｎｔｈｅｔｈｉｎｗａｌｌｅｄｂｏｘｓｅｃｔｉｏｎｂｅａｍｄｕｒｉｎｇｔｈｅｐｈａｓｅｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｄｕｅｔｏＳＭＡａｃｔｕａｔｉｏｎ．
ＴｈｅｅｆｆｅｃｔｓｏｆｔｈｉｃｋｎｅｓｓｏｆｔｈｅｂｅａｍｗａｌｌａｎｄｔｈｅｍａｒｔｅｎｓｉｔｉｃｒｅｓｉｄｕａｌｓｔｒａｉｎｏｆＳＭＡｌａｙｅｒｓａｒｅａｌｓｏａｄｄｒｅｓｓｅｄ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｓｈａｐｅｍｅｍｏｒｙａｌｌｏｙ（ＳＭＡ）；ｃｌｏｓｅｄｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｓｂｅａｍ；ｓｔａｔｉｃｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｃｏｎｔｒｏｌ

　　形状记忆合金 （ＳＭＡ）由于其优良的形状记忆效应，已在结构振动、噪声控制中得到广泛的应用［１］．
结构形状的控制也是ＳＭＡ应用的一个方面．Ｂａｚ等［２］采用ＳＭＡ对玻璃环氧梁进行形状控制；Ｌｉａｎｇ等［３］研

究了利用ＳＭＡ扭转元驱动结构扭转变形的问题；Ｇｏｒｄａｎｉｎｅｊａｄ等［４］提出一个二维 ＳＭＡ／弹性体驱动器模
型；Ｇｈｏｍｓｈｅｉ等［５］研究了一个三维ＳＭＡ／弹性体变形驱动性能；Ｃｈａｎｄｒａ［６］研究了弯扭耦合复合材料梁在
ＳＭＡ弯曲元作用下的变形功能；何富存研究了偏心ＳＭＡ丝的复合材料悬臂梁的静变形［７］，以及表面粘贴
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ＳＭＡ薄层复合材料梁的弯曲变形［８］．已有的研究主要是针对实心截面梁类结构［２－３，６－９］，很少考虑薄壁空

心截面梁结构［５］，此外对ＳＭＡ的变形驱动机制以及参数影响问题，尚待进行更加深入和系统地探讨．
悬臂梁结构在采煤机、液压支架、掘进机等煤矿设备中得到了广泛应用．本文研究一个薄壁表面粘贴

ＳＭＡ层的矩形空心截面复合材料悬臂梁在ＳＭＡ回复应变驱动下的静变形特性，揭示了ＳＭＡ层对该类结构
的驱动机理，对ＳＭＡ激励稳定温度、ＳＭＡ层厚度以及ＳＭＡ残余应变等因素的影响进行了深入分析．

１　基本理论

ＳＭＡ的应力应变关系［９］采用σ＝Ｅｓ（ε－ε０）＋Θ（Ｔ－Ｔｆ）＋Ω（ξ－１），其中，Ｅｓ，Θ，Ω分别为ＳＭＡ

的弹性模量、热弹性张量和相变张量；ε０，Ｔｆ，ξ分别为ＳＭＡ的马氏体残余应变、复合材料梁的制备温度
和马氏体含量．弹性体的应力应变关系为σ＝Ｅｃ［ε－αｃ（Ｔ－Ｔｆ）］，其中，Ｅｃ，αｃ分别为弹性体的弹性模
量和热膨胀系数．按照经典的Ｅｕｌｅｒ－Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ理论，有

ε＝ｄｕｄｘ－ｚ
ｄ２ｗ
ｄｘ２
， （１）

式中，ｕ，ｗ分别为梁的轴向位移和横向位移．
复合材料梁的内力－位移关系可表示为

Ｎ＝Ａｄｕｄｘ－Ｂ
ｄ２ｗ
ｄｘ２
－ＮＴ－Ｎｓ，Ｍ ＝Ｂｄｕｄｘ－Ｄ

ｄ２ｗ
ｄｘ２
－ＭＴ－Ｍｓ， （２）

式中，Ｎ，Ｍ分别为截面轴力和弯矩；Ａ，Ｂ，Ｄ为梁的刚度系数；ＮＴ，Ｎｓ分别为温度、相变诱发的轴力；
ＭＴ，Ｍｓ分别为温度、相变诱发的弯矩．

当梁上无外载荷作用时，任意截面上Ｎ＝０，Ｍ＝０，所以式 （２）可变为

Ａｄｕｄｘ－Ｂ
ｄ２ｗ
ｄｘ２
＝ＮＴ＋Ｎｓ，Ｂｄｕｄｘ－Ｄ

ｄ２ｗ
ｄｘ２
＝ＭＴ＋Ｍｓ，

（Ａ，Ｂ，Ｄ）＝∫
ＡＴ

Ｅ（１，ｚ，ｚ２）ｄｚ＝∫
Ａｃ

Ｅｃ（１，ｚ，ｚ
２）ｄｚ＋∫

Ａｓ

Ｅｓ（１，ｚ，ｚ
２）ｄｚ，

（３）

式中，Ａｃ，Ａｓ分别为复合材料梁横截面当中弹性基体和ＳＭＡ的面积．

（ＮＴ，ＭＴ）＝∫
ＡＴ

ＥαΔＴ（１，ｚ）ｄｚ＝∫
Ａｃ

ＥｃαｃΔＴ（１，ｚ）ｄｚ－∫
Ａｓ

ΘΔＴ（１，ｚ）ｄｚ，

图１　含ＳＭＡ层的复合材料矩形空心悬臂梁结构截面
Ｆｉｇ１　ＣａｎｔｉｌｅｖｅｒｂｏｘｂｅａｍｓｅｃｔｉｏｎｓｃｈｅｍｅｓｗｉｔｈＳＭＡｌａｙｅｒｓ

ｂｏｎｄｅｄｔｏｉｎｔｅｒｆａｃｅｓｏｆｗａｌｌ

式中，ΔＴ＝Ｔ－Ｔｆ；ＡＴ为箱梁截面的总
面积．

含ＳＭＡ层的复合材料矩形空心悬
臂梁结构如图１所示．

假定 ＳＭＡ层相互之间热隔离，只
有梁上下ＳＭＡ层２、４能够同时被激活，
相应的温度分布均匀，分别用 Ｔｎ２和 Ｔｎ４
表示；梁上下弹性层的温度假定沿厚度

线性分布，用Ｔｍ２（ｚ）和Ｔｍ４（ｚ）表示．不
计加热层与其余部分之间的热传导，梁的最内层与一个具有常温 Ｔ０ （热沉温度）的吸热器相接

［５］．当温
度超过其玻璃转变温度时，基体材料的弹性模量随温度变化［１０］具有下列简化形式，即

Ｅｃ（Ｔ）＝Ｓ（Ｔ－Ｔ０）＋Ｅｃ０，
式中，Ｓ为基体材料弹性模量－温度变化曲线的斜率；Ｅｃ０为弹性基体在热沉温度Ｔ０下的弹性模量．

由ＳＭＡ相变诱发的轴力和弯矩Ｎｓ，Ｍｓ为

５２７１
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（Ｎｓ，Ｍｓ）＝∫
Ａｓ

Ω（１－ξ）（１，ｚ）ｄｚ． （４）

　　低温马氏体相到高温奥氏体相 （Ｍ→Ａ）的相变动力学方程［１１］为

ξ＝

１　　　　　　　　　 Ｔ≤Ａｓ＋
｜σ｜
Ｃ( )
Ａ
，

１－
Ｔ－Ａｓ
Ａｆ－Ａｓ

＋ ｜σ｜
ＣＡ（Ａｆ－Ａｓ）

Ａｓ＋
｜σ｜
ＣＡ
≤Ｔ≤Ａｆ＋

｜σ｜
Ｃ( )
Ａ
，

０　　　　　　　　　 Ｔ≥Ａｆ＋
｜σ｜
Ｃ( )
Ａ











 ．

（５）

　　由方程 （２），（４）和 （５）得

Ｎｓ＝Ｌ１
ｄｕ
ｄｘ－Ｌ２

ｄ２ｗ
ｄｘ２
＋Ｌ３Ｅ，Ｍ

ｓ＝Ｌ′１
ｄｕ
ｄｘ－Ｌ′２

ｄ２ｗ
ｄｘ２
＋Ｌ′３， （６）

式中，ＣＡ为奥氏体转变开始温度与应力的等效转换系数；系数Ｌ１，Ｌ２，Ｌ３，Ｌ′１，Ｌ′２，Ｌ′３与驱动温度、基体
弹性模量、截面几何尺寸等参数有关，在方程 （５）的３个不同的温度区间内，它们的形式也不同［５］．

将式 （６）代入式 （３），化简得

（Ａ－Ｌ１）
ｄｕ
ｄｘ＋（Ｌ２－Ｂ）

ｄ２ｗ
ｄｘ２
＝ＮＴ＋Ｌ３，（Ｂ－Ｌ′１）

ｄｕ
ｄｘ＋（Ｌ′２－Ｄ）

ｄ２ｗ
ｄｘ２
＝ＭＴ＋Ｌ′３． （７）

图２　含ＳＭＡ层的复合材料矩形空心悬臂梁响应求解流程
Ｆｉｇ２　ＲｅｓｐｏｎｓｅｓｏｌｖｉｎｇｆｌｏｗｏｆｔｈｅｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｂｏｘｂｅａｍｗｉｔｈＳＭＡｌａｙｅｒｓ

　　由式 （７）解得

ｄｕ
ｄｘ＝

（ＮＴ＋Ｌ３）（Ｌ′２－Ｄ）－（Ｍ
Ｔ＋Ｌ′３）（Ｌ２－Ｂ）

（Ａ－Ｌ１）（Ｌ′２－Ｄ）－（Ｂ－Ｌ′１）（Ｌ２－Ｂ）
≡Ｈ，

ｄ２ｗ
ｄｘ２
＝
（ＭＴ＋Ｌ′３）（Ａ－Ｌ１）－（Ｎ

Ｔ＋Ｌ３）（Ｂ－Ｌ′１）
（Ａ－Ｌ１）（Ｌ′２－Ｄ）－（Ｂ－Ｌ′１）（Ｌ２－Ｂ）

≡









 Ｖ．
（８）

　　积分式 （８），并且利用边界条
件：ｕ（０）＝０，ｗ（０）＝ｗ′（０）＝０得
ｕ（ｘ）＝Ｈｘ，ｗ（ｘ）＝Ｖｘ２／２．代入式
（１），得ε＝Ｈ－Ｖｚ；代入式 （６），得
Ｎｓ ＝Ｌ１Ｈ－Ｌ２Ｖ＋Ｌ３，Ｍ

ｓ ＝Ｌ′１Ｈ－
Ｌ′２Ｖ＋Ｌ′３．

当激励温度给定时，为求得复合

材料梁任意截面上任意点处的 ｕ，ｗ，
ε，σ，首先要计算马氏体含量 ξ，但
这又必须已知σ，所以要借助于迭代
求解，迭代过程如图２所示．

２　数值结果

考虑图１复合材料悬臂梁，当激
活位于上端的 ＳＭＡ层的情形．结构
几何尺寸选取：ｂ／ａ＝１，ｌ／ａ＝１５，
ｔｎ１／ａ＝ｔｎ２／ａ＝００５，ｔｍ１／ａ＝ｔｍ２／ａ＝
０３．复合材料中的ＳＭＡ层采用５５－
ＮｉＴｉ，连同基体所采用的材料性能参
数见文献 ［５］．取Ω＝－１７６２ＭＰａ，

６２７１



第１２期 杨树莲等：空心悬臂梁在ＳＭＡ层驱动下的变形分析

图３　应力、马氏体含量沿梁跨度分布曲线
Ｆｉｇ３　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆｓｔｒｅｓｓａｎｄｍａｒｔｅｎｓｉｔｅｃｏｎｔｅｎｔ

ａｌｏｎｇｔｈｅｂｅａｍｓｐａｎ

热沉温度 Ｔ０＝７７Ｋ，复合材料梁的制备温
度Ｔｆ＝７７Ｋ．

图３为不同激励温度下上端 ＳＭＡ层厚
度１／２处的σ和ξ沿梁跨度上的分布规律．

由图３可见，在所给出的５个激励温度
中，包含了低温马氏体相温度 Ｔｎ２＝７７Ｋ、
高温奥氏体相温度 Ｔｎ２＝５００Ｋ以及３个产
生马氏体相向奥氏体相转变的温度 Ｔｎ２＝
３２０，３６０，３５２Ｋ，在Ｔｎ２＝７７Ｋ时，马氏体
含量 ξ＝１，说明 ＳＭＡ层全部为马氏体相；
在Ｔｎ２＝５００Ｋ时，马氏体含量 ξ＝０，说明 ＳＭＡ层全部为奥氏体相；在温度 Ｔｎ２＝３２０，３６０，３５２Ｋ时，
０
!ξ!１，说明ＳＭＡ层中上述两种体相并存．由于复合材料悬臂梁上没有外载荷，在ξ沿ＳＭＡ层内均匀
分布假设下，ξ显然沿着梁跨度均匀分布，而且在整个梁跨只有一种相变状态，即在方程（５）中仅满足一
个关系式．事实上，如果梁受横向载荷作用，如文献［５］所考虑的情况，由于应力沿梁跨度非均匀分布，
在整个梁跨至少有２种相变状态．由图３可见应力σ的分布也是均匀的，当Ｔｎ２＝７７Ｋ时，梁内不产生应
力σ，应力σ随着温度的增加而增加．

图４　轴向位移和挠度沿梁跨度分布曲线
Ｆｉｇ４　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆａｘｉａｌｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔａｎｄ

ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎａｌｏｎｇｔｈｅｂｅａｍｓｐａｎ

图４为不同激励温度下上壁 ＳＭＡ
层厚度的１／２处的轴向位移和挠度沿梁
跨度上的分布规律．当 Ｔｎ２＝７７Ｋ时，
ＳＭＡ层没有被激活，此时复合材料悬臂
梁由ＳＭＡ相变诱发的轴力和弯矩 Ｎｓ，
Ｍｓ均为零，图４中沿ｘ轴正向微小的轴
向位移以及沿ｚ轴负方向微小的挠度是
由于温度、相变诱发的轴力和弯矩 ＮＴ，
ＭＴ引起的．随着温度的增加 ＳＭＡ层被
激活，轴向位移和挠度增加，由于ＳＭＡ
层的收缩产生了如图４所示沿ｘ轴负方向轴向位移和沿ｚ轴正方向的挠度．

图５为ＳＭＡ层厚度变化对轴向位移和挠度的影响，轴向位移随着ＳＭＡ层厚度的增加而增加；挠度随
ＳＭＡ层厚度的增加而减小．图６为ＳＭＡ层残余应变对轴向位移和挠度的影响，ＳＭＡ层残余应变增加挠度
随之增加；轴向位移随ＳＭＡ层残余应变的增加不仅大小增加而且变形由沿ｘ轴正向逐渐变为沿ｘ轴负向．

图５　ＳＭＡ层厚度变化对位移和挠度的影响
Ｆｉｇ５　ＩｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆＳＭＡｌａｙｅｒｔｈｉｃｋｎｅｓｓｖａｒｉａｔｉｏｎｏｎｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔａｎｄｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ

３　结　　论

基于经典的复合材料梁理论、Ｔａｎａｋａ的ＳＭＡ应力应变关系以及 Ｌｉｎ的线性相变动力模型，研究了含
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图６　ＳＭＡ层残余应变对位移和挠度的影响
Ｆｉｇ６　ＩｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆＳＭＡｌａｙｅｒｒｅｓｉｄｕａｌｓｔｒａｉｎｏｎ

ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔａｎｄｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ

ＳＭＡ层的复合材料矩形空心悬臂梁结构在
ＳＭＡ激励温度下的变形特性．建立了结构
应力、应变、位移求解的数学模型，通过数

值计算揭示了 ＳＭＡ层对该类结构的驱动作
用，分析了温度、壁厚度以及 ＳＭＡ残余应
变的影响．研究表明，在马氏体向奥氏体转
变阶段，空心悬臂梁在 ＳＭＡ层的驱动下产
生的横向挠度 很明显，调节壁厚度或者改

变其残余应变都能有效地改善 ＳＭＡ的变形
驱动性能．
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