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ABSTRACT: An efficient approach is presented to extract the 
frequency dependent inductance of on-chip interconnects 
without discretising the conduct segment into filaments. The 
method is based on the discretization of the integral 
formulations by which the calculation of magnetic vector 
potential is translated into the N-body problem. The N-body 
problem in three dimensions is solved by the fast multipole 
method. The redistribution of the current density can be well 
described by this method and accurately extract the inductance 
parameter of very complicated geometries of conductors. The 
results demonstrate that a good accuracy can be achieved in the 
whole frequency domain and the calculation is speeded up for a 
number of on-chip connections under accuracy control. 
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摘要：提出一个有效提取片上互连线频变电感参数的方法。

该方法不需要把导体段进行细丝化离散，而是通过积分方程

的离散，将求解三维准静态磁矢位的问题转化为多体问题，

进而应用快速多极方法(fast multipole method，FMM)来提取

片上互连电感参数。该方法能够更加准确的反映导体电流的

不均匀分布，快速准确的计算出结构复杂的互连线电感参

数。计算结果与基于电路模型法的 Fasthenry 进行比较，结

果证明本文提出的 FMM 方法在整个频率范围内均可以得

到很高的精度，且在可控的精度下，计算速度随着互连线数

量的增多有显著提高。 

关键词：快速多极方法；互连线；电感提取；多体问题；矢

量磁位 

0  引言 

随着半导体工艺水平和微电子技术的飞速发

展，集成电路的工作频率不断提高，集成电路互连

线的数量也按照摩尔定律的规律迅速增加，为了提 

高集成度，降低成本，片上互连线之间的距离越来

越密，互连线的宽度和高度之比也不断减小，同时

为了降低能耗，通过采用低电阻率的金属作为构成

互连线的材料来降低互连线的电阻值，采用低k系
数的绝缘材料来降低片上互连线的寄生电容，所有

这些因素的改变都使得电感分量在电路分析中的

影响越来越显著[1-5]。与传统的电感计算不同的是，

由于集成电路具有高集成度和高频运行的特点，实

际的电流回路无法预先确定[6-10]，因此互连线电感

参数的提取建立在Ruehli提出的部分电感的概念之

上[11]。另一方面为了准确地计算片上互连电感参

数，必须考虑高频情况下导体截面电流的不均匀分

布。文献[6]采用的电路模型法将每段直导体的横截

面离散为互相平行的细丝导线段，并假设每个细丝

导线上的电流密度为恒定值，该方法可以有效的求

取封装系统的端口电感。然而对于片上CMOS电路，

长的互连线段必须在电流的方向上进行足够的细

分来考虑相邻互连线间的电容耦合，这就增加了大

量的细丝导体间互感的计算量和细丝导体上的未

知电流数，实验显示当细丝数超过 5 000 时，计算

时间和对存储器的要求急剧增加，完成单一频率下

的计算时间超过 5 h。文献[7]提出的电流回路限制

法是通过假设高频电流在电源地线附近回流来减

少大量未知数，但是在中低频情况下会产生很大的

误差。本文提出的基于积分方程离散的快速多极方

法不需要把导体段进行细丝化离散，而是通过对积

分方程的离散化处理，将求解三维准静态磁矢位的

问题转化为多体问题，进而利用快速多极方法来提

取片上互连电感参数，该方法能够更加准确的反映

回路磁场的物理现象，计算结果与基于电路模型法

的Fasthenry进行比较，结果证明本文提出的FMM方
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法在整个频率范围内均可以得到很高的精度，且在

可控的精度下，计算速度随着互连线数量的增多有

显著提高。 

1  部分电感的定义和积分方程的离散 

部分电感定义了一个由被耦合导体段和无穷

远处形成的虚拟回路，耦合导体段产生的磁场与该

虚拟回路相交链。如图 1 所示，过被耦合导体段 j
的 2 个端点 C 和 D 做 2 条垂直于耦合导体段 AB 的

半无限长直线，由这 2 条半无限长直线和无穷远处

共同构成了被耦合导体段 j 的虚拟环路，根据传统

的基于环路思想的电感定义，导体 i 对导体 j 的互

感定义为 
/ij ij iL ψ= I               (1) 

式中ψij为导体i上的电流Ii在虚拟环路限定的面积上

产生的磁通，因为导体j的横截面不可忽略，所以取

平均磁通 
1 d

jj
ij da ja

j

a
a

ψ ψ= ∫ ⋅            (2) 

式中
jdaψ 为横截面为daj的导体细丝构成的虚拟环

路上的磁通，根据电磁场原理， ，有 = ∇ ×B A
s d

jda ijψ = ∇ × ⋅∫ A              (3) 

式中：Aij为导体i上的电流Ii在导体j及其虚拟环路所

在空间产生的矢量磁位；s为导体j的虚拟环路所限

定的面积。将式(3)代入式(2)并应用斯托克斯定理可

以导出  
1 d d

j
ij ij ja

j

a
a

ψ = ⋅∫ ∫ A l            (4) 

考虑虚拟环路的 2 个侧边与耦合导体段 AB 垂

直，磁矢位在这 2 条边上的积分为零，磁矢位在无

穷远处也为 0，所以 
1 d d

j

D
ij ij ia C

j

a
a

ψ = ⋅∫ ∫ A l            (5) 
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图 1  部分电感的定义 

Fig. 1  Definition of partial inductance 

将式(5)代入式(1)得到部分电感的表达式 
1 d d

j

D
ij ij ia C

j i

L a
a I

= ∫ ∫ A l⋅           (6) 

当 i=j 时，式(6)则成为部分自感的表达式。 
下文将分析如何将求解三维准静态磁矢位Aij

的问题转化为多体问题。首先按照直角坐标系，把

电流密度矢量J分解为 3 个方向上的分量： 

x x y y zJ J J= + + zJ e e e            (7) 

磁矢位Aij在r方向的分量可表示为 

,
, ( ) d

4 i

i
ij V

J
A Vγ

γ
μ

′
′=

′π −∫r
r r

          (8) 

式中 , ,x y zγ = 。 
根据快速多极算法 [12]的层次式剖分方法(图

2)，给定 层剖分，经过l层剖分后，导体 i 所占的

空间共被剖分为M=8
l

l个体积单元，近似认为每个小

体积单元内的电流密度为恒定，经过这样的离散

化，得到 

,
,

1
( ) d

4 ik

M
ik

ij V
k

J
A Vγ

γ
μ

′
=

′=
′π −∑∫r

r r
           (9) 

式中Jik,r为导体i中第k个体积单元电流密度的r方向

分量。因为在研究连续分布量的作用时，可以把它

近似的看成离散分布的量，而考察其单个离 
散源的作用。所以可以将体积单元 离散为 N 个 ikV ′

等体积的小单元，将式(9)进一步离散成如下形式： 

, ,
1 1

1( ) ( d )
4 ikn

M N

ij ik V
k n

A J Vγ γ
μ

′
= =

′=
′π −∑ ∑∫r

r r
       (10) 

对于每个小体积单元，近似认为积分核
1

′−r r

是恒定的，
1 1

n

≈
′ ′− −r r r r

， 是体积单元′r iknV ′ 的几

何中心点的位置矢量，有 
1 1d

ikn
iknV

n

V
′

V′ ′≈ ⋅
′ ′− −∫ r r r r

           (11) 

将式(11)代入式(10)，并且有 得到 /ikn ikV V N′ ′=

经过 2 次离散处理后的磁矢位公式： 

,
,

1 1

1( ) ( )
4

M N
ik ik

ij
k n n

J V
A

N r r
γ

γ
μ

= =

′
≈

′π −∑ ∑r        (12) 

经过上面的离散过程，已经把求解三维准静态

磁矢位Aij的问题转化成为 1 个多体问题。通过计 
算实例可以观察到，当 nr r′− 大于 2 倍体积单元 iknV ′   

的最大尺寸时，只需选择很小的N值，既可以得到很

高的精度，采用FMM算法能够快速计算出Aij,γ(r)，
经过 3 次计算，再应用式(13)，计算出磁矢位Aij(r) 
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, , ,( )ij ij x ij y ij zA A A= + +x y zA r e e e         (13) 

设经过 l 层剖分后，导体 i 的横截面被分为 m
个部分，流过导体 i 的电流 

1

m

i ik
k

I
=

= ⋅∑ ikJ a              (14) 

式中， 
/ 2

0e ikx
ik

ωμσ−=J J              (15) 
式中：ω为导体内电流的角频率；xik为第k个体积单

元中心点与导体i边界面的最小垂直距离；μ为导体

的磁导率；σ为导体的电导率；J0为导体表面的电

流密度矢量。 
由此即可计算出互连电感。 

⇒

导体i 第 k 层剖分

第 k+1 层剖分第 l 层剖分

 
图 2  导体的层次式剖分 

Fig. 2  Hierachical devision of conductor 

2  快速多极算法 

FMM通过区域的层次划分，多极展开和 3 个坐

标平移变换将计算的复杂度从O(N2 )次运算降低为

O(N)次运算，在精度可控的条件下快速计算出由N
个带电粒子所产生的位场。详细的FMM算法理论可

参考文献[12-14]，这里简述该算法的基本理论和算

法流程。 
如图 3 所示，设有k个电荷量为qi(i=1,…,k)的带

电粒子，分布于以O为原点，半径为a的球内，每个

带电粒子在球坐标系下的坐标为Qi(ρi, θi, ϕi)，这些

电荷在球外任一点P(r, θ, ϕ,)所产生的电位为 
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π −∑            (16) 

式中： 
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因为实际计算中不可能采用无穷项的和来计算电

位，所以要选择 1 个截断项数 p， 
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图 3  电位的多极展开 

Fig. 3  Multipole expansion of potential 
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式中Y ( , )m
n θ φ 为球谐函数。 

本文将快速多极算法分为 7 步，首先说明几个

算法中用到的概念。 
φn,i：由n层的单元i中的所有粒子产生的关于单

元i的中心为极点的电位的p阶多极展开。 
ψn,i：以n层的单元i的中心为极点，单元i以及

单元i的 1级近邻和 2级近邻以外的所有粒子产生的

电位的p阶局部展开。 

,n iψ ：以 n 层的单元 i 的中心为极点，单元 i 

的父单元以及单元 i 的父单元的 1 级近邻和 2 级近

邻以外的所有粒子产生的电位的 p 阶局部展开。 

_i listψ ：由 n 层的单元 i 的相互作用表中的全部 

单元的电位多极展开转换为以单元 i 的中心为极点

的局部展开之和。 
初始化：根据计算精度的要求，选择计算区域

剖分层数 l 和电位的多极展开截断项数 p。 
第 1 步：首先在最高层l层由式(16)、(17)计算

出每个剖分单元的中心为极点，由该单元中的粒子

产生的电位的p阶多极展开φn,i。 
第 2 步：如图 4 所示，通过多极到多极变换，

将第n层上以单元i中心为极点的电位多极展开φn,i

移至以其父单元的中心为极点的多极展开 

1, _ parentn iφ − ，将所有子单元的φn,i经过位移转换后的 

结果相加，得到以其父单元中心为极点的电位的 p
阶多极展开，这一转换过由第 l−1 层逐层传递至第

0 层，通常称这一逐层变换的过程为上行位移变换，

当到达最高层后，开始下行位移变换。 
第 3 步：对于 1n l< − 每一层上的单元i，生成

关于其中心为极点的电位的局部展开ψn,i。该局部展

开表达的是以单元i的中心为极点，由单元i、单元i
的 1级近邻和 2级近邻以外的源在单元i内部产生的

电位的局部展开，ψn,i由 2 部分构成，一部分是 
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多极到多极
转换M2M
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多极到局部
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图 4  FMM 算法的 3 个坐标平移过程 

Fig. 4  Three translations of the FMM 

从其父单元的电位局部展开中继承过来的 ， , _ listn iψ

另一部分是由单元 i 的相互作用表中的全部单元的 
电位多极展开转换过来的 ,n iψ ， , _ ilist ,n i n n iψ ψ ψ= + ， 

如图 4[13]所示，单元A属于单元B的相互作用表，关

于相互作用表的定义可见参考文献[12]。当单元i电
位的局部展开ψn,i得到以后，将该局部展开进行局部

到局部的坐标位移变换并传递给单元i的 8 个子单

元，得到以单元 i的子单元中心为极点的电位 
的 p 阶局部展开 。通常称这一逐层变换的过程 1,n iψ +

为下行位移变换。下行过程从剖分粗的层往剖分细

的层传递，又因为第 0 层只有 1 个单元，第 2 层仅 
有 8 个单元，所以 ， ，0, 0iψ = 1, 0iψ = 0, 0iψ = ，

，因此下行变换过程首先对第 1 层进行初始 1, 0iψ =

化，从第 2 层开始计算。 
第 4 步：计算最高层 l 层上各单元电位的局部

展开。 
第 5 步：计算每个粒子所在点的电位的多极 

展开。 
第 6 步：计算由近距离单元中的粒子产生的 

电位。 
第 7 步：将第五步的远场计算结果和第六步的

近场计算结果相加。 

3  片上互连电感的算法流程 

在理论推导的基础上，本节给出了应用C++语
言开发的片上互连电感提取的快速多极算法流程

(图 5)。通过理论分析及大量实例计算表明，只有

当导体的透入深度小于 10 倍导体的截面周长时，

高频效应才会影响到电感值，因此对于 1 个较宽的

频率范围，首先判断该频率下是否需要考虑高频效

应，如果可以忽略高频效应，则可应用C. Lover的
闭合解析公式[15]来快速求解低频自感及互感值，在

必须考虑高频效应的情况下，再应用本文提出的算 

读入互连线 
结构文件

是否考虑

集肤效应

确定剖分层数 l 
和截断项数ρ 

剖分导体

及场域 

FMM 计算导体的 
矢量磁位 A 

计算电感矩阵 

结果输出 

应用 C.Love 的

闭合公式 
否 

给定计

算精度 

 
图 5  程序的流程框图 

Fig. 5  Diagram of the program 

法求解，事实证明这种分频段计算的方法可有效降

低计算时间。 

4  数值结果 

4.1  两根互连线的例子 
本节通过 2 个算例来比较本文提出的基于积分

方程离散的快速多极方法和基于电路模型法的

Fasthenry 在计算精度和速度上的性能。 
这个例子中取 2 根平行铜导体，长度 100 μm，

宽度 10 μm，高度 5 μm，2 根导体间的垂直距离为

15 μm，频率范围 0~20 GHz，首先对载流导体进行

剖分，取剖分单元为立方体，体积单元的边长a= 
2 μm；取每个体积单元的离散截止数N=8。应用

FMM算法求解时，取剖分层数l=6，多极展开截止

项数p=5。频率小于 0.1 GHz，直接应用C.Hoer的闭

合解析公式计算。图 6 中FMM表示应用本文提出的

基于积分方程离散的快速多极方法提取的电感，FH
表示由M. Kamon开发的Fasthenry计算的结果，应用

Fasthenry时，截面剖分方案为 7×9，其它运行参数

为默认值。 
L 11为不同频率下导体的自感，L12为 2 根导体

间的互感随频率变化的值。可见本文的算法和

Fasthenry的计算结果吻合的很好，最大相对误差小

于 0.278%，说明应用本文的算法可在整个频域范围

内得到很好的计算精度。 
4.2  多根互连线的例子 

FMM算法对于求解大规模多体问题具有很强

的加速性能，本例中分别计算不同数量的互相平行

的导体电感矩阵，选择计算频率为 10 GHz其它条 
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图 6  不同频率下导体的自感和互感 

Fig. 6  Frequent-dependent self inductance 
and mutual inductance 

件与上例相同，表 1、表 2 为运行 Fasthenry 和 FMM
时选择的不同参数及相应的内存占用量。 

表 1 中的剖分项 7×9 表示将导体截面的高度和 
表 1  Fasthenry 计算参数及内存占用量 

Tab. 1  Fasthenry parameters and allocated memory 

导体数 剖分 细丝数 节点数 内存/kB 

3×5 900 70 3 555 
10 

7×9 3 780 70 42 948 

3×5 1 500 90 4 403 
30 

7×9 3 780 90 62 909 

3×5 1 500 150 11 017 
50 

7×9 6 300 150 170 920 

100 3×5 1 500 200 11 402 
300 3×5 4 500 600 31 240 
500 3×5 7 500 1 000 218 695 

表 2  FMM 计算参数及内存占用量 
Tab. 2  FMM parameters and allocated memory 

导体数 截止项 p 剖分层数 l 内存/kB 

3 5 983 
10 

5 6 3 110 

3 5 2 859 
30 

5 6 3 932 

3 5 4 975 
50 

5 6 6 553 

3 5 9 830 
100 

5 6 13 107 

3 5 29 580 
300 

5 6 39 321 

3 5 49 796 
500 

5 6 65 536 

宽度划分成 7 份和 9 份，以这种方法划分 50 根导

体时，细丝数达到 6 300，这时应用电路模型法求

解 6 300 阶的大型矩阵所需内存高达 170 M，根据

大量数值实验证明，当应用Fasthenry求解的未知数

超过 5 000 时，计算时间和内存占用量均急剧增高。

因此表 1 中只能列出导体数小于 50 的对应于 7×9
的参数。以 3×5 方案划分 500 根导体时，细丝数

达到 7 500，内存占用 218 M，表 2 列出了两种参数

选择下应用FMM法所需的内存，可见在求解的导体

数超过 300 时，内存占用量远小于Fasthenry所需的

内存。 
由图 7 可见，应用电路模型法计算电感，当导

体数目小于 50，且采用 3×5 划分方案时，计算速度

很快，但是随着导体数量的增多，求解大型网孔矩

阵方程所需的时间急剧增加，因此 Fasthenry 不适用

于提取大规模集成电路的全局互连电感；本文提出

的基于积分方程离散的快速多极方法，在求解小数

目导体的电感矩阵时，所需时间比 Fasthenry 长，但

是随着导体数的增多，计算时间近似成线性增长，

当导体数目大于 100 时，计算时间远小于 Fasthenry，
FMM 显示出求解大规模问题的很强的加速性能。 

 1 200
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 300
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图 7  FMM 和 Fasthenry 的计算时间比较 

Fig. 7  Comparison of computation 
time of FMM and Fasthery 

根据多极展开的误差限理论[4]可知，互感L12的

计算误差要小于自感L11的计算误差。为了进一步验

证选择不同参数下本文所提算法的计算精度情况，

对 于 2 根 互 连 线 的 例 子 ， 在 低 频 段 应 用 
C. Love的闭合解析公式计算L11，中高频段采用

Fasthenry 13×15 剖分方案的计算结果作为准精确

值，表 3 给出了选择不同参数时相对于低频精确值 
表 3  不同参数下的计算精度比较 

Tab. 3  Comparison of accuracy under different methods 

方法 参数 误差值/% 
3,5 3.12 

FMM(p,l) 
5,6 0.56 
3×5 2.69 

Fastthenry 
7×9 0.42 
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和中高频的准精确值的最大相对误差值。 [6]  Kamon M，Tsuk M，White J．Fasthenry：a multipole accelerated 3-d 
inductance extraction program[J]．IEEE Trans. on Microwave Theory 
and Techniques，1994，42(9)：1750-1758(in Chinese)． 

由表 3 的结果可以看出，应用本文提出的方法

可以通过控制快速多极算法的多极展开截断项数 p
和剖分层数 l 这两个参数来调整算法的精度与速度

之间的平衡，达到最佳的计算效果。 

[7]  Sitaram D，Zheng Y．Full-chip three-dimensional shape-based rlc 
extraction[J]．IEEE Trans. on Computer-Aided Design of Intergrated 
Circuits and Systems，2004，23(5)：711-727． 

[8]  Jiang R，Fu W，Chen C C．EPEEC：comprehensive SPICE- compatible 
reluctance extraction for high-speed interconnects above lossy 
multilayer substrates[J]．IEEE Trans. on Computer-Aided Design of 
Integrated Circuits and Systems，2002，10(6)：1562-1571． 

5  结论 

由于集成电路互连线结构复杂，无法预知电流

回路，本文采用 A E. Ruehli 提出的部分电感定义，

通过积分方程的离散，建立了应用快速多极算法提

取片上互连电感的方法，该方法无需对导体截面进

行细丝化剖分，能够更加清晰的反映导体截面上高

频电流的不均匀分布情况，数值实验结果表明该方

法在整个频率范围内均可以得到很高的精度，且在

可控的精度下，计算速度随着互连线数量的增多有

显著提高。 

[9]  Kopcsay G V，Krauter B，Widiger D，et al．A comprehensive 2-D 
inductance modeling approach for VLSI interconnects：approach for 
VLSI interconnects：frequency-dependent extraction and compact 
circuit model system[J]．IEEE Trans. on Very Large Scale Integration 
Systems，2002，10(6)：695-711． 
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