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ABSTRACT: Unipolar ionized field around high voltage 
direct current(HVDC) was solved iteratively with finite 
element method. Under certain approximate conditions, 
computation of the third-order nonlinear partial differential 
equation discribing the field was separated into iterative 
calculation of both Poisson and current continuity equations. 
After providing an initial value of charge density throughout 
the interested region, results can be obtained by updating 
charge density after each iterative solution until convergence. 
Several problems related to the computation were discussed, 
Deutsch assumption was waived and Kaptzov assumption was 
replaced by an empirical formula, an update formula for charge 
density was presented. Both known analytical and experimental 
results were compared with those obtained by the method, and 
satisfactory agreement was obtained. The method presented is 
applicable for the analysis of HVDC unipolar ionized field. 
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摘要：采用有限元方法对 HVDC 单极离子流场进行迭代求
解，在采取一定近似条件的情况下，将描述高压直流线路周

围场分布的三阶非线性偏微分方程分解为对泊松方程和电

流连续性方程的分别求解。在给定空间电荷密度初值后，不

断迭代求解并根据每一步结果对空间电荷密度修正直至收

敛。讨论了计算中需要考虑的若干问题，舍弃了 Deutsch假
设，并用更符合实际的导体表面场强经验公式代替 Kaptzov
假设，提出一种空间电荷密度更新公式。最后用具有解析解

的同轴圆筒电极问题对该算法进行了验证，并与相关HVDC
模型实验数据进行比较，得到了较满意的结果。该方法可适

用于 HVDC单极离子流场的计算分析。 

关键词：高压直流输电线路；离子流场；有限元法 

0  引言 

由于直流线路的电压极性是恒定的，当输电线

路导线表面的电场强度超过电晕起始场强时，电晕

放电在电离区和极间区产生与导线同极性的电荷，

并在电场作用下不断向地面运动，形成稳定的离子

流。离子流场的计算和实验，对已运行线路的性能

评价及计划线路的设计均具有重要意义。 
HVDC线路的电晕损失、电磁环境干扰[1]等问

题的计算分析都以线路周围空间电场及离子流场

计算的结果为基础。直流离子流场的严格解析解只

有在求解区域规则对称的情况下才能获得，如同轴

圆筒电极[2]和同心球壳电极[3]。Sarma等人首先提出
用解析法计算直流输电线路下的离子流场，但其中

采用了 Deutsch假设，即认为空间电荷仅影响电场
的大小而不影响其方向，这样虽然把二维问题转化

为一维问题[4]，同时也引入了误差。Sunaga等人通
过有限差分法，发现引入 Deutsch假设可导致地面
电场 10%的误差和地面电流密度 40%的误差[5]。

Janischewskyj 等人的工作[2]首次将有限元法引入对

直流离子流场的分析，舍弃了 Deutsch假设，仅需
Kaptzov 假设。相继提出的数值方法除了有限元方
法[6-7]外，还有模拟电荷法与加权余量法结合[8]，边

界元法[9]，有限差分法[10]，最优化方法与有限元法

结合[11]，有限元与有限体积法结合[12]等。本文采用

有限元法对离子流场进行求解，分别计算泊松方程

和电流连续性方程，提出了一种空间电荷密度更新

公式，该公式同时考虑了 2场电位求解的差别及电
晕导体表面的场强边界条件对各次迭代的电荷密

度更新的影响。为验证算法，给出了该方法与解析

结果和实验结果的对比。 

1  简化条件及数学模型 

虽然直流架空线路产生电晕的物理机理非常

复杂，但作为空间离子流场的计算，可以采取一定
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的近似处理。本文采用的近似条件有[2,5,8,13]：①电

晕导体周围电离层的厚度忽略不计；②对于高于电

晕起始电压的外加电压，导体表面的电场强度与外

加电压满足一定的经验公式关系；③离子的迁移率

与场强无关，视为常数；④离子的扩散忽略不计。 
对于近似条件②中导体表面场强的处理，多数

研究者采用 Kaptzov假设，即认为当导体电压高于
电晕起始电压时，电晕导体表面的场强保持在电晕

起始场强值。Waters、Popkov、Abdelsalam等人分
别通过实验和数值方法研究，认为导体表面场强并

非常数，而是与过电压水平有关并且比起始场强

低。其原因是导体表面电场不仅与电晕层的电荷有

关，而且还受远处极间区的电荷影响。Aboelsaad
等人通过对前人实验及数值方法结果的平均拟合，

得到导体表面场强 Ec和所加电压 U的函数如下[5]： 
2

0 0 0[1.1339 0.1678( / ) 0.03( / ) ]cE E U U U U= − +  (1) 
其中：E0为电晕起始场强；U0为电晕起始电压。 

高压直流离子流场的问题可看作在给定边界

条件下的边值问题。以正极性为例，在不考虑风速

影响的情况下，单极离子流场的控制方程为 

0/ρ ε∇ ⋅ =E                (2) 
kρ=J E                 (3) 
0∇ ⋅ =J                  (4) 

其中：E为电场强度，V/m；J为离子流密度，A/m2；

ρ 为空间电荷密度，C/m3；ε0为空气的介电常数，F/m；
k为正离子迁移率，m2/(V⋅s)。设电位为ϕ，由于 

ϕ= −∇E       (5) 
并考虑到近似条件③，即 k 视为常数，式(2)~(4)可
化为 

2( ) 0ϕ ϕ∇ ⋅ ∇ ∇ =         (6) 

这是一个三阶的非线性偏微分方程，目前没有

已知的方法可以在不加假设的情况下直接求解该

方程[5]，这种情况下通常可将复杂方程分解进行迭

代求解[14]。从控制方程可以看出，电场和电荷密度

是相互耦合作用的，外加电压和电荷密度决定空间

电场，而空间电场反过来又影响电荷密度和离子流

密度，式(6)可以等效地分解为 2组微分方程 

0( ) /ϕ ρ ε−∇ ⋅ ∇ =              (7) 
( ) 0ρ ϕ∇ ⋅ ∇ =             (8) 

从而转化为在一定边界条件下，对 2个微分方程的
分别求解。其中方程(7)的求解变量为ϕ，方程(8)或
者以ϕ 为求解变量，或者以ρ为求解变量，但后者
的边界条件往往难于确定，其方程中由于一次导数

的出现使得数值解可能出现伪振荡，相应需要采用

迎风格式的有限元法[15]或有限体积法[16-18]等方式

来处理。 
对于离子流场的边界条件的选取，研究者多采

用导体表面电位及电晕导体表面场强，还有研究者

给定为常数的导体表面电荷密度，或为常数的电流

密度，但这些常数的确定需要依据实验测定并进行

反推。本文对 2个方程均以ϕ 为求解对象，采用的
边界条件为：对于高压直流线路，在导体表面边界

条件为运行电压和由式(1)确定的导体表面电场强
度，地面的边界条件为 0电位。 

2  计算方法 

方程(7)和(8)在给定ρ 的情况下，形式上均属于
泊松方程，其中方程(7)即为常见的静电场方程，而
方程(8)中可将ρ 看作材料参数，在一定边界条件下，
均可以采用常规 Galerkin 有限元方法进行求解[19]。

设方程(7)对应 A场，方程(8)对应 B场，在对几何模
型进行网格剖分后，首先在每一节点上假定初始ρ 
值，同时求解 A场和 B场，设结果分别为ϕA和ϕB，

此时可根据 2场ϕ 的差值和导体表面的计算电场强
度与给定的场强边界条件的差别来修正ρ。将修正
后的ρ 重新代入方程(7)和(8)中继续计算，其结果再
次用来修正ρ 。如此反复迭代，最后当 2场所解得
的ϕ  的差值和连续 2次计算的ρ 的差值满足给定容
许误差即停止迭代。 
从数值方法的角度看，问题为找到各网格节点

上ϕ 和ρ 的离散值，使其同时满足方程(7)、(8)及给
定边界条件，从而满足方程(6)。由于假定的ρ 初始
值并不是真实解，2方程所解得的电位必然不一致，
故给定ρ 与真实解之间的差别与 2 场电位差别
δϕ =ϕA−ϕB有关。当修正电荷密度趋近于真实值时，

δϕ 也趋近于零。对于ρ 的修正公式，研究者之间没
有统一的定论，文献[2]中的公式仅与 2场计算的电
位有关，文献[5]中的公式则较为复杂，包含了 4个
待确定的参数。在参考上述公式的基础上，通过不

断计算对比，本文提出的修正公式为 
new oldρ ρ δρ= +           (9) 

oldcal

1 ( )
2

c
B

E
E

δϕ
δρ α ρ

ϕ ϕΑ

−
=

+
        (10) 

其中：ρnew为电荷密度更新值；ρold为上一迭代步的

电荷密度值；Ec为导体表面场强，当模型为高压直

流线路时由式(1)给出；Ecal为上一迭代步 2 个场计
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算所得的导线表面场强平均值；α为待定参数，其
取值的方法是通过不断尝试选取使误差下降最快

的值，对不同的问题可能取不同的值(本文取为
1.02)。对于边界上的节点，由于 Dirichlet边界条件
已将电位固定，每次迭代后δϕ 均为 0，故通过内部
节点上的δϕ 值采取外插值的方法得到[2]。 

3  同轴圆筒电极离子流场计算 

为了验证算法，编制了二维计算程序，采用解

析解已知的同轴圆筒电极作为计算例子，将计算结

果与解析结果进行比较。该问题的几何尺寸及边界

条件如图 1 所示，其解析结果最早由 Townsend给
出，其表达式见文献[2]。 

 ϕ = 0kV 

ϕ = 25kV 
Ec = 5.84×106kV/m 

r1 = 0.1cm 

rn = 20cm 

 
图 1  同轴圆筒电极示意图 

Fig.1  Diagram of coaxial cylindrical pole 

从迭代过程中可见，由于初值的任意性，第 1
次迭代后 2场的求解结果一般会有较大偏差，通过
不断修正求解区域ρ的分布，使 2场数值解ϕA与ϕB

逐渐接近。经过多次迭代后，2 场数值解之差已小
于容许误差，此时ϕ与 E 值都很接近真实值，取电
极的某一径向直线作为观察线，第 1次迭代与第 20
次迭代后各场电位、电场强度和电荷密度的数值解

与解析解的比较如图 2所示。 
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    (c)电荷密度 

图 2  迭代 1次和 20次时各场量数值解与解析解比较 
Fig.2  Comparison of numerical and analytical solution 

after the first and twentieth iteration 

取 0.5%作为容许误差，第 14次迭代后已满足
要求，其中 2 场电位误差为 0.089%，连续 2次电
荷密度的误差为 0.475%，各迭代步中 2 场场量的
误差(化成以 10 为底的对数)随迭代步变化曲线如
图 3所示。 
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图 3  各迭代步各场量的对数误差曲线 

Fig.3  Logarithmic error curve of results for each iteration 

4  导线—地离子流场计算 

第 3节所述方法可推广至导线—地结构的离子
流场计算。Hara等人对户外高压直流线路模型进行
了一系列离子流场的测量实验，在文献[20]中给出了
实验结果和分析。其中正极性线路实验模型的原始

参数为：导线半径为 0.25cm，距地高度为 2m；k+

为 1.4×10−4m2/(V⋅s)，起始电晕场强为 45.05kV/cm，
起始电晕电压 83kV(实验测得)。 
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以外加电压为 200kV的结果作为参照，采用本
文方法对文献[20]中的同样模型进行计算，其整体
剖分及导体局部剖分如图 4所示，由于更新公式中
需要得到导体表面场强与边界条件比较，而场强值

由节点电位计算值通过差分得到，因此为增加导体

表面场强的计算精度，在导体表面单元的径向尺寸

应足够小。 

 

 

图 4  导线—地模型整体剖分及导体周围局部剖分 
Fig.4  Grobal meshes and meshes near conductor for 

line-ground model 

经过计算发现，空间ρ 初值的选取，对迭代收
敛的速度有较大影响(在ρ 初值与真实值偏差太大
时可能造成迭代不收敛)，本文采用如下公式计算ρ 
的初值[9] 

0
2 2 2 2( , )

[1 ( ( ) ) / ]
x y

x y h h
ρ

ρ =
+ + −

       (11) 

其中：h 为导线高度，坐标原点取为导线正下方的
地平面上；x、y为各节点的空间坐标；ρ0为一常数，

需要在计算中尝试。计算结果表明，当迭代到第 22
步时，电位和电荷密度的迭代误差已小于 0.5%。迭
代最后得到的线路周围空间电位分布和空间电荷

密度分布如图 5所示。 
为了比较采用Kapzov假设与否对结果的影响，

分别编制了 2组程序，二者算法一致，只是在电场
强度边界条件的选择上有差别，其中程序 1采用公
式(1)确定导体表面场强，程序 2采用 Kaptzov假设
确定导体表面场强。从计算结果可见，采用公式(1)
的方法所得结果更接近实测值。地面电场强度和电

流密度的计算结果与实验结果的比较如图 6 所示
(由于室外实验有小于 1m/s 的自然风，其电流密度
的实验数据显示不对称性)。 
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(b)电荷密度 

图 5  文献[20]模型的计算结果 
Fig.5  Results of model in Ref.[20] 

 

电
场
强
度

/(k
V

/m
) 

−8 −4 0 4 8 
距离/m 

(a)地面电场强度 

120 

80 

40 

0 

100 

60 

20 

本文程序 1 
本文程序 2 
文献[9]实验数据 

 

 
 

电
流
密
度

/(µ
A

/m
2 ) 

−4 −2 0 2 4 
距离/m 

(b)电流密度 

本文程序 1 
本文程序 2 
文献[9]实验数据 

5 

4 

3 

2 

1 

0 

 
图 6  文献[20]实验模型计算结果与实验结果的比较 
Fig.6  Comparison of numerical and experimental 

results for model in Ref.[20] 

5  结论 

本文采取有限元方法，将高压直流离子流场的

计算转化为在给定边界条件下对泊松方程和电流
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连续性方程的迭代求解，得出以下结论： 
（1）本文方法不需 Deutsch假设。对于导体表

面场强，采用参考实验数据的经验公式而非

Kaptzov 假设，通过计算对比，其结果比采用
Kaptzov假设的方法的结果更接近实测结果数据。 
（2）提出一种空间电荷更新公式，同时考虑

了 2场电位计算值之差及导体表面场强计算值与给
定值之差，得到了较好的收敛效果。 
（3）空间电荷初值的设定对收敛速度有较大

影响，与实际值偏差过大可能造成不收敛，本文采

用的初值分布公式(11)适用于对导线—地结构的单
极离子流场的迭代计算。 
（4）该方法通过与可获得解析解的算例比较，

得到了比较精确的结果，其有效性也在与 HVDC模
型实验数据的比较中得到验证。 

（5）采取相应有限元剖分，可获得地面和空
间任一点的场量，包括电位、电场强度和离子流密

度，可进一步计算线路的环境影响和伏安特性。 
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