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ABSTRACT: The virtual work method is presented for the 
electromagnetic force computation of linear synchronous motor 
(LSM) used in the electromagnetic levitated vehicle in this 
paper. The formulation is then derived from this method. The 
model of EMS-MAGLEV is established and the propulsion and 
levitation forces are computed. Then the results, which are then 
compared to those from the commercial software ANSYS, 
prove the validation of this method. Another advantage of this 
method is that the computation is directly based on the 
conventional finite element method (FEM), and it can be 
compatible with existing FEM electromagnetic packages. 
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摘要：为计算电磁型磁悬浮列车(EMS-MAGLEV)使用的直
线同步电机的牵引力及悬浮力，提出了用虚功法进行电磁力

计算；同时建立了 EMS 型磁悬浮列车的有限元分析计算模
型，推导出牵引力和悬浮力的计算公式，并将计算结果与成

熟的商业软件 ANSYS计算出的结果进行了比较，从而证明
了用虚功法计算电磁力的正确性；另外，上述方法可以直接

添加进现有的有限元软件，具有很好的兼容性。 
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0  引言 

常导型高速磁悬浮列车(EMS-MAGLEV)通常
由一长定子直线同步电机(LSM)驱动。直线电机长
定子轨道上的初级线圈通以三相交流电，悬浮电磁

铁上的次级线圈采用直流励磁。定子上的初级绕组 
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在三相交流电的激励下产生一个运动的磁场,与转
子磁场相互作用产生牵引力和悬浮力[1-2]。由于气隙

合成磁场为时变场，采用传统的磁路、图解法无法

精确地计算其电磁场分布，因此现在较多采用有限

元法来求解其电磁场分布及电磁力。 
通常有两种方法计算电机的电磁力：麦克斯韦

张量法和虚功法。麦克斯韦张量法公式推导和使用

比较简单，但是当采用不同剖分单元类型(三角形，
四边形，……)和选取不同积分路径时，计算误差较
大；虚功法公式推导相对复杂，但不存在积分路径

问题，受剖分单元类型、单元数量的影响不大[3-5]。

另外，目前大部分有限元软件采用的均是传统有限

元计算方法，且后处理模块都没有相应的电磁力计

算部分，因此只能依靠 ANSYS、ANSOFT 等商业
软件来计算。这些大型商业软件往往结构庞大，使

用起来比较困难，当问题比较复杂时，计算时间较

长。本文提出把电磁力的计算放在有限元后处理部

分来实现，可以直接添加进现有的有限元计算软件

中，操作简单，计算速度快，具有广泛的适用性。

文章利用这一方法实现了对直线同步电机牵引力与

悬浮力的计算。 

1  电磁力的计算 

1.1  虚功法的基本原理 
传统的虚功法是基于能量守恒原理与虚位移原

理。当电磁装置的某一部分发生微小位移时(即可以
是真位移，也可以是虚位移)，如在恒电流或恒磁链
的条件下，整个系统的磁能会随之变化，则该部分

就会受到电磁力作用。电磁力的大小等于单位微增

位移时磁共能的增量(电流约束为常量)或单位微增
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位移时磁能的增量(磁链约束为常量)。当用有限元
方法计算并假设磁链约束为常量时，用矢量磁势计

算比较方便；假设电流约束为常量时，用标量磁势

计算比较方便。本文在实际计算直线同步电机的磁

场时，采用矢量磁势来计算，所以仅以虚位移前后

磁链不变来推倒电磁力的计算公式。 
1.2  电磁力的推导 
根据虚功法，当假设沿 q方向有一位移时，铁

磁材料所受 q方向的总电磁力为 
 /qF W q= −∂ ∂                (1) 

存储的总的能量为 

0
[ ] d

B

V

W V= ⋅∫ ∫ H dB            (2) 

式中：V为场域的体积；B 为磁感应强度；H为磁
场强度。 
电机所受合力等于电机单位长度的受力乘以长

度。所以式(2)就变为 

0
[ ] d

B

S

W S= ⋅∫ ∫ H dB              (3) 

式中： S为场域的面积。在有限元计算中，当采用
三角形单元时， S被离散为一系列的三角形单元，
W 为每一个三角形的能量之和，因此得 

0
1

[ ] d
e

N B

e
e S

W S
=

= ⋅∑ ∫ ∫ e eH dB           (4) 

式中：N为场域内总的三角形单元数； eS 为三角形
单元的面积。当采用一阶单元时，式(4)可以转换成
和的形式 

2

1 2

N

e
e e

BW S
µ=

= ∑               (5) 

式中： eµ 为第 e个三角形单元的磁导率，将式(5)
代入式(1)，得 

2 2 2
2

2
1
[ ]

2 2 2

N
e e e e

q e e
e

S S SB B BF B
q B q q

ν
ν ν

=

∂ ∂∂ ∂
= − + +

∂ ∂ ∂ ∂∑ (6) 

式中：ν e为磁阻率；∂νe/∂B2为非线性部分，文献[6]
通过计算得出。对于本文研究的直线同步电机问题，

计及非线性时的电磁力计算结果与不考虑非线性的

计算结果误差在 5%以内，为简化问题，本文不考
虑非线性问题，即式(6)变为 

2 2

1
[ ]

2 2

N
e e

q e e
e

S SB BF
q q

ν ν
=

∂∂
= − +

∂ ∂∑        (7) 

在直角坐标系下，对于线性问题，采用三角形

单元时，有 
i/ j/A y A x= ∇ × = ∂ ∂ − ∂ ∂B A            (8) 

其中 A是 ,x y的线性函数，故有 

1 2 3A a a x a y= + +              (9) 

式中：a1、a2、a3 为待定系数。将三个节点的坐标

及磁位代入式(10)，得到以 a1、a2、a3 为未知量的

线性代数方程组如下： 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

i i i

j j j

m m m

A a a x a y
A a a x a y
A a a x a y

 = + +


= + +
 = + +

          (10) 

解此方程组，得 

1

2

3

1 ( )
2
1 ( )

2
1 ( )

2

i i j j m m

i i j j m m

i i j j m m

a a A a A a A

a b A b A b A

a c A c A c A

 = + + ∆
 = + +

∆


= + + ∆

     (11) 

式中 i j m i j m i j ma a a b b b c c c、 、 、 、 、 、 、 、 和 ∆ 的计

算公式为 

i j m m j j m i i m m i j j i

i j m j m i m i j

i m j j i m m j i

a x y x y a x y x y a x y x y
b y y b y y b y y
c x x c x x c x x

 = − = − = −


= − = − = −
 = − = − = −

∆ =
1

1 11 ( )
2 2

1

i i

j j i j j i

m m

x y
x y b c b c
x y

= −  

将式(11)代入式(9)得到磁位线线性插值函数为 
1 [( ) ( )

2 i i i i j j j jA a b x c y A a b x c y A= + + + + + +
∆

 

( ) ]m m m ma b x c y A+ +        (12) 
式(12)可简单地表示为 

, ,
i i j j m m h h

h i j m
A N A N A N A N A

=

= + + = ∑     (13) 

将式(12)对 x y和 求一阶偏导数，得 
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y
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所以 
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将式(15)代入式(7)得 
1

1

1 1 (2 )[ ]
4 2

N

q
e e

F
q q

τ τ

µ

−

=

∂ ∂ ∆
= − +

∆ ∂ ∂∑ RA A A RA   (16)              

需要指出的是这里的 N表示因为位移而形状
发生了改变的那些三角形单元。在本文中指图 1中
灰色部分即铁磁材料与黑色部分交界面上的单元。

交界面上的单元又分为两种情况，第一种情况是三

角形单元有一条边即两个点在交界面上；第二种情

况是三角形单元只有一个点在交界面上。本文根据

第二种情况推导出电磁力的计算公式，两种情况下

在公式推导的过程中，表示有些不同，但最终推导

出来的牵引力及悬浮力的公式是一样的。 

  

 1 2 

3 4 

定子 
定子绕组 

转子绕组 

转子 

y 
x  
图 1  直线同步电机的模型 

Fig. 1  The model of the linear synchronous motor 

式(16)中 / q∂ ∂R 和 1(2 ) / q−∂ ∆ ∂ 都涉及到节点的 
坐标微分，关于三角形单元的节点坐标微分[7-9]，有

一个确定原则，如求 x方向的力，则沿 x方向的节
点坐标微分为 

0

i

i

x p
s
y
s

∂ = ∂
∂ =
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               (17) 

式中：当节点是运动部分的节点时， p为 1；当节
点为静止部分的节点时， p为 0。所以得 

0
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因此得到  
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综合上述各式，可以推得： 

2 2
( )

1 [2 ( ) ( )]
4x e x y j x j j x y

e

F B B c B b b B B
µ

= + + +   (22) 

同理可以求得 y方向的力为 

2 2
( )

1 [2 ( ) ( )]
4y e y y j x j j x y

e

F B B c B b c B B
µ

= + − +   (23) 

所以直线同步电机整个的合力为 
2 2

1

1 [2 ( ) ( )]
4

N

x x y j x j j x y
e e

F B B c B b b B B
µ=

= + + +∑  (24) 

2 2

1

1 [2 ( ) ( )]
4

N

y y y j x j j x y
e e

F B B c B b c B B
µ=

= + − +∑  (25) 

2  算例与结果 

2.1  模型的建立与计算参数 
根据上面推导出来的电磁力计算公式，可以来

分析直线同步电机的受力，首先建立它的有限元模

型，本文所研究磁悬浮列车的每节车厢上有7个悬浮
电磁铁组合，分布在车厢的两侧。每个悬浮电磁铁

组合由6对悬浮电磁铁构成。极距τ =258 mm。定子
轨道上的线圈匝数为1,通三相交流电；悬浮电磁铁
上的线圈匝数为270，通以直流电。由于在实际情况
中,定子即轨道的长度远大于转子即悬浮电磁铁的
长度,并且定子和转子沿垂直于车辆运动方向( z 方
向)的每一横截面的形状均相同,因此我们采用2-D
长定子模型进行分析。对于每极槽数为整数的直线

同步电动机来说,由于其结构具有对称性,转子模拟
一对磁极就可以了。因此，只考虑一对极下的电机

模型[10-14]，图1即是在直角坐标系下建立的一对极的
直线同步电机模型，图中x和y方向分别为磁浮列车
的牵引力和悬浮力方向。 
2.2  边界条件的设置    
在图1所示的直线同步电机模型中，将边界1-2、

3-4设置为一类边界条件， 0zA = ；将边界1-3、2-4
设置为周期性边界条件， 1,3 2,4A A= 。通过将1-3、2-4
设置为周期性边界条件，可减小计算的工作量。 
2.3  计算结果 

利用上述电磁力的计算公式，在现有的有限元

计算软件的基础上添加了电磁力计算模块，并得出

了计算结果。为了验证模块的有效性，将计算结果

与商业软件ANSYS的计算结果进行了比较，此时定
子绕组电流的初始相位角及列车位移都为0，比较的
结果如图2~7所示。 
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2.4  结果分析 
通过上面的结果，可以看出利用推导出的公式

计算的结果与ANSYS中利用虚功法计算出来的结
果基本一致，而ANSYS中利用麦克斯韦张量法计算
出来的结果，与用另两种方法计算出来的结果趋势

基本一致，平均误差为18%左右，相比两种用虚功
法计算出来的误差3%要大。因为ANSYS没有给出
其具体的计算方法，因此经过分析认为其原因可能

是ANSYS软件采用麦克斯韦张量法计算时，由于剖
分单元类型和数量不同，导致积分路径的选取不同

而引起的。文献[15]证明了对于麦克斯韦张量法，
当积分路径取包围交界面上的单元的中线时，结果

与本文推导出的计算方法一致。但是当选取的积分

路径不同时，采用麦克斯韦张量法计算的结果差别

较大。根据上述论述，证明本文所提电磁力计算方

法的正确性。 
另外从上面对直线同步电机的牵引力和悬浮力

的计算结果，可以为直线同步电机的控制提供一些

理论方案。如从上述结果中可以发现，当悬浮电磁

铁的励磁电流增大时，列车的牵引力和悬浮力都会

相应增大。而常导型高速磁悬浮列车在运行时，列

车的悬浮气隙会发生变化，这时为了维持列车的稳

定，所以可以通过控制悬浮电磁铁的励磁电流来保

证稳定的悬浮间隙，从而保持列车的稳定运行。 
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图 2 不同的气隙下牵引力的计算结果 

Fig. 2  The result of the propulsion force 
 at different air-gaps 
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图 3 不同的气隙下悬浮力的计算结果 

Fig. 3  The result of the levitation force  
at different air-gaps 
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图 4  定子电流幅值不同的情况下牵引力的计算结果                       

Fig. 4  The result of the propulsion force 
 at different stator currents 
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图 5 定子电流幅值不同的情况下悬浮力的计算结果 

Fig. 5  The result of the levitation force at stator currents 
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图 6  不同励磁电流下牵引力的计算结果 
Fig. 6  The result of the propulsion force  

at different field currents 
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图 7  不同励磁电流下悬浮力的计算结果 
Fig. 7  The result of the levitation force  

at different field currents 

3  结论 

以EMS型磁悬浮列车作为研究对象，用虚功法
推导了磁悬浮列车牵引力和悬浮力的计算公式，并

将其添加进现有的有限元计算软件，得出结果，与
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ANSYS计算结果比较，两者计算结果一致，证明所
提电磁力计算方法的正确性。 
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