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摘  要：通过对一元函数到多元函数基本性质的讨论，分析了从一元函数到多元函数中异同点的原因，归纳出一元

函数中命题的正确性在多元函数中能否得以保持的内在结构. 
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多元函数是一元函数的推广，因此它保留着一元函数的许多性质，但也由于自变量的变化范围

由一维空间扩展到了 n维空间（n≥2)，使研究的问题更加复杂化，研究的方法更加多样化. 

1   从一元函数到多元函数中出现的异同点 

我们在研究多元函数时采用了两种思想方法.一种是在多个自变量同时变化的情况下进行研究，

我们称为多元法.另一种是在其中一个自变量变化，而其余的自变量暂时看作常数的情况下进行研

究，即单一法.在多元函数中的概念，有些是用多元法给出的，如极限、连续、可微、重积分等，而

有些是用单一法给出的，如偏导数，驻点等. 

在一元函数的研究中，因它只有一个自变量，其研究问题的方法就没有多元法与单一法之分，

这就使得原来在一元函数中概念间的关系，在多元函数中有些会发生质的变化. 

1.1 一元函数与多元函数的相同点 

(1)“连续⇒有极限”的关系在多元函数中仍然成立.在多元函数中，由于连续和有极限这两个

概念都是用多元法给出的，这样，一元函数 ( )f x 在点 0x 处连续的表达式 ) (( )0
0

lim xfxf
xx

=
→

，可

以 换 成 多 元 函 数 ( )f p 在 点 0p 处 连 续 的 表 达 式 （ 点 p 和 点 0p 是 多 维 空 间 的 点），

)( ( )0
0

lim pfpf
pp

=
→

.从而使 ( )f x 在点 0x 处“连续⇒有极限”的关系在多元函数中仍然成立. 

    (2)“可微⇒可导”的关系，在多元函数中也成立.在多元函数中，由于可微这一概念是用多元

法给出的， ( , )f x y 在点 0 0( , )x y 处可微，既有 ( )ρο+Δ⋅+Δ⋅=Δ yBxAz (其中 ( ) ( )22 yx Δ+Δ=ρ )

成立，此式中的 yx Δ⋅Δ 是任意的，其中蕴涵了当 0=Δx 时， ( )00 , yxf y 存在或 0=Δy 时， ( )00 , yxf x

存在的情况下也成立．显然，可微这一概念囊括了用单一法给出的偏导数概念．所以一元函数中“可

微⇒可导”的关系，在多元函数中也成立. 

1.2 一元函数与多元函数的相异点 



 

 2

（1）“偏导数存在⇒连续”的结论不一定成立.例如，在二元函数中， ( , )f x y 在点(x 0 ，y 0 )

处的偏导数是由一元函数中的导数推广来的，而偏导数远不及导数的功能丰富.因为 f x (x 0，y 0 )和

f y (x 0，y 0 )只是分别表示 ( , )f x y 在点(x 0，y 0 )处沿平行于 x 轴和 y 轴的变化率，它们的存在只能

保证点(x 0，y 0 )分别沿这样两个特殊方向趋于 x0时，函数值 ( , )f x y 趋于 f（x 0，y 0）.但不能保证

点（x 0，y 0）以任何方式、沿任何路径趋于时，函数值 ( , )f x y )都趋于 f（x 0，y 0）.因此，对多元

函数来说“偏导数存在⇒连续”的结论不一定成立. 

例 1   ( )
2 2

2 2

2 2

, 0

0 , 0
, .

xy x y
x y

x y
f x y

+ ≠
+
+ =

⎧⎪= ⎨
⎪⎩

当 ( , )f x y 沿直线 y kx= 趋于点(0，0)时，有 

2 2 2 20, 0 0 ,
lim lim

x y x y kx

xy xy
x y x y→ → → =

=
+ +

2

2 2 20
lim

(1 ) 1x

kx k
x k k→

= =
+ +

. 

显然，该极限值随 k 值而改变.即点（x，y）沿不同的直线趋于点(0，0)时，极限值不相同，

故 2 20, 0
lim

x y

xy
x y→ → +

不存在.因此， ( , )f x y 在点（0，0）处是不连续的.而                    

2 2
'

0 0

0 0(0 , 0 ) (0 , 0 ) 0(0 , 0 ) lim lim 0x x x

x
f x f xf

x xΔ → Δ →

Δ ⋅ −+ Δ − Δ += = =
Δ Δ

 

2 2
'

0 0

0 0
(0, 0 ) (0, 0) 0(0, 0) lim lim 0y y y

y
f y f yf

y yΔ → Δ →

Δ ⋅ −
+ Δ − Δ += = =

Δ Δ
. 

所以，函数 ( , )f x y 在(0，0)处的两个偏导数均存在，但它在(0，0)处并不连续. 

（2）“连续⇒偏导数存在”也不一定成立. 

例 2   
2 2( , )f x y x y= + 在点(0，0)处连续，但它在(0，0)处的两个偏导数都不存在.这是

因 为
2 2

0, 0 0, 0
lim ( , ) lim 0 (0,0)

x y x y
f x y x y f

→ → → →
= + = = ， 故 f(x ， y) 在 (0 ， 0) 处 连 续 ， 但

2( ,0)f x x x= = . 

由一元函数的结论知 ( ,0)f x x= 在 0x = 处不可导.同理，
2(0, )f y y y= = 在 0y = 处也不

可导.所以，
2 2( , )f x y x y= + 在点(0，0)处连续，但它在(0，0)处的两个偏导数

' (0,0)xf 和
' (0,0)yf
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都不存在. 

（3）“偏导数存在⇒可微”不一定成立. 

例 3  

2 2
2 2

2 2

, 0

0 , 0
( , )

xy x y
x y
x y

f x y
+ ≠

+
+ =

⎧⎪= ⎨
⎪⎩

，在点（0，0）处有偏导数
' (0,0) 0xf = 及

' (0,0) 0yf = ，但在该点不可微，若函数 ( , )f x y 在点(0，0)点可微，则 

' '(0 ,0 ) (0,0) (0,0) (0,0)x yz dz f x y f f x f yΔ − = + Δ + Δ − − Δ − Δ
2 2

x y
x y
Δ Δ

=
+

， 应 该 是 较

2 2x yρ = Δ + Δ 高阶的无穷小量. 

因此，考察极限 2 20 0
lim limz dz x y

x yρ ρρ→ →

Δ − Δ Δ
=

Δ + Δ
.当动点 ( , )p x y 沿直线 y mx= 而趋于定点(0，

0)时，由例 1 知上述极限不存在，因而函数 ( , )f x y 在原点不可微. 

2   一元函数与多元函数异同点的分析 

2.1 若关于多元函数的命题，其题设条件中所涉及的概念是用多元法给出的，而结论中所涉及

的概念是用单一法给出的，则这命题的正确性也可得以保持. 

例如，在多元函数中，可微和极值点两个概念是用多元法给出的，而可导和驻点这两个概念是

用单一法给出的.所以，在一元函数中的“可微⇒可导”和 “极值点必为驻点”两命题的正确性仍

可保持. 

例 4  讨论函数 
2 2 2z x xy y x y= − + − + 的极值. 

解：由{ 2 6 0
10 10 0

x

y

z x
z y
= − =
= + = ，得稳定点 0 (3, 1)p − . 

由于 (3, 1) 2xxz − = ， (3, 1) 10yyz − = ， (3, 1) 0xyz − = ，且
2 20 0xx yy xyz z z− = > .故 ( , )f x y 在

点(3，-1)取得极小值 (3, 1) 8f − = − . 

2.2 若关于多元函数的命题，其题设条件和结论中所涉及的概念均是用多元法给出的，则这一

命题的正确性，在多元函数中能够得以保持. 

例如，在多元函数中的极限、连续、可微、重积分、最大（小）值等概念，均是用多元法给出

的.所以，一元函数中的“可微⇒连续”，“可微⇒有极限”，“连续⇒有极限”等命题的正确性在

多元函数中仍然保持. 
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一元函数中的“在闭区间上连续的函数必可积”和“在闭区间上连续的函数必有最大值和最小

值”两命题，在多元函数中，可分别推广为“在闭区间上连续的函数必存在重积分”和“在闭区域

上连续的函数必有最大值和最小值”. 

例 5   若 ( , )f x y 在有界闭区域 D 上非负连续，且在 D 上不恒为零，则 ( , ) 0
D

f x y dδ >∫∫ ，由于

( , )f x y 在 D 上不恒为零，则 0δ∃ > ，及 0 0 0( , )p x y D∈ ，有 0 0( , )f x y δ> 则对于任一分割

{ }1 2,...,, nT σ σ σ= ，设 0 0 0( , ) kp x y σ∈ ，则
0 1

( , ) lim ( , )
n

i i iT iD

f x y d f x yδ σ
→

=

= ∑∫∫ ，由于 ( , )f x y 为

非负函数，则上式大于等于 0 0( , ) 0k kf x y σ δσ= > ，命题得证. 

2.3 若关于多元函数的命题，其题设条件中所涉及的概念是用单一法给出的，而结论中所涉及

的概念是用多元法给出的，则这一命题的正确性在多元函数中不再保持. 

例如，一元函数 ( )f x 在点 0x 处可导，则有“可导⇒可微”、“可导⇒连续”、“可导⇒有极限”

成立.因为在多元函数中，偏导数概念是用单一法给出的，可微、连续、有极限等概念是用多元法给

出的，则上述命题的正确性在多元函数中不再保持，即“偏导数存在⇒可微”，“偏导数存在⇒连续”，

“偏导数存在⇒有极限”不成立. 

从一元函数到多元函数中出现的问题可以看作是一个量变与质变的过程，但一元函数微分学理

论是基础，因此在学习过程中应该予以重视，以便为学习多元函数微分学做好准备. 
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