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态射的加权Moore-Penrose逆 

章劲鸥 
（宁波大学 理学院, 浙江 宁波 315211） 

摘要: 讨论带有对合∗的范畴C中具有满单分解态射的加权 Moore-Penrose 逆, 给出了具有满单

分解态射的加权 Moore-Penrose 逆存在的几个充要条件以及具有满单分解的加权 Moore-Penrose

逆的表达式, 所得结论和公式包括了关于广义Moore-Penrose逆中的结果.  
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1 预备知识与引理 

文献[1~3]中, 研究了带有对合 ∗的范畴中态

射的 Moore-Penrose 逆, 给出了具有满单分解态射

Moore-Penrose 逆存在的充要条件以及计算公式. 

文献[4~6]中, 讨论了有满单分解态射广义 Moore- 

Penrose 逆存在的充要条件. 笔者在上述研究的基

础上 , 讨论了范畴中的态射的比广义 Moore- 

Penrose逆更广泛的一类广义逆, 称之谓加权 Moore- 

Penrose 逆. 并且给出了具有满单分解态射的加权

Moore- Penrose逆存在的几个充要条件以及表达式, 

所得结论和公式包括了关于广义Moore-Penrose逆 

中的结果, 自然也包括了关于 Moore-Penrose 逆中

的结果.  

笔者用C表示带有对合∗的范畴[2]. 对于C中 2

个对象 X 和Y , ( )M X Y, 表示所有态射 X Y→ 组

成的集合. 对于 ( )M X Yϕ∈ , , ( )M Y Zη∈ , , 规定

ϕ与η的乘积为 X Y Zϕη : → → .   

对于 ,X Y C∈ , 给定 ( ) ( )M X X M Y Yα β∈ , , ∈ , .  

定义 1  设 ( )M X Yϕ∈ , , 如果态射 (M Yη∈ ,  

)X 满足 : (1) ϕηϕ ϕ= ; (2)ηϕη η= ; (3) ( )αϕη ∗ =  

αϕη ; (4) ( )ηϕβ ηϕβ∗ = . 那么称态射η为态射ϕ的

关于α 和β 的一个加权Moore-Penrose逆. 记 α βϕ+
, .  

满足定义 1 中(1)~(4)中的条件 ( )i ,⋯, ( )j 的η

称为ϕ的加权{ }i j, , -逆. 用 { }i jα βϕ , , , 表示ϕ的

所有关于α 和 β 的加权{ }i j, , -逆组成的集合.  

定义 2  给定 ( ) ( ).M X X M Y Yα β∈ , , ∈ ,  设

( ),M X Yϕ∈ , 如果存在态射 ( )M X Xξ ∈ , 和 ζ ∈  

( )M Y Y, 使 ,ξαϕ ϕ ϕβζ ϕ= , =  则α 称为ϕ 的左恒

等化子, β 称为ϕ的右恒等化子.  

引理 1  设 ( ), ( ),M X Y M X Xϕ α β∈ , ∈ , ∈ 

( )M Y Y, , 则(1)若ϕ 关于α 加权{1 3}, -逆存在, 则

ϕ αϕ∗ 是 ∗ -对称态射. (2)若ϕ关于 β 加权{1 4}, -逆

存在, 则ϕβϕ∗是∗ -对称态射. (3)若 α βϕ+
, 存在, 且α

为ϕ的左恒等化子, β 为ϕ的右恒等化子, 则ϕ的

关于α 和 β 的加权Moore-Penrose逆是唯一的.  

证明  (1) 令 (1 3)
αη ϕ ,= ,  则 ( )ϕηϕ ϕ αϕη ∗= , =  

,αϕη  因此 ( ) ( )ϕ αϕ ϕ α ϕ ϕ η ϕ α ϕ ϕ αϕη ϕ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= = = =  
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,ϕ αϕηϕ ϕ αϕ∗ ∗=  故ϕ αϕ∗ 是∗ -对称态射.  

(2) 令 (1 4)
βη ϕ ,= ,  则 ( ) ,ϕηϕ ϕ ηϕβ ηϕβ∗= , = 因

此 ( ) ( )ϕβϕ ϕβ ϕ ϕβ ϕ η ϕ ϕ ηϕβ ϕ ϕηϕβϕ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= = = = =  

,ϕβϕ∗  故ϕβϕ∗是∗ -对称态射.  

(3) 若 1θ 和 2θ 都是 ϕ 的关于 α 和 β 的加权

Moore-Penrose逆, 则 1 1 2 1 2θ ϕβ θ ϕθ ϕβ θ ϕβ ϕ θ∗ ∗ ∗= = =  

1 2 1 2 2 2θ ϕβϕ θ β ϕ θ ϕ θ β ϕ θ θ ϕβ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= = = .  

那么, 1 2θ ϕβζ θ ϕβζ= , 由于 β 为ϕ 的右恒等

化子, 因此 1 2θ ϕ θ ϕ= . 由此得 1 1 2 1.θ ϕθ θ ϕθ=  于是,  

1 2 1θ θ ϕθ= .  (1) 

又由于 

1 2 1 2 1 2 1αϕθ αϕθ ϕθ θ ϕ α ϕθ θ ϕ αϕθ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= = = =  

2 1 2 2.θ ϕ θ ϕ α θ ϕ α αϕθ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= =  

那么, 1 2ξαϕθ ξαϕθ= . 由条件知, 1 2ϕθ ϕθ= . 

于是, 2 1 2 2θ ϕθ θ ϕθ= , 即  

2 1 2θ ϕθ θ= .  (2) 

由(1)和(2)式得 1 2θ θ= . 所以, ϕ 的关于α 和

β 的加权Moore-Penrose逆是唯一的. 证毕.  

引理 2  设 ( )M X Yϕ∈ , 且 1 2ϕ ϕϕ= 是ϕ的满单

分解 , ( ) ( )M X X M Y Yα β∈ , , ∈ , , 则 (1) ϕ αϕ∗ 是

∗ -对称态射的充要条件 1 1ϕ αϕ∗ 是 ∗ -对称态射. (2) 

ϕβϕ∗是 ∗ -对称态射的充要条件 2 2ϕ βϕ∗ 是 ∗ -对称 

态射.  

证明  ϕ αϕ∗ 是∗ -对称态射, 则有: 

2 1 1 2 2 1 1 2( ) .ϕ ϕ α ϕϕ ϕ αϕ ϕ αϕ ϕ ϕ αϕϕ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= = =  

由于 2ϕ 是单态射, 2ϕ
∗是满态射, 得 1 1( )ϕ αϕ∗ ∗ =  

1 1ϕ αϕ∗ , 即 1 1ϕ αϕ∗ 是 ∗ -对称态射. 1 1ϕ αϕ∗ 是 ∗ -对称

态射, 则有 1 1 1 1 1 1( ) .ϕ αϕ ϕ α ϕ ϕ αϕ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= =  等式左边乘

2ϕ
∗ , 右边乘 2ϕ , 得 ( )ϕ αϕ ϕ αϕ∗ ∗ ∗= . 即ϕ αϕ∗ 是 ∗ -

对称态射. 同理可得(2). 证毕.  

引理 3  设 ( ) ( )M X Y M X Xϕ α β∈ , , ∈ , , ∈ 

( )M Y Y, , 且α 为ϕ的左恒等化子, β 为ϕ的右恒等

化子, 若 α βϕ+
, 存在的充要条件是ϕ αϕ∗ 和ϕβϕ∗均是

∗ -对称态射且态射方程 xϕ αϕ ϕ∗ = 和 yϕβϕ ϕ∗ = 均

有解. 此时有 (1 4) (1 3) ,α β β αϕ β δ ϕσ α ϕ ϕϕ+ ∗ ∗ ∗ ∗ , ,
, = =  其中

σ 和δ 是态射方程 xϕ αϕ ϕ∗ = 和 yϕβϕ∗ = ϕ的解. 

2 满态射和单态射的加权 Moore- 
Penrose逆  

定理 1  设 ( )M X Yϕ∈ , 是满态射, (M Xα ∈ ,  

)X , 且α 为ϕ的左恒等化子. 那么下列条件等价: 

(1)ϕ关于α 加权{1 3}, -逆存在. (2)ϕ αϕ∗ 是∗ -对称

态射且左可逆. (3)ϕ αϕ∗ 是 ∗ -对称态射且右可逆. 

(4)ϕ αϕ∗ 是∗ -对称态射且可逆. (5)对任意∗ -对称态

射 ( )M Y Yγ ∈ , ,ϕ关于α 和γ 的加权 Moore-Penrose

逆存在, 此时 1( )α γϕ ϕ αϕ ϕ α+ ∗ − ∗ ∗
, = .  

证明  (1)⇒ (2): 令 (1 3)
αη ϕ ρ ηξη, ∗= , = 由引理

1知,ϕ αϕ∗ 是∗ -对称态射, 且有: 

( ) ( ) ( )ϕρ ϕ αϕ ϕηξη ϕ αϕ ϕηξ αϕη ϕ∗ ∗ ∗ ∗= = =  

ϕηξαϕηϕ ϕηξαϕ ϕηϕ ϕ= = = . (3) 

因ϕ是满态射, 由(3)式左消去ϕ , 有 ρϕ αϕ∗ =  

YI , 故ϕ αϕ∗ 左可逆.  

(2) ⇒ (3): 由ϕ αϕ∗ 左可逆可知道, 存在 ρ 使

1Yρϕ αϕ∗ = , 故ϕ αϕ∗ 是满态射. 由于ϕ αϕ∗ 是∗ -对

称态射, ( )ϕ αϕ ϕ αϕ∗ ∗ ∗= 是单态射, 由ϕ αϕρϕ αϕ∗ ∗ =  

YIϕ αϕ ϕ αϕ∗ ∗= 右消去ϕ αϕ∗ , 得到 YIϕ αϕρ∗ = . 因

此ϕ αϕ∗ 右可逆.  

(3)⇒ (4): 若ϕ αϕ∗ 右可逆, 与(2)⇒ (3)同理可

知ϕ αϕ∗ 左可逆. 故ϕ αϕ∗ 可逆.  

(4)⇒ (5): 因ϕ αϕ∗ 可逆, 令 1( )η ϕ αϕ ϕ α∗ − ∗ ∗= ,

则 1 1( ) ( )ϕηϕ ϕ ϕ αϕ ϕ α ϕ ϕ ϕ αϕ ϕ αϕ ϕ∗ − ∗ ∗ ∗ − ∗= = = .  
1 1( ) ( )ηϕη ϕ αϕ ϕ αϕ ϕ αϕ ϕ α∗ − ∗ ∗ − ∗ ∗= =  

1( ) .ϕ αϕ ϕ α η∗ − ∗ ∗ =  
1( ) ( ( ) )αϕη αϕ ϕ αϕ ϕ α∗ ∗ − ∗ ∗ ∗= =  

1( ) .αϕ ϕ αϕ ϕ α αϕη∗ − ∗ ∗ =  

对于任意∗ -对称态射 ( )M Y Yγ ∈ , , ( )η ϕγ ∗ =  
1(( ) )ϕ αϕ ϕ αϕγ γ γ ηϕγ∗ − ∗ ∗ ∗= = = . η 为 ϕ 关于 α 和

γ 的加权Moore-Penrose逆. (5)⇒ (1): 显然.  

定理 2  设 ( )M X Yϕ∈ , 是单态射, ( )M Y Yβ ∈ , , 

且 β 为ϕ 的右恒等化子. 那么下列条件等价: (1) 

ϕ关于 β 加权{1 4}, -逆存在. (2)ϕβϕ∗是∗ -对称态射

且左可逆. (3)ϕβϕ∗是 ∗ -对称态射且右可逆. (4) 
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ϕβϕ∗是∗ -对称态射且可逆. (5)对任意∗ -对称态射

( )M X Xλ∈ , ,ϕ关于 λ和 β 的加权 Moore-Penrose

逆存在, 此时 1( )λ βϕ β ϕ ϕβϕ+ ∗ ∗ ∗ −
, = .   

3 具有满单分解态射的加权 Moore- 
Penrose逆  

定理 3  设 ( )M X Yϕ∈ , 且 1 2ϕ ϕϕ= 是ϕ的满单

分解, ( )M X Xα ∈ , , ( )M Y Yβ ∈ , ,  且α 为ϕ的左恒

等化子, β 为ϕ的右恒等化子. 那么下列条件等价: 

(1) ϕ关于α 和β 的加权Moore-Penrose逆存在. 

(2) ϕ αϕ∗ 和ϕβϕ∗是 ∗ -对称态射, 1ϕ αϕ∗ 左可

逆, 2ϕ βϕ∗右可逆. 

(3) 1ϕ αϕ∗ 是满态射, 2ϕ βϕ∗是单态射; 对任意

∗ -对称态射 ( )M Z Zλ∈ , , 1ϕ αϕ∗ 关于 β 和 λ的加权

Moore-Penrose 逆存在. 2ϕ βϕ∗关于 λ和α 的加权

Moore-Penrose逆存在. 

(4) 1 1ϕ αϕ∗ 和 2 2ϕ βϕ∗都是 ∗ -对称态射且可逆. 

此时有 1 1
2 2 2 1 1 1( ) ( )α βϕ β ϕ ϕ βϕ ϕ αϕ ϕ α+ ∗ ∗ ∗ − ∗ − ∗ ∗

, = .  其中σ =  
1 1

1 1 2 2 2( ) ( ) ,ϕ αϕ ϕ βϕ ϕ β∗ − ∗ − ∗ 为 1ϕ αϕ∗ 的一个左逆. δ =  
1 1

1 1 1 2 2( ) ( ) ,α ϕ ϕ αϕ ϕ βϕ∗ ∗ − ∗ −  为 2ϕ βϕ∗的一个右逆.  

(5) 1 1ϕ αϕ∗ 和 2 2ϕ βϕ∗ 都是 ∗ -对称态射, 1 1ϕ αϕ∗

是满(单)态射且 2 2ϕ βϕ∗是满(单)态射; 对任意 ∗ -对

称态射 ( )M Z Zλ∈ , , 1 1 2 2ϕ αϕ ϕ βϕ∗ ∗, 关于 λ和 λ 的加

权Moore-Penrose逆存在.  

(6) 1 1ϕ αϕ∗ 和 2 2ϕ βϕ∗ 都是 ∗ -对称态射, 1 1ϕ αϕ∗

是满(单)态射且 2 2ϕ βϕ∗是满(单)态射; 且 1 1ϕ αϕ∗ 和

2 2ϕ βϕ∗均存在 (1)逆.  

证明   (1) ⇒ (2): 若 ϕ 关于 α 和 β 的加权

Moore-Penrose 逆存在, 由引理 1 得ϕ αϕ∗ 和ϕβϕ∗

是∗ -对称态射. 记 α βη ϕ+
,= , 则 

1 2 ( )ϕϕ ϕ ϕηϕηϕ ϕηξ αϕη ϕ∗= = = =  

1 2 1 2.ϕηξη ϕ α ϕ ϕ ϕ ηξη ϕ αϕϕ∗ ∗ ∗ ∗ ∗=  

又因为 1ϕ 是满态射, 2ϕ 是单态射, 因此 2ϕ ηξ ⋅  

1 ZIη ϕ αϕ∗ ∗ = , 即 1ϕ αϕ∗ 左可逆, 同理可得 2ϕ βϕ∗右

可逆.  

(2) ⇒ (1): 因为 1ϕ αϕ∗ 左可逆 , 2ϕ βϕ∗ 右可逆 , 

所以存在态射 ( )M Z Yσ ∈ , 和 ( )M X Zδ ∈ , ,  使得: 

1 2ZIσϕ αϕ ϕ βϕ δ∗ ∗= = . 

两边同时左乘 1ϕ , 右乘 2ϕ , 得: 

1 2ϕσϕ αϕ ϕ ϕβϕ δϕ∗ ∗= = . 

可知 1ϕσ 和 2δϕ 分别是态射方程 xϕ αϕ ϕ∗ = 和

yϕβϕ ϕ∗ = 的解, 因为ϕ αϕ ϕβϕ∗ ∗, 是 ∗ -对称态射, 

由引理 3 知 2 1( ) ( )η β δϕ ϕ ϕσ α∗ ∗ ∗ ∗= , 为ϕ关于α 和

β 的加权Moore-Penrose逆.  

(2)⇒ (4): 因 1ϕ αϕ∗ 左可逆, 2ϕ βϕ∗右可逆, 故

存在态射 ( )M Z Yσ ∈ , 和 ( )M X Zδ ∈ , ,  使 1σϕ αϕ∗ =  

2ZI ϕ βϕ δ∗= .  则 2 1 1( )( ) ZIσϕ ϕ αϕ∗ ∗ = ,  

1 1 2 1 1 1 2 1 1( )( ) ( ) ( )ϕ αϕ σϕ ϕ ϕ αϕ σϕ ϕ α ϕσ ϕ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= =  

1 1 1 2 1( )( )ϕ αϕ σϕ αϕ ϕ σ ϕ∗ ∗ ∗ ∗ =  

1 1 1 1 1( ) ( ) ZIϕ αϕσ ϕ σϕ αϕ ϕ ϕ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= = .  

因为 1ϕ
∗是单态射, 所以 1 1 2( )( ) ZIϕ αϕ σϕ∗ ∗ = , 因

此 1 1ϕ αϕ∗ 可逆且 1
1 1 2( )ϕ αϕ σϕ∗ − ∗= .  类似地可证明

2 2ϕ βϕ∗可逆且 1
2 2 1( )ϕ βϕ ϕ δ∗ − ∗= .  

因为ϕ αϕ∗ 和ϕβϕ∗都是∗ -对称态射. 由引理 2

知 1 1ϕ αϕ∗ 和 2 2ϕ βϕ∗都是∗ -对称态射.  

(4)⇒ (2): 因为 1 1ϕ αϕ∗ 和 2 2ϕ βϕ∗都是 ∗ -对称态

射. 由引理 2 知ϕ αϕ∗ 和ϕβϕ∗都是∗ -对称态射. 又

因为 1 1ϕ αϕ∗ 和 2 2ϕ βϕ∗都可逆, 令  
1 1

1 1 2 2 2( ) ( )σ ϕ αϕ ϕ βϕ ϕ β∗ − ∗ − ∗= ,  
1 1

1 1 1 2 2( ) ( ) ,δ α ϕ ϕ αϕ ϕ βϕ∗ ∗ − ∗ −=  

则有: 
1 1

1 1 1 2 2 2 1( ) ( )σϕ αϕ ϕ αϕ ϕ βϕ ϕ β ϕ αϕ∗ ∗ − ∗ − ∗ ∗= =  

 1 1
1 1 2 2 2 2 1 1( ) ( ) ZIϕ αϕ ϕ βϕ ϕ β ϕ ϕ αϕ∗ − ∗ − ∗ ∗ ∗ = ,  

1 1
2 2 1 1 1 2 2( ) ( )ϕ βϕ δ ϕ βϕ α ϕ ϕ αϕ ϕ βϕ∗ ∗ ∗ ∗ − ∗ −= =  

1 1
2 2 1 1 1 1 2 2( ) ( ) ZIϕ βϕ ϕ α ϕ ϕ αϕ ϕ βϕ∗ ∗ ∗ ∗ − ∗ − = .  

因此 1ϕ αϕ∗ 左可逆, 2ϕ βϕ∗右可逆. 得ϕ 关于

α 和 β 的加权Moore-Penrose逆存在, 此时 

2 1( ) ( )α βϕ β δϕ ϕ ϕσ α+ ∗ ∗ ∗ ∗
, = =  

1 1 1
1 1 1 2 2 2 1 1 1( ( ) ( ) ) ( ( )β αϕ ϕ αϕ ϕ βϕ ϕ ϕ ϕ ϕ αϕ∗ ∗ − ∗ − ∗ ∗ − ⋅

 1 1
2 2 2 2 2 2( ) ) ( )ϕ βϕ ϕ β α β ϕ ϕ βϕ∗ − ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −= ⋅  

1 1 1
1 1 1 1 2 2 2 2 1 1( ) ( )( )( ) ( )ϕ αϕ ϕ αϕ ϕ βϕ ϕ βϕ ϕ αϕ∗ − ∗ ∗ ∗ − ∗ − ⋅
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 1 1
1 2 2 2 1 1 1( ) ( )ϕ α β ϕ ϕ βϕ ϕ αϕ ϕ α∗ ∗ ∗ ∗ ∗ − ∗ − ∗ ∗= .  

(2)⇒ (3): ϕ αϕ∗ 和ϕβϕ∗都是 ∗ -对称态射. 由

引理 2 知 1 1ϕ αϕ∗ 和 2 2ϕ βϕ∗都是 ∗ -对称态射. 因为 

1ϕ αϕ∗ 左可逆 , 2ϕ βϕ∗ 右可逆 , 因此 1ϕ αϕ∗ 是满态

射 , 2ϕ βϕ∗ 是单态射 .又由于 (2)与 (4)等价 , 所以

1 1ϕ αϕ∗ 和 2 2ϕ βϕ∗均可逆. 设 
1 1

1 1 2 2 2( ) ( )σ ϕ αϕ ϕ βϕ ϕ β∗ − ∗ − ∗= ,  
1 1

1 1 1 2 2( ) ( )δ α ϕ ϕ αϕ ϕ βϕ∗ ∗ − ∗ −= .  

则 1 2ZIσϕ αϕ ϕ βϕ δ∗ ∗= = .  因此 1 1 1ϕ αϕσϕ αϕ ϕ αϕ∗ ∗ ∗= ,  

1 .σϕ αϕσ σ∗ =  
1 1

1 1 1 1 2 2( ) ( ( ) ( )βϕ αϕ σ βϕ αϕ ϕ αϕ ϕ βϕ∗ ∗ ∗ ∗ − ∗ −= ⋅  

  1
2 2 2 2 2) ( ( ) )ϕ β βϕ ϕ βϕ ϕ β∗ ∗ ∗ ∗ − ∗ ∗= =  

1
2 2 2 2 1( ) ,βϕ ϕ βϕ ϕ β βϕ αϕ σ∗ ∗ − ∗ ∗=  

1 1( ) ,σϕ αϕ λ λ λ σϕ αϕ λ∗ ∗ ∗ ∗= = =  

于是 1( )β λϕ αϕ σ∗ +
, = .  

类似可得: 2( )λ αϕ βϕ δ∗ +
, = .  

(3)⇒ (2): 由 1 1 1 1( )( ) ( ) ( )β λϕ αϕ ϕ αϕ ϕ αϕ ϕ αϕ∗ ∗ + ∗ ∗
, =  

及 1ϕ αϕ∗ 是满态射可知 1ϕ αϕ∗ 左可逆, 类似地证明 

2ϕ βϕ∗右可逆.  

(4)⇒ (5): 由 1 1ϕ αϕ∗ 左(右)可逆, 知 1 1ϕ αϕ∗ 是满

(单)态射. 由 2 2ϕ βϕ∗左(右)可逆, 知 2 2ϕ βϕ∗是满(单)

态射. 因为 1 1ϕ αϕ∗ 和 2 2ϕ βϕ∗均可逆, 所以 1 1ϕ αϕ∗ 是 

满(单)态射, 2 2ϕ βϕ∗是满(单)态射, 且有: 
1 1

1 1 1 1 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )λ λ λ λϕ αϕ ϕ αϕ ϕ βϕ ϕ βϕ∗ + ∗ − ∗ + ∗ −
, ,= , = .  

(5) ⇒ (4): 由 1 1 1 1 1 1 1 1( )( ) ( ) ( )λ λϕ αϕ ϕ αϕ ϕ αϕ ϕ αϕ∗ ∗ + ∗ ∗
, =

及 1 1ϕ αϕ∗ 是满(单)态射 可知 1 1ϕ αϕ∗ 可逆. 类似地证

明 2 2ϕ βϕ∗可逆.  

(5)⇒ (6): 显然.  

(6) ⇒ (4): 由 (1)
1 1 1 1 1 1 1 1( )( ) ( ) ( )ϕ αϕ ϕ αϕ ϕ αϕ ϕ αϕ∗ ∗ ∗ ∗=  

及 1 1ϕ αϕ∗ 是满(单)态射, 可知 1 1ϕ αϕ∗ 可逆. 类似地证

明 2 2ϕ βϕ∗可逆.  
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On Weighted Moore-Penrose Inverses of Morphisms 

ZHANG Jin-ou 

( Faculty of Science, Ningbo University, Ningbo 315211, China ) 

Abstract: The weighted Moore-Penrose inverses of the morphisms with epic and monic factorization in general 

category with an involution ∗  are discussed. Some necessary and sufficient conditions for existence and some 

properties of the weighted Moore-Penrose inverse of the morphisms with epic and monic factorization are given.  
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