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联立方程 (8)∼(15)，注意到 FA = bF/l, FB = aF/l，解得

a0 = 0 , a1 = − Fb
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(
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)
, a2 = 0 , a3 =

Fb
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, b3 = − Fa
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这和积分法得到的结果是一致的.

3 结 语

本文方法及其算例表明：

(1)方法具有普遍性，不论是静定还是超静定，也不论挠

曲线方程是否分段，都可以解决. 特别是复杂分布载荷作用

下单跨超静定梁的求解尤具优势.

(2) 方法程式化，根据载荷形式确定挠曲线方程形式，

边界条件给出待定系数满足的线性代数方程.

(3) 方法便捷，主要工作量是确定边界条件和解线性代

数方程，一旦待定系数确定，挠曲线方程、转角方程、弯矩方

程、剪力方程、支座反力可一并得到.
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超静定结构温度应力问题探讨

李忠芳 ∗,1) 马万征 † 宛传平 ∗ 陈 丰 ∗ 张 华 ∗
∗(安徽科技学院机电与车辆工程学院，安徽凤阳 233100)
†(安徽科技学院城建与环境学院，安徽凤阳 233100)

摘要 把温度应力问题分为两个过程求解. 先解除多余约

束，将超静定问题转化为静定问题，使杆件自由伸长或缩短.

再按照原来的方式将所有杆件安装好，由于温度升高后，杆

件的长度可能不再匹配，所以会产生装配应力，这时便转化

为一般的装配应力问题. 这样便把耦合在一起的温度应力和

拉压应力分解成两个过程，令学生感到非常容易接受.
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超静定结构温度应力的求解 [1-5]，对许多同学来讲都不

容易理解. 原因是变形引起应力还是应力引起变形，是一个

难分难解的疑问. 本文通过将问题拆解，转化为一个静定问

题的自由膨胀与超静定问题的装配应力问题.

1 超静定温度应力问题实例

如图 1 所示，1, 2, 3 号杆的材料都相同，长度分别为

l, l, l cos β. 当温度由 T1 变到 T2 时, 求各杆的内力. (杆 1,

2, 3 的线膨胀系数为 α1 = α2，α3，MT = T2 − T1).

图 1 超静定结构简图

2 传统解法
(1) 选 A 点为研究对象，A 点受力如图 2.

根据图 2，列平衡方程

∑
X = FN1 sin β − FN2 sin β = 0

∑
Y = FN1 cos β + FN2 cos β + FN3 = 0





(1)

图 2 A 点受力分析
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(2) 杆 1, 2, 3 变形几何关系如图 3. 根据图 3，列几何

方程

∆L1 = ∆L3 cos β (2)

图 3 变形几何关系

(3) 根据温度应力公式，列物理方程

∆Li = ∆TαiLi +
FNiLi

EiAi
(3)

其中，∆TαiLi 是温度升高引起杆件的伸长量，
FNiLi

EiAi
为内

力引起的变形量.

综合式 (1),(2),(3)，可得

FN1 = FN2 = −E1A1(α1 − α3) cos2 β∆T

1 + 2 cos3 βE1A1/(E3A3)

FN3 =
2E1A1(α1 − α3) cos3 β∆T

1 + 2 cos3 βE1A1/(E3A3)

3 用拆解方法求解
同学们对物理方程 (3) 易产生疑惑. 有的同学会问，温

度升高会引起变形，变形引起内力，内力又会引起变形，究

竟怎样理解前后因果关系呢？用以下拆解方法会将此疑虑完

全取消，使得同学们清楚地理解超静定问题温度变化后引起

的内力求解过程.

3.1 静定问题的自由膨胀

(1) 在自由状态下，各杆件伸长为

∆Li = ∆TαiLi

(2) 各杆件伸长后，杆 1 和杆 2 长度变为

l′1,2 = l + ∆Tα1l

(3) 杆 3 长度变为

l′3 = l cos β + ∆Tα3l cos β

3.2 超静定问题的装配应力

(1)温度升高后，3杆与 1, 2杆的长度不再匹配，由于约

束的作用，3 个杆件仍铰接在一起，这就转化为一个装配应

力问题，如图 4. 假设 3 杆相对变短，1, 2 杆长度乘以 cos β

与 3 杆的长度之差为

l′1,2(cos β)− l′3 = ∆T l cos β (α1 − α3)

图 4 装配应力问题

杆 3 的长度误差为 δ = ∆T l cos β (α1 − α3).

(2) 装配应力问题的解

此问题的解 [4] 为

FN1 = FN2 = −δ

l
· E1A1 cos β

1 + 2 cos3 βE1A1/(E3A3)

FN3 =
δ

l
· 2E1A1 cos2 β

1 + 2 cos3 βE1A1/(E3A3)

将 δ 的值代入上式，得

FN1 = FN2 = −E1A1 (α1 − α3) cos2 β∆T

1 + 2 cos3 βE1A1/(E3A3)

FN3 =
2E1A1 (α1 − α3) cos3 β∆T

1 + 2 cos3 βE1A1/(E3A3)

本文将温度应力问题转化为装配应力问题求解，使得问

题更加简单易懂，该方法可推广到其他超静定结构的温度应

力问题.
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