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应用瑞利 --李兹法求高阶频率时剪力边界条件的效应

罗健豪 1)

(澳门大学机电工程系, 中国澳门)

摘要 在应用瑞利 --李兹法求解细长梁和杆的静挠度、最小

临界力和基频时，教材和文献都指出剪力边界条件的效应很

弱，因此剪力一般可以不予考虑.然而，本文通过例子指出剪

力边界条件对高阶 (尢其是最高阶) 的固有频率有着显著的

影响，而且它的影响并不能通过增加位移函数的项数来予以

消除.
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1 关于瑞利 --李兹法的扼要回顾

弹性力学指出剪力对粗短梁的效应很强，而对细长梁则

不然 [1]. 材料力学也指出一般情况下细长梁 (尢其是均质的

金属梁)的破坏，主要是由与弯矩有关的正应力所控制的 [2].

因此对于细长的梁和压杆，人们往往更为关心弯矩.

很多材料力学、弹性力学和有限元的教材都会提到瑞

利 --李兹法. 应用此法的关键是要懂得如何 “恰当” 地选取

位移函数. 教材 [3-5] 一般提到选取的位移函数必须满足位移

边界条件 (挠度及转角)，而对于力边界条件 (剪力和弯矩)，

则要么没有提及，要么就是没有强调和深入比较二者的重要

性. 文献 [6] 比较了剪力和弯矩边界条件的相对重要性，该

文通过求解细长梁的静挠度和细长压杆的最小临界力，指出

不满足弯矩边界条件可使误差高达 20%，而剪力边界条件的

重要性则较低，违反它时误差一般只有 1% ∼ 2% 左右. 文

献 [7-8] 后来也针对细长压杆临界力和细长梁的基频对剪力

2011–09–01 收到第 1 稿，2012–11–22 收到修改稿.

1) E-mail: KHLO@umac.mo



第 2 期 罗健豪：应用瑞利 --李兹法求高阶频率时剪力边界条件的效应 81

边界条件作出了探讨. 而且文献 [7] 还从数学上作出了说明.

本文主要讨论剪力边界条件对高阶频率的影响. 通过例

题，本文指出剪力边界条件对高阶频率的效应是不应该随便

忽略的. 此外，它的效应也不能通过增加位移函数的项数来

予以消除. 下面利用算例来说明剪力边界条件对高阶频率的

效应和是否能通过增加位移函数的项数来消除剪力边界条件

的影响.

2 剪力边界条件对高阶频率的效应
图 1 所示的细长梁单位长度的质量为 M，其抗弯刚度

为 EI，长为 L. 梁右边支承的弹簧刚度为 k. 用瑞利 --李兹

法求第一阶及第二阶的固有频率 ω1 和 ω2 (本例题引用自文

献 [9]，这里对它做出了一些简化).

图 1 一端简支一端弹性支承的细长梁

解: 近似位移函数取为

y(x) = a1
x

L
+ a2 sin

πx

L
(1)

其中 a1, a2 为待定系数.
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由式 (2) 和式 (3) 的系数行列式等于零，求得频率方程为

(π2 − 6)L5M2

6L3π2
ω4 − π2ML(π4EI + 3kL3)

6L3π2
ω2+

π4kEI

2L3
= 0 (4)

由于式 (4) 中各物理量的具体数值并不影响讨论，为了求解

方便，分别选取它们的数值为

L = 5m , M = 1 kg/m , E = 10× 106 Pa

I = 10× 10−6 m4 , k =
π4EI

2L3
≈ 38.964N/m

求解式 (4) 得 ω1 ≈ 3.233 rad/s, ω2 ≈ 9.430 rad/s

本题的理论解为 ω1∗ = 3.232 rad/s, ω2∗ = 8.88 rad/s

这里可以看出基频的近似解很好，而第二阶频率近似解

的误差却为 6.194%，它已经超出工程计算一般认可的 ±5%

这个范围了.

下面我们考察所选取的近似位移函数在边界上的情况.

容易验证近似位移函数满足两端弯矩均为零及所有的位移边

界条件. 对于右边的弹性支承，这里要求

EI
d3y(L)

dx3
= ky(L)

即

EI
π3

L3
a2 =

π4EI

2L3
a1 ,

a2

a1
≈ 1.571 (5)

由式 (2) 和式 (3)，可以求得两个近似频率对应的振型 (见

表 1).

表 1 两个近似频率对应的振型

式 (2) 式 (3)

ω1 ≈ 3.233 rad/s
a2

a1
≈ 1.304

a2

a1
≈ 1.294

ω2 ≈ 9.430 rad/s
a2

a1
≈ −0.737

a2

a1
≈ −0.793

表 1 指出当梁以近似频率 ω1 自由振动时，比值
a2

a1
≈

1.3. 而当梁以近似频率 ω2 自由振动时，比值
a2

a1
≈ −0.737.

显然两个近似频率给出的比值
a2

a1
与式 (5) 都有偏差. 也即

所选取的近似位移函数在 x = L 处并不满足剪力边界条件.

但是，第二阶近似频率的偏差较大. 也即剪力边界条件对第

二阶固有频率的影响较大，而对基频的影响则较弱.

3 增加位移函数的项数对剪力边界条件效应的
影响

对上例，为了考察是否能够通过增加位移函数的项数来

改进频率近似解的精度，我们在式 (1) 中再添加一项，即取

近似位移函数为

y(x) = a1
x

L
+ a2 sin

πx

L
+ a3 sin

2πx

L
(6)

其中 a1, a2, a3 为待定系数.

在讨论之前，我们先简介一下文献 [10] 的结果. 该文的

作者已经求得当右边的弹性支承取不同刚度时，本例题的梁

的首三阶固有频率的理论解. 它们分别是

ωi∗ = ai

√
EI

ML4
(i = 1, 2, 3)

其中 ai 的取值见表 2.

节录自文献 [10] 的表 2 给出了当梁右边的弹性支承取

不同刚度时近似位移函数 (式 (6)) 系数的相应取值.

表 2中 β2 =
EI

kL3
为支承的刚度系数, 当 β2 6 10−4 时

支承可视为简支端, 而 β2 > 104 时则支承可视为自由端. 本
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题中右边的弹性支承若视为弹簧连接，则取 β2 = 10−2, 10−3

较为恰当. 这是由于当 β2 = 10−4 时，支承已因刚性太大而

变为简支端. 而如果当 β2 = 100 = 1，那么由下面的计算可

知梁右边的弹簧常数的取值为 k = 0.8N/m. 这样的刚性与

一般工程上遇到的情况相比显然太小. 所以 β2 = 102, 103

的情况就更不必讨论了. 因此仅讨论表 2 中 β2 = 10−2 和

10−3 时的情况.

表 2 梁右边的弹性支承取不同刚度时式 (6) 系数

的取值 [10]

支承情况 β2 a1 a2 a3

一端简支，另

一端弹性支承

10−4 9.860 39.322 88.016

10−3 9.773 37.850 79.593

10−2 8.932 26.504 54.571

1 1.716 15.549 50.005

102 0.173 15.420 49.965

104 0.017 15.418 49.965

仍取 L = 5m, M = 1kg/m, E = 10 × 106 Pa,

I = 10× 10−6 m4

如令 k = ξ
π4EI

2L3
，则 ξ =

2

β2π4
. 如取 β2 = 10−2，那

么 ξ = 2.053. 此时有 k = ξ
π4EI

2L3
≈ 80N/m.

当各变量如上取值时，仿例 1 的计算步骤，可解得前三

阶的近似固有频率为: ω1 ≈ 3.573 rad/s, ω2 ≈ 10.658 rad/s,

ω3 ≈ 23.148 rad/s.

而文献 [10] 给出的理论解为

ω1∗ = 8.932

√
EI

ML4
≈ 3.573 rad/s

ω2∗ = 26.504

√
EI

ML4
≈ 10.602 rad/s

ω3∗ = 54.571

√
EI

ML4
≈ 21.828 rad/s

可见增加位移函数的项数后，基频和第二阶频率的近似解都

变好了. 然而第三阶频率近似解的误差却仍为 6.047%. 也

即增加项数后，最高阶频率近似解的误差仍然大于 5%.

如取 β2 = 10−3，那么 ξ = 20.532. 这时 k = ξ
π4EI

2L3
≈

800N/m.

此时近似解为

ω1 ≈ 3.909 rad/s, ω2 ≈ 15.146 rad/s, ω3 ≈ 47.083 rad/s

而文献 [10] 给出的理论解为

ω1∗ = 9.773

√
EI

ML4
≈ 3.909 rad/s,

ω2∗ = 37.850

√
EI

ML4
≈ 15.140 rad/s,

ω3∗ = 79.593

√
EI

ML4
≈ 31.837 rad/s

显然剪力边界条件对第三阶固有频率有着不可忽视的效应

(误差达到 47.89%).

4 结 论

在应用瑞利 -- 李兹法求解细长梁的高阶固有频率时，

不应该像求解梁的静变形 (和基频) 或细长压杆的临界力那

样，认为剪力边界条件并不重要.通过本文的例子，我们看到

假如位移函数违反了剪力边界条件，那么 (最) 高阶频率的

精度往往是并不理想的. 即使增加位移函数的项数，仍然不

能改善 (最) 高阶频率解的精度.
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