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(1 + a1)ȧ1 = Φ1 + a1a3 − a4

(1 + a1)ȧ2 = a1Φ1 + a4 − a1a3

(1 + a1)ȧ3 = Φ2 − a4Φ1 + a4(a4 − a1a3)−

a1(a1 − a2 − a3a4)

(1 + a1)ȧ4 = Φ2 + a1 − a2 − a3a4





(18)

为找到 Erugin 函数，可提出补充需要：要求方程 (18)

的零解 aµ = 0 (µ = 1, 2, 3, 4) 是稳定的，并且要满足条件

Φ1 |a1+a2=0 = 0 , Φ2 |a3+a1a4=0 = 0 (19)

取 L�punov 函数为

V =
1

2

4∑
µ=1

(aµ)2 (20)

按方程 (19) 求对时间的导数，得

V̇ =
1

1 + a1

[
Φ1(a

1 + a1a2 − a3a4) + Φ2(a
3 + a4)

]
(21)

选 Erugin 函数为

Φ1 = (1 + a1)(a3 + a4)(a1 + a2)(a3 + a1a4)

Φ2 = −(1 + a1)(a1 + a1a2 − a3a4)·

(a3 + a1a4)(a1 + a2)





(22)

则有 V̇ = 0.

由 L�punov 定理知，零解是稳定的，并且式 (22) 也满

足式 (19).

上面 3 例涉及 Lagrange 系统和 Birkhoff 系统的动力

学逆问题中的 Erugin 函数的选取问题，对其他约束力学
系统也适用.

4 结 论

理论力学中的质点动力学第一类问题的解大多是唯一

的. 实际上，这相当于给定积分为通积分，而 Erugin 函

数取为零的情形，如例 1. 对一般情形，如例 2 和例 3，需引

入 Erugin 函数，而 Erugin 函数是不能任意选取的.
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定常完整约束系统动力学方程的伪线性形式1)

王怀磊 ∗,2) 苏振超 †
∗(南京航空航天大学机械结构力学及控制国家重点实验室，南京 210016)
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摘要 对定常完整约束系统，从动力学普遍方程出发，推导

出一种用矩阵表示的伪线性形式的动力学方程. 该方程只需

写出质点系位置矢径与外力矢量的广义坐标表达式即可直接

计算相关系数矩阵，从而得到系统的动力学方程. 该方程形

式简洁，计算格式整齐，适于用计算机代数语言的程式化实

现，为力学系统的计算机辅助建模提供了一种途径. 方法的

正确性通过两个简单算例进行了验证.
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引 言

如何建立力学系统的动力学方程是动力学中最古老且最

基本的问题之一. 自从 17 世纪牛顿发现动力学基本定律以

来，经过 18, 19 世纪欧拉，达朗贝尔，拉格朗日，哈密顿，高

斯等著名数学力学家的努力，现已发展出多种经典的动力学

建模方法，如动力学普遍方程，第二类拉格朗日方程 [1-2]，

哈密尔顿原理，高斯原理，Kane 方程 [3] 等. 这些方法基本

上可以分为两类，一类是典型的分析力学方法，需要通过计

算系统的某种动力学函数而得到系统的动力学方程，如拉格

朗日方程，哈密尔顿原理；另一类方法虽也源于动力学普遍

方程，但其最终形式具有矢量力学的特点，如 Kane 方程等.

本文从虚位移形式的动力学普遍方程出发，针对定常完整约
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束系统推导出一种用矩阵表示的伪线性形式的动力学方程，

这种方法无需计算系统的动力学函数，只需写出质点系位置

矢径与外力矢量的广义坐标表达式，即可计算方程中的各系

数矩阵，从而得到系统的动力学方程. 相比 Kane 方法，本

文所提出的方法在处理完整系统时更加简洁方便.

1 动力学方程的推导
假设一受到定常、完整约束的质点系，其自由度数为

N，质点个数为 n (n 可为无穷大)，用广义坐标表示的质

点 mi 的矢径为 ri = ri(q1, q2, · · · , qN )，理想约束反力为

F Ni，非理想约束反力及主动力为 F i (i = 1, 2, · · · , n)，则

根据动力学普遍方程有
n∑

i=1

(F i + F Ni −mir̈i) · δri =

n∑
i=1

F i · δri +

n∑
i=1

(−mir̈i) · δri = 0 (1)

下面分别对式 (1) 两项进行简化.

首先对惯性力虚功进行简化

δWI =

n∑
i=1

(−mir̈i) ·δri = −
N∑

j=1

( n∑
i=1

mir̈i · ∂ri

∂qj

)
δqj (2)

其中
n∑

i=1

mir̈i · ∂ri

∂qj
=

n∑
i=1

d

dt

(
miṙi

)
· ∂ri

∂qj
=

n∑
i=1

d

dt

( N∑

k=1

mi
∂ri

∂qk
q̇k

)
· ∂ri

∂qj
=

n∑
i=1

mi

( N∑

k=1

∂ṙi

∂qk
q̇k +

N∑

k=1

∂ri

∂qk
q̈k

)
· ∂ri

∂qj
=

N∑

k=1

[( n∑
i=1

mi
∂ri

∂qj
· ∂ri

∂qk

)
q̈k

]
+

N∑

k=1

[( n∑
i=1

mi
∂ṙi

∂qj
· ∂ri

∂qk

)
q̇k

]
=

M j q̈ + Qvj q̇ (3)

其中

q = [q1 q2 · · · qN ]T (4)

M j =

[
n∑

i=1

mi
∂ri

∂q1
· ∂ri

∂qj

n∑
i=1

mi
∂ri

∂q2
· ∂ri

∂qj
· · ·

n∑
i=1

mi
∂ri

∂qN
· ∂ri

∂qj

]
(5)

Qvj =

[
n∑

i=1

mi
∂ṙi

∂q1
· ∂ri

∂qj

n∑
i=1

mi
∂ṙi

∂q2
· ∂ri

∂qj
· · ·

n∑
i=1

mi
∂ṙi

∂qN
· ∂ri

∂qj

]
(6)

j = 1, 2, · · · , N

将式 (3) 代入式 (2)，则惯性力虚功简化为

δWI = −
N∑

j=1

(
M j q̈ + Qvj q̇

)
δqj (7)

其次对主动力虚功 (含非理想约束反力) 进行简化

δWF =

n∑
i=1

F i · δri =

n∑
i=1

F i ·
( N∑

j=1

∂ri

∂qj
δqj

)
=

N∑
j=1

Qfjδqj (8)

其中，Qfj =

n∑
i=1

F i · ∂ri

∂qj
即为对应于广义坐标 qj 的广义

力.

将式 (2) 与式 (8) 代入式 (1) 可得

δWI + δWF = −
N∑

j=1

(
M j q̈ + Qvj q̇ −Qfj

)
δqj = 0 (9)

由于系统为完整系统，因此其广义虚位移前的各项系数皆应

为零，即

M j q̈ + Qvj q̇ −Qfj = 0, j = 1, 2, · · · , N (10)

当 j 从 1 到 N 变化时，式 (10) 可写成如下矩阵形式的动

力学方程

Mq̈ + Qvq̇ = Qf (11)

其中

M =




n∑
i=1

mi
∂ri

∂q1
· ∂ri

∂q1

n∑
i=1

mi
∂ri

∂q2
· ∂ri

∂q1
· · · · · ·

n∑
i=1

mi
∂ri

∂qN
· ∂ri

∂q1

n∑
i=1

mi
∂ri

∂q1
· ∂ri

∂q2

n∑
i=1

mi
∂ri

∂q2
· ∂ri

∂q2
· · · · · ·

n∑
i=1

mi
∂ri

∂qN
· ∂ri

∂q2

...
...

...
...

n∑
i=1

mi
∂ri

∂q1
· ∂ri

∂qN

n∑
i=1

mi
∂ri

∂q2
· ∂ri

∂qN
· · · · · ·

n∑
i=1

mi
∂ri

∂qN
· ∂ri

∂qN




N×N

(12)
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Qv =




n∑
i=1

mi
∂ṙi

∂q1
· ∂ri

∂q1

n∑
i=1

mi
∂ṙi

∂q2
· ∂ri

∂q1
· · · · · ·

n∑
i=1

mi
∂ṙi

∂qN
· ∂ri

∂q1

n∑
i=1

mi
∂ṙi

∂q1
· ∂ri

∂q2

n∑
i=1

mi
∂ṙi

∂q2
· ∂ri

∂q2
· · · · · ·

n∑
i=1

mi
∂ṙi

∂qN
· ∂ri

∂q2

...
...

...
...

n∑
i=1

mi
∂ṙi

∂q1
· ∂ri

∂qN

n∑
i=1

mi
∂ṙi

∂q2
· ∂ri

∂qN
· · · · · ·

n∑
i=1

mi
∂ṙi

∂qN
· ∂ri

∂qN




N×N

(13)

Qf =

[
n∑

i=1

F i · ∂ri

∂q1

n∑
i=1

F i · ∂ri

∂q2
· · ·

n∑
i=1

F i · ∂ri

∂qN

]T

(14)

显然，式 (14) 中的 Qf 也即分析力学中所定义的广义力.

注意到方程 (11) 虽然表面看起来是广义坐标的线性微分方

程，但由于其系数矩阵一般并非常数矩阵，而含有广义坐标

参数，因此该方程是动力学方程的伪线性矩阵形式.

由式 (12)∼(14) 可以看出，动力学方程 (11) 中各系数

矩阵中的元素仅与质点系的位置矢径及外力矢量有关，只要

写出位置矢径和外力矢量的广义坐标表达式，即可代入矩阵

进行求导和代数运算得到具体元素的广义坐标表达式，最后

再将所得各系数矩阵代入方程 (11) 即得到系统的动力学方

程. 同时可以看出，这种方程不仅形式简洁，而且计算格式

整齐，矩阵中各元素对广义坐标的求导顺序与矩阵的行列下

标一致，非常适合用计算机代数语言进行实现. 对于一个具

体系统而言，只需输入质点系的各广义坐标表达式和外力矢

量，后面的数学方程推导过程则完全可由符号运算程序实现.

因此，这种矩阵形式的动力学方程为复杂系统动力学的计算

机辅助建模提供了一种有效的途径，也为计算动力学软件的

开发提供了理论支撑，因此具有潜在的工程应用价值.

2 算 例

为验证本文所得到结果的正确性，选取以下两个简单力

学模型，采用伪线性形式的动力学方程建立其数学模型.

算例 1 设铅垂面 Oxy 内一质量为 m 的滑块套在一

作定轴转动的长度为 l 的杆上，物块距离转轴的距离为 ρ，

外力偶矩为 Tθ，杆的转角为 θ，不计杆的质量，如图 1 所示.

试建立其动力学方程.

图 1

显然，系统的广义坐标为 q1 = ρ，q2 = θ，则质点个数

n = 1，系统自由度 N = 2，质点位置矢径的广义坐标表达

式及其导数分别为

r1 =
[

ρ cos θ ρ sin θ
]T

ṙ1 =
[

ρ̇ cos θ − ρθ̇ sin θ ρ̇ sin θ + ρθ̇ cos θ
]T

外力矢量则为 F 1 =
[

0 −mg
]T

根据式 (12)∼(14) 计算可得

M =




m1
∂r1

∂q1
· ∂r1

∂q1
m1

∂r1

∂q2
· ∂r1

∂q1

m1
∂r1

∂q1
· ∂r1

∂q2
m1

∂r1

∂q2
· ∂r1

∂q2


 =


 m 0

0 mρ2


 (15)

Qv =




m1
∂ṙ1

∂q1
· ∂r1

∂q1
m1

∂ṙ1

∂q2
· ∂r1

∂q1

m1
∂ṙ1

∂q1
· ∂r1

∂q2
m1

∂ṙ1

∂q2
· ∂r1

∂q2


 =


 0 −mρθ̇

mρθ̇ mρρ̇


 (16)

Qf =

[
F 1 · ∂r1

∂q1
F 1 · ∂r1

∂q2

]T

=

[
−mg sin θ −mgρ cos θ + Tθ

]T

(17)

由式 (11) 得到系统的运动微分方程

[
m 0

0 mρ2

] 
 ρ̈

θ̈


 +


 0 −mρθ̇

mρθ̇ mρρ̇





 ρ̇

θ̇


 =


 −mg sin θ

−mgρ cos θ + Tθ


 (18)

算例 2 如果算例 1 中杆为质量为 m1 的均质杆，其相

对于转轴 O 的转动惯量为 Jo，杆的质量为 m1，滑块的质量

为 m2，其他条件完全相同，如图 2所示，试建立该系统的动

力学方程.
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图 2

此时广义坐标仍为 q1 = ρ和 q2 = θ，且 N = 2，但此时

杆为分布质量体系，因此 n = ∞. 令 r1 表示滑块的矢径，

ri (i = 2, 3, · · · ) 表示杆上距离转轴为 ξi 的微元的矢径，则

r1 =
[

ρ cos θ ρ sin θ
]T

ṙ1 =
[

ρ̇ cos θ − ρθ̇ sin θ ρ̇ sin θ + ρθ̇ cos θ
]T

ri =
[

ξi cos θ ξi sin θ
]T

ṙi =
[
−ξiθ̇ sin θ ξiθ̇ cos θ

]T

, i = 2, 3, · · ·

外力矢量则为

F 1 =
[

0 −m2g
]T

F i =

[
0 −m1g

dξ

l

]T

, i = 2, 3, · · ·

根据式 (12)∼(14) 可得到

M =




∞∑
i=1

mi
∂ri

∂q1
· ∂ri

∂q1

∞∑
i=1

mi
∂ri

∂q2
· ∂ri

∂q1

∞∑
i=1

mi
∂ri

∂q1
· ∂ri

∂q2

∞∑
i=1

mi
∂ri

∂q2
· ∂ri

∂q2




=

[
m2 0

0 Jo + m2ρ
2

]
(19)

Qv =




∞∑
i=1

mi
∂ṙi

∂q1
· ∂ri

∂q1

∞∑
i=1

mi
∂ṙi

∂q2
· ∂ri

∂q1

∞∑
i=1

mi
∂ṙi

∂q1
· ∂ri

∂q2

∞∑
i=1

mi
∂ṙi

∂q2
· ∂ri

∂q2




=

[
0 −m2ρθ̇

m2ρθ̇ m2ρρ̇

]
(20)

Qf =

[ ∞∑
i=1

F i · ∂ri

∂q1

∞∑
i=1

F i · ∂ri

∂q2

]
=

[
−m2g sin θ −1

2
m1gl cos θ −m2gρ cos θ + Tθ

]T

(21)

由式 (11) 得到系统的运动微分方程


 m2 0

0 Jo + m2ρ
2





 ρ̈

θ̈


 +


 0 −m2ρθ̇

m2ρθ̇ m2ρρ̇





 ρ̇

θ̇


 =




−m2g sin θ

−1

2
m1gl cos θ −m2gρ cos θ + Tθ


 (22)

在以上两个例子中，如果进一步进行运动学分析，并与

所得矩阵形式动力学方程中各项进行比较，可以发现矩阵形

式动力学方程广义坐标二阶导数项包含的是相对惯性力及切

向牵连惯性力信息，而一阶导数项包含的是法向牵连惯性力

及柯氏惯性力的信息，因此伪线性矩阵形式的动力学方程事

实上已经将不同性质的惯性力进行了分离，在某种程度上反

应了系统的物理意义. 可以断定，这种物理意义也是具有一

定普遍性的，说明矩阵形式动力学方程虽来源于分析力学方

法，但也体现出某种程度牛顿力学的特点.

3 结 论

对定常完整约束系统，从虚位移形式的动力学普遍方程

出发，推导出一种用矩阵形式表示的动力学方程. 这种方程

在形式上是线性的，但由于系数矩阵一般含有系统变量，因

此本质上是非线性系统的伪线性表达式. 此外，这种伪线性

形式的方程不需要计算系统的动力学函数，而仅仅利用质点

系位置矢径与外力矢量的广义坐标及即可直接计算方程中的

各系数矩阵，从而得到系统的动力学方程，为定常完整力学

系统的动力学建模提供了一种新的方法. 又由于该方程系数

矩阵中各元素的表达式格式整齐，因此也适于用计算机代数

语言 (如 Maple) 进行程式化推导，为复杂力学系统的计算

机辅助建模提供了一种途径. 方程的正确性通过两个算例进

行了验证，所得结果也表明伪线性矩阵形式的动力学方程的

二阶导数项与一阶导数项含有不同的惯性力，即在普遍意义

已将系统不同物理意义的惯性力进行了分离，体现出矩阵形

式动力学方程虽来源于分析力学方法，但也有某种程度牛顿

力学的特点.
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