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第四，项目实施过程中注意一定的时效性. 不少学生直

到期末交稿的截止期限前才开始谋篇布稿，这就很难提高论

文的质量. 在前期要求学生提交研究方案，并定期进行检

查，可促进他们研究活动的时间紧迫感.

第五，研究项目要有灵活性. 如果校方的一些科技节之

类的活动正好一起举办，可鼓励学生把两者结合起来进行课

题实践，但课程论文仍应该保持完整的要求，保证考核评价

的公正性.

以课题研究为导向的教学方法突出学生学习的主体性，

学生按照自己的想法和知识，将力学知识的学习扩展到应用

力学解决实际问题. 这种思路符合高校学生独立自主探索学

习的心理需求，因此不论对应用型本科院校或者是研究型院

校，都值得借鉴.
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特征值和特征向量知识在力学中的三处应用
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摘要 特征值和特征向量是线性代数中的重要内容之一，在

力学中有 3 处要运用这些知识，第一处是运用在求主应力和

主方向中，第二处运用在求结构的动力学问题的固有频率和

振型中，第三处是运用在求结构屈曲临界力中.
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引 言

力学对数学有很大的依赖性，没有学好数学想要成为力

学家是很难想象的. 甚至可以说没有学好数学就无法学好工

科的其他课程. 所以，作者要求自己大学一年级的学生一定

要学好数学.像线性代数、微积分、空间解析几何等知识在力

学中无处不有. 下面以特征值和特征向量知识在力学中的运

用为例做一介绍.

1 特征值和特征向量知识在求主应力和主方向中的
运用

某一点的应力状态由 6 个应力分量决定，可以写成应力

矩阵的形式 [1] 


σx τxy τxz

τxy σy τyz

τxz τyz σz


 (1)

如果能将式 (1)中的非对角线元素变为 0，这时剪应力为 0，

根据主应力的定理：某一个面上只有正应力而无剪应力时，

这个正应力为主应力. 式 (1) 为实对称矩阵，总是可以对角

化，也就是说通过初等变换可以把应力矩阵变为如下对角线

矩阵 


λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3


 (2)

式 (2)中的非对角线元素为剪应力，这时剪应力为 0. 因此，

式 (2) 中的对角线元素分别为第一、第二和第三主应力. 求

主应力就变为求下列特征值方程的特征值

∣∣∣∣∣∣∣∣

σx − λ τxy τxz

τxy σy − λ τyz

τxz τyz σz − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (3)

3 个特征值对应的特征向量是 3 个主平面的法线方向，而根

据不同的特征值对应的特征向量正交可知 3 个主应力的方

向是相互正交的.

2 特征值和特征向量知识在求结构动力学问题中的

运用

无阻尼多自由度系统的动力学微分方程总是可以写成 [2]

Mẍ + Kx = 0 (4)

其中，M 为系统质量矩阵，K 为系统刚度矩阵，x 为位移

列向量.
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求解式 (4) 的广义特征值方程为

|K − λM | = 0 (5)

系统的固有频率 ω2
i = λi，每一个特征值对应一个特征向

量，对特征向量进行归一化就得到每一固有频率对应的振型.

如果系统刚度矩阵线性相关，则系统存在刚体运动，存在固

有频率为零的情况.

3 特征值和特征向量知识在求结构临界屈曲力中的
运用

结构屈曲的特征方程为

(K − λKσ)x = 0 (6)

其中，K 为系统刚度矩阵，Kσ 为系统几何刚度矩阵，x 为

位移列向量. 最小特征值 λmin(载荷因子)，即为屈曲临界载

荷的表征. 不同的特征值对应不同的特征向量 xi，这个特征

向量也可叫屈曲模式.

4 结 论

在教学实践中，作者给学生上《弹性力学》课时，发现

很多同学在学了材料力学后，很难记住材料力学中求二维问

题的主应力公式，但是如果知道了求主应力就是求应力矩阵

的特征值问题时，他们就能很快求出主应力和主应力的方向.

即使记忆力好的学生，他们也许在一两年内还记得材料力学

中计算主应力的公式, 但是，若干年后，再问他们，还能记得

这些公式的学生应该所剩无几了. 在学习和教学的过程中，

对知识点进行总结，要学会从全局出发，对知识进行串联、

串讲.
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《音乐中的科学》前言

武际可

英国著名学者约翰 · 布莱金 (1928∼1999) 说：“人类组织声音，声音也组织人类”. 这话的意思是，音乐和人类社会有着

共生共存的关系，也就是说，音乐有助于规范人类的社会行为，改变生产与生活方式，强化、提升和净化人类经验和情感. 我

国春秋战国时期的著作《周礼》则说：“凡音者，生人心者也，情动于中，故形于声：声成文，谓之音.” 还说：“是故审声以知

音，审音以知乐，审乐以知政，而治道备矣.” 贝多芬说：“领悟音乐的人，能从一切世俗的烦恼中超脱出来.” 可见中外古今对

音乐都是很重视的。音乐不仅可以陶冶性情，还可以和谐社会，实在是善莫大焉.

说实在的，音乐是科学同艺术结合的产物. 在人类世代追求音乐发展中出过许多伟大的演奏家、歌唱家、作曲家和乐队指

挥家. 当人们享受他们的音乐、歌唱、演奏的同时，别忘记，在他们背后还有许多科学家，来揭示声音、音乐和各种乐器的奥

秘；在他们的背后有一串伟人的名字：毕达哥拉斯、管子、伽利略、牛顿、伯努利、达朗贝尔、沈括、亥姆霍兹、朱载堉、韦伯

等等.

音乐背后的科学问题，首先是力学问题. 因为声音的产生和传播本身就是一个典型的力学问题，乐器的研制和改进，无论

是管乐器还是弦乐器，抑或是其他乐器，都离不开深入的力学知识. 进一步说，音乐不仅与力学有关，它是与力学、数学、物

理、生理学、心理学、电子学、计算机科学等多学科密切相交叉的艺术领域. 不仅如此，就是到今天来说，也不能说在音乐和

音响背后的科学道理都完全清楚了. 特别是对于研制新的音响设备中，对于歌唱的计算机模拟中，还存在许多困难问题等待

研究解决.

本书并不是一本音乐艺术的专著，也不是一本讲述音乐背后的科学原理的严肃的专门学术著作.因为笔者既不是音乐家，

也够不上一个合格的音乐声学家. 不过笔者由于对音乐的业余爱好，以及喜爱对音乐背后的科学道理的探求和思索，写成了

这二十多篇科普文章，如果对于喜爱音乐而又喜爱科学的青少年朋友能够有一点启示，产生进一步追根问底的兴趣，笔者就

很满足了. 这些文章中有一部分在科学网上笔者的博客上发表过. 有少数几篇在笔者以前的科普小册子《拉家常说力学》中刊

出过，因为也是关于音乐的，经过一些补充，又收入本书了.

因为笔者不是这两方面的内行，所以说几句外行话，或者说错，也是难免的，敬请读者批评指正.


