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线性跟踪系统 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数性质及其应用
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摘要：研究了线性跟踪系统Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数性质，并基于该性质进行控制系统设计研究，给出控制器结构和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
函数取值估计；首先，以经典三回路为基础建立线性闭环跟踪系统微分方程；在完成系统数学模型的基础上，给出线

性跟踪系统Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数对时间的一阶导数为非负，二阶导数为非正，即线性跟踪系统Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数最大值不是在
系统的初始状态而是稳定状态这一论点；进而基于该Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数性质对控制系统进行设计和Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数取值
进行研究；最后通过仿真验证，仿真结果表明所提出的线性跟踪系统Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数性质、控制器设计和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函
数取值估计是正确的。
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　　通常意思下的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数是基于受扰系统的稳定性

给出的，由受扰系统状态变量和Ｌｙａｐｕｎｏｖ变量构成。在系统

稳定性分析中外部的输入通常作为干扰，研究系统状态变量

的偏差量在调节过程的收敛性，目前国内外学者通常是基于

稳定系统 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数性质进行控制系统分析或设计

的［２－７］；而线性跟踪系统Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数是由跟踪系统状态变

量和Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数构成，在系统跟踪设计过程中外部的输入

作为指令，研究系统状态某变量逐渐收敛跟踪输入指令。

本文针对线性跟踪系统，研究其 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数性质，并

基于该性质进行控制系统设计研究，给出Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数取值

估计。首先，以经典三回路为基础［１］建立线性闭环跟踪系统

微分方程；进而，给出线性跟踪系统Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数性质，即线

性跟踪系统的Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数最大取值不是在系统初始状态

而是在系统稳定状态；基于该Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数性质对控制系统



进行设计研究，通过定理给出控制器设计过程和Ｌｙａｐｕｎｏｖ函

数取值估计研究；最后给出仿真验证，仿真结果表明所提出

的线性跟踪系统Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数性质、控制器设计和Ｌｙａｐｕｎｏｖ

函数取值估计是正确的。

１　控制系统数学模型及系统结构

飞行器纵向平面短周期线性化数学模型：

珋ｘ· ＝珔Ａ珋ｘ＋珔Ｂｕ （１）

式（１）中：珋ｘ＝ α ω[ ]ｚ Ｔ

珔Ａ＝
－ａ３４ １

－ａ２４ －ａ[ ]
２２

，珔Ｂ＝
－ａ３５
－ａ[ ]

２５

　　为实现指令的精确跟踪，引入过载误差积分变量，下面

给出经典三回路自动驾驶仪结构原理及建模过程：

ｅ＝∫
ｔ

０
ｎｙ－ｎ( )

ｙｃｄｔｅ＝
ａ３４
ｇｖ＋

ａ３５
ｇｖ－ｎｙｃ （２）

　　由上述式（１）、式（２）建立增广状态微分方程：
ｘ＝Ａｘ＋Ｂｕ＋Ｅｎｙｃ （３）

式（３）中：ｘ＝ ｅ α ω[ ]ｚ Ｔ，Ｅ [ ]＝ －１ ０ ０ Ｔ，Ａ，Ｂ定义

参见文献［２］。

引入状态反馈ｕ＝Ｋｘ，则线性闭环跟踪系统微分方程：
ｘ( )ｔ＝( )Ａ＋ＢＫｘ( )ｔ＋Ｅｎｙｃ （４）

　　以经典三回路为例图１给出闭环跟踪系统微分方程形

式下的自动驾驶仪结构。其中角速率反馈回路为解决弹体

的低阻尼问题，伪攻角反馈回路为解决弹体的静不稳定和增

加快速性问题，过载误差积分控制是为了实现过载指令的精

确跟踪。

图１　经典三回路自动驾驶仪结构

２　线性跟踪系统Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数性质

针对如式（４）所示的线性闭环跟踪系统，定理１给出线

性跟踪系统Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数性质，并给出证明。

定理１：如式（３）所示的线性跟踪问题的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数

Ｖ（ｘ）＝ｘＴＰｘ，对时间的一阶导数为非负，二阶导数为非正，

即：线性跟踪问题的Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数最大值不是在系统初始状

态而是在系统稳定状态。

为了证明定理１的性质，下面不加证明引入如下定义和

定理：

定义１［９］：设Ａ为ｎ阶复矩阵，若Ａ的诸特征值的实部均

为正，称为正稳定矩阵；

引理１［９］：ｎ阶矩阵Ａ是正稳定的充分必要条件是存在

Ｈｅｒｍｉｔｅ正定矩阵Ｗ和正定矩阵Ｐ，使得：Ａ＝Ｗ·Ｐ。

定理２［１０］：设Ａ，Ｂ为ｎ阶实对称正定矩阵，则ＡＢ的特征

值全大于零。

定理３［１１］：设 Ａ，Ｂ都是实对称矩阵，Ａ的特征值全大于

ａ，Ｂ的特征值全大于ｂ。若ａ＋ｂ≥０，则Ａ＋Ｂ是正定矩阵。

下面给出定理１的证明：

首先，由Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数对时间求一阶导数并代入式（４）

可得：

Ｖ
·

( )ｘ＝ｘＴＰｘ＋ｘＴＰｘ＝ｘＴ ＡＴｃＰ＋ＰＡ( )
ｃ ｘ＋

ｎｙｃＥ
ＴＰｘ＋ｘＴＰＥｎｙｃ （５）

这里Ａｃ＝Ａ＋ＢＫ。

考虑到一阶线性定常微分方程的解：

ｘ( )ｔ＝ｅＡｃｔｘ( )０＋∫
ｔ

０
ｅＡｃ ｔ－( )τＥｎｙｃｄτ （６）

　　对于零初始条件，系统的解：

ｘ( )ｔ＝ｎｙｃ ｅ２Ａｃｔ－ｅＡｃ[ ]ｔＡ－１ｃ Ｅ （７）

　　把式（７）代入式整理得：

Ｖ
·

( )ｘ＝ｎ２ｙｃＥ
ＴΔＥ （８）

其中：

Δ＝Ａ－Ｔｃ
ｅ２Ａｃｔ－ｅＡｃ[ ]ｔ Ｔ ＡＴｃＰ＋ＰＡ( )

ｃ ｅ２Ａｃｔ－ｅＡｃ[ ]ｔ ＋

ＡＴｃＰ ｅ２Ａｃｔ－ｅＡｃ[ ]ｔ ＋ ｅ２Ａｃｔ－ｅＡｃ[ ]ｔ ＴＰＡ{ }
ｃ

Ａ－１ｃ

　　Ｖ
·

( )ｘ的正负性与 Δ称矩阵的正定性相同。对 Δ整

理得：

Δ＝Ａ－Ｔｃ
ｅ２Ａｃｔ－ｅＡｃｔ[ ]＋ＩＴＡＴｃＰ ｅＡｃｔ－ｅ２Ａｃ[ ]ｔ ＋

ｅＡｃｔ－ｅ２Ａｃ[ ]ｔ ＴＰＡｃ ｅ２Ａｃｔ－ｅＡｃｔ[ ]{ }＋Ｉ
Ａ－１ｃ

由于 －Ａ( )ｃ为正稳定矩阵，则由引理１可得Δ可分解成多个

正定矩阵的乘积的和；进而由定理２可得Δ的特征值为大于

等于零，由于 Δ为对称矩阵，则 Δ为正定矩阵，进而可得

Ｖ
·

( )ｘ≥０。

即线性跟踪问题的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数对时间的一阶导数不

小于零。

其次，取Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数对时间的二阶导数代入式（４）整

理得：

Ｖ
¨
( )ｘ＝ｘＴ ＡＴｃ ＡＴｃＰ＋ＰＡ( )

ｃ ＋ ＡＴｃＰ＋ＰＡ( )
ｃ Ａ{ }ｃ ｘ＋

ｘＴ ２ＡＴｃＰ＋ＰＡ( )
ｃ Ｅｎｙｃ＋ｎｙｃＥ

Ｔ ＡＴｃＰ＋２ＰＡ( )
ｃ ｘ＋２ｎ

２
ｙｃＥ

ＴＰＥ

　　把式（７）代入上式整理得：

Ｖ
¨
( )ｘ＝ｎ２ｙｃＥ

Ｔ珘ΔＥ （９）

式（Ｘ）中：
珘Δ＝Ａ－Ｔｃ ｅ２Ａｃｔ－ｅＡｃ[ ]ｔ Ｔ ＡＴｃ ＡＴｃＰ＋ＰＡ( )

ｃ ＋ ＡＴｃＰ＋ＰＡ( )
ｃ Ａ[ ]ｃ·

ｅ２Ａｃｔ－ｅＡｃ[ ]ｔＡ－１ｃ ＋Ａ
－Ｔ
ｃ ｅ２Ａｃｔ－ｅＡｃ[ ]ｔ Ｔ ２ＡＴｃＰ＋ＰＡ( )

ｃ ＋

ＡＴｃＰ＋２ＰＡ( )
ｃ ｅ２Ａｃｔ－ｅＡｃ[ ]ｔＡ－１ｃ ＋２Ｐ
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　　Ｖ
¨
( )ｘ的正负性与对称矩阵 珘Δ的正定性相同。

珘Δ＝Ａ－Ｔｃ

ｅ２Ａｃｔ－ｅＡｃ[ ]ｔ Ｔ ＰＡｃＡ( )
ｃ ｅ２Ａｃｔ－ｅＡｃｔ[ ]＋Ｉ＋

ｅ２Ａｃｔ－ｅＡｃｔ[ ]＋ＩＴ ＡＴｃＡ
Ｔ
ｃ

( )Ｐ ｅ２Ａｃｔ－ｅＡｃ[ ]ｔ ＋

２ｅ２Ａｃｔ－ｅＡｃｔ[ ]＋ＩＴＡＴｃＰＡｃ ｅ２Ａｃｔ－ｅＡｃｔ[ ]
{ }

＋Ｉ

Ａ－１ｃ

　　由 －Ａ( )ｃ的特征值实部为正，结合引理１和定理２、定理

３可得λ 珘( )Δ≤０ (̈ )Ｖｘ≤０。

因此，定理１证毕！

３　控制系统设计

定理４：如果存在正定对称矩阵Ｗ∈Ｒｎ×ｎ，Ｚ∈Ｒｍ×ｎ，及常

量μ，τ，σ∈Ｒ，使得如下ＬＭＩｓ：

ＡＷ＋ＷＡＴ＋ＢＺ＋ＢＴＺＴ＋２μＷ≤０

２μＷ －Ｅ

－ＥＴ σｒ－
[ ]２ ≥０

ＡＷ＋ＷＡＴ＋ＢＺ＋ＢＴＺＴ＋２μＷ＋τＷ≥
{

０

（１０）

成立，则控制器：

Ｋ＝ＺＷ－１ （１１）

系统Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数最大值出现在稳定状态，其值为Ｌ＝σ
μ
。

证明：设线性跟踪系统以指数为 －μ收敛跟踪输入指

令，则由ＡＷ＋ＷＡＴ＋ＢＺ＋ＢＴＺＴ＋２μＷ≤０。

设存在τ使得 ｘＴ ＡＴｃＰ＋ＰＡ( )ｃ ｘ≥ －２ｘ
ＴμＰｘ－ｘＴτＰｘ，整

理得：

ＡＷ＋ＷＡＴ＋ＢＺ＋ＢＴＺＴ＋２μＷ＋τＷ≥０

　　由０≤( )ＶｘｘＴ ＡＴｃＰ＋ＰＡ( )ｃ ｘ＋ｒＥ
ＴＰｘ＋ｘＴＰＥｒ≥０

由ｘＴ ＡＴｃＰ＋ＰＡ( )ｃ ｘ≤－２ｘ
ＴμＰｘＶ

·

( )ｘ≤ －２ｘＴμＰｘ＋ｒＥＴ

Ｐｘ＋ｘＴＰＥｒ≤σ，由Ｓｈｕｒ补引理［１２］得：

２μＰ －ＰＥ

－ＥＴＰ σｒ－
[ ]２ ≥０

　　由 ( )Ｖｘ以幂指数形式跟踪系统，则假设Ｖ
·

( )ｘ＝Ｃ０ｅ
－μｔ≤

σＣ０≈σ，即：

Ｖ
·

( )ｘ≈σｅ－μｔＶ( )ｘ≈∫
∞

０
σｅ－μｔｄｔ＝σμ

４　控制系统仿真验证

某飞行器典型工作点以状态矩阵和控制矩阵的形式给

出：Ａ＝

０ ５．７８ ０

０ －０．０６ １

０ －７．







１１ ０

，Ｂ＝

０．７３

－０．００８

１３．







３３

，取系统希望闭环极

点的负实部为μ＝－８，及 τ＝０．０００１，σ＝１，根据定理４的３

个矩 阵 不 等 式，求 ｍｉｎλ( )Ｗ 得 到 的 控 制 器 为 Ｋ＝

－２４．９４４６ －２８．２８０７ －０．[ ]４５０４。当输入指令ｎｙｃ＝１

时，图２给出法向过载响应特性，图 ３给出跟踪系统 Ｌｙａ

ｐｕｎｏｖ函数随时间的变化。

通过仿真可以得出：在动态调节过程中，线性跟踪系统

Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数随时间的增加而增大，当系统状态达到稳定时

Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数取值最大，即定理１成立；所设计的控制系统

能够快速实现对指令的精确跟踪；Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数最大取值与

σ／μ＝０．１２５很接近。

图２　法向过载响应特性

图３　线性跟踪系统Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数随时间的变化

５　结束语

针对线性闭环跟踪系统，研究了 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数性质，基

于该Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数性质对控制系统设计和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数取

值估计研究。最后给出仿真验证，仿真结果表明所提出的线

性跟踪系统 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数性质、控制器设计和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函

数取值估计是正确的。
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