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2 :6!�4(I�*'�+%Ev4J$M�





ẋ = f(t, x(t), x(t − h1), x(t − h2), · · · , x(t− hn)), t 6= ti, t 6= ti + hj,

△x(ti) = Ii(x(ti), x(ti − h1), · · · , x(ti − hn)), i ∈ Z,

△x(ti + hj) = 0, hj > 0,

(1)b� x ∈ Ω ⊂ Rn, f : R × Ω × · · · × Ω → Rn, Ii : Ω × · · · × Ω → Rn (i ∈ Z), {ti}i∈Z �PTyI=�f lim
i→±∞

ti = ±∞, △x(ti) = △x(ti + 0) −△x(ti − 0), hj ≥ 0 (j = 1, 2, · · · , n)���	�'<Æ���j4N9�o�
xj(t) = x(t− hj), xi = x(ti), xij = x(ti − hj).C |x| ��=: x ∈ Rn 9℄�*
LÆ��^ n× n �� A LÆ'

|A| = sup
{
|Ax|/|x|; x ∈ Rn\0

}
.aw4N9���

(H1) f(t, x, x1, · · · , xn) 8J (~PD8J� ti '<W1
E=), `o t � ω- �a9��`o x, x1, · · · , xn 8J($f^3ÆK���5_1����
(H2) Ii(xi, xi1, · · · , xin) ∈ C1(Ω × · · · × Ω, Rn), i ∈ Z.

(H3) m��Æ m �7 ti+m = ti + ω, Ii+m(x, x1, · · · , xn) = Ii(xi, xi1, · · · , xin), i ∈

Z, xi, xi1, · · · , xin ∈ Ω.2 hj = 0, %E (1) 9}�3�
{
ẋ = f(t, x(t), x(t), · · · , x(t)), t 6= ti,

△x(ti) = Ii(x(ti), x(ti), · · · , x(ti)), i ∈ Z.
(2)

(H4) }�3� (2) .w ω- �a� ψ(t) �7F t ∈ R, m ψ(t) ∈ Ω.7�^`o ψ(t) 99F3��
{
ẏ = A(t)y, t 6= ti, t 6= ti + h,

△y(ti) = Biyi, i ∈ Z,
(3)b�

A(t) =
∂

∂x
f(t, x, x, · · · , x)|x=ψ(t), Bi =

∂

∂xi
Ii(xi, xi, · · · , xi)|xi=ψi

.{ n× n �� X(t) ' (3) 9����� X(0) = E. B�[4�{�
(H5) �� E −X(ω) �N
_9�
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(H6) �� E +Bi, i ∈ Z �N
_9�ky9V��-M([�^ (3) Ff9Nd+3�9�a,�9T?��'
G(t, τ) =

{
X(t)(E −X(ω))−1X−1(τ), 0 ≤ τ < t ≤ ω,

X(t+ ω)(E −X(ω))−1X−1(τ), 0 ≤ t ≤ τ ≤ ω.� G(t, ti + 0) = G(t, ti)(E +Bi)
−1.4NX%
nÆ.w%WF�3�x

(i) nÆ F w[= P0(x0, y0) 'X=9kp D ⊂ R2 y8J	
(ii) F (x0, y0) = 0;

(iii) ^3Æ Fy(x, y) w D X.wf8J	
(iv) Fy(x0, y0) 6= 0,xw= P0 9S�p U(P0) ⊂ D X�M� F (x, y) = 0 &Wn�<WV�^wSk


(x0 − a, x0 + a) X9nÆ (
nÆ)y = f(x), �7 f(x0) = y0, x ∈ (x0 − a, x0 + a) �
f ∈ U(P0) f F (x, f(x)) = 0.#/ 2.1 {3� (1)K��� (H1)–(H6),xg6 x = ψ(t).w�p Ω ⊂ Ωq h0 > 0�7 hj < h0, x3� (1) .w%W9�a� x(t, h1, · · · , hn) �7 x(t, 0, · · · , 0) ≡ ψ(t).

3 I�*'!D1{.w�Æ δ1 > 0�7 Ω�l�ag6 x = ψ(t)9 δ1 ��p Ω1.Fo=: x ∈ Rn�^bLÆ' |x| qF n× n �� A �^bLÆ'
|A| = sup

{
|Ax|/|x|; x ∈ Rn\0

}
.k3� (1) ��{

x = y + ψ(t), (4)753�





ẏ = A(t)y +Q(t, y) + ∆f(t, y + ψ, y1 + ψ1, · · · , yn + ψn), t 6= ti,

∆y(ti) = Biyi + Ji(yi) + ∆Ii(yi + ψi, yi1 + ψi1, · · · , yin + ψin), i ∈ Z,

∆y(ti + hj) = 0, hj > 0, i ∈ Z, j = 1, · · · , n.

(5)b�
Q(t, y) = f(t, y(t) + ψ(t), y(t) + ψ(t), · · · , y(t) + ψ(t)) − f(t, ψ(t), ψ(t), · · · , ψ(t)) −A(t)y,

Ji(yi) = Ii(yi + ψi, yi + ψi, · · · , yi + ψi) − Ii(ψi, ψi, · · · , ψi)) −Biyi,

∆f(t, x, x1, · · · , xn) = f(t, x, x1, · · · , xn) − f(t, x, x, · · · , x),

∆Ii(xi, xi1, · · · , xin) = Ii(xi, xi1, · · · , xin) − Ii(xi, xi, · · · , xi).
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



ż = A(t)z +Q(t, y) + ∆f(t, y + ψ, y1 + ψ1, · · · , yn + ψn), t 6= ti,

∆z(ti) = Bizi + Ji(yi) + ∆Ii(yi + ψi, yi1 + ψi1, · · · , yin + ψin), i ∈ Z,

∆z(ti + hj) = 0, hj > 0, i ∈ Z, j = 1, · · · , n

(6)m��bD�'
z(t) =

∫ ω

0

G(t, τ)
[
Q(τ, y(τ)) + ∆f(τ, y(τ) + ψ(τ), y1(τ) + ψ1(τ), · · · , yn(τ) + ψn(τ))

]
dτ

+
∑

0<ti<ω

G(t, ti + 0)
[
Ji(yi) + ∆Ii(yi + ψi, yi1 + ψi1, · · · , yin + ψin)

]
. (7)'M�4N�^��{ 0 < t1 < t2 < · · · < tm < ω. { h∗ > 0 �[��7 ∀hj ∈ [0, h∗]m ti + hj < ti+1, i = 1,m− 1, tm + hj < ω, j = 1, 2, · · · , n.�^*
 C̃ω,n ���m�a ω, PD8JnÆ w : R → Rn, ti '<W1
E=�f

w(ti − 0) = w(ti), i ∈ Z bLÆ' ‖w‖ = sup
t∈R

|w(t)|.F δ ∈ (0, δ1] �^�� Tδ =
{
w ∈ C̃ω,n : ‖w‖ ≤ δ

}
, j C̃

(1)
ω,n ���mnÆ w ∈ C̃ω,nwk
 (ti, ti + hj) ~ (ti + hj , ti+1) 8J(3�m ẇ(ti ± 0), ẇ(ti + hj ± 0) �8.wf

ẇ(ti) = ẇ(ti − 0), ẇ(ti + hj) = ẇ(ti + hj − 0). F ζ > 0 �^��
Vζ =

{
w ∈ C̃(1)

ω,n : sup
t∈[0,ω]

|ẇ(t)| ≤ ζ
}
.k3� (6) 9��/� (7) m y ∈ C̃ω,n K�M�

y = U(h1, · · · , hn, y). (8)v4�^gz
U : [0, h∗] × · · · × [0, h∗] × (Tδ ⊂ C̃ω,n) −→ C̃ω,n,

U(h1, · · · , hn, y) = F1(y) + F2(h1, · · · , hn, y) + F3(y) + F4(h1, · · · , hn, y), (9)b�
F1(y) =

∫ ω

0

G(t, τ)Q(τ, y(τ)) dτ,

F2(h1, · · · , hn, y) =

∫ ω

0

G(t, τ)∆f(t, y(τ) + ψ(τ), y1(τ) + ψ1(τ), · · · , yn(τ) + ψn(τ)) dτ,

F3(y) =
m∑

i=1

G(t, ti + 0)Ji(yi),

F4(h1, · · · , hn, y) =

m∑

i=1

G(t, ti + 0)∆Ii(yi + ψi, yi1 + ψi1, · · · , yin + ψin).
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nÆ.w%WF�3��^gz
G : [0, h∗] × · · · × [0, h∗] × (Tδ ⊂ C̃ω,n) → C̃ω,n,

G(h1, · · · , hn, y) = y − U(h1, · · · , hn, y).{5M�
G(h1, · · · , hn, y) = 0 (10)9WV� y. sQ6 G(0, · · · , 0) = 0, -M��Q�

(1) G `o h1, · · · , hn w= h1, · · · , hn = 0 &F y w Tδ 8J�
(2) G w [0, h∗] × · · · × [0, h∗] × Tδ `o y 8J($q DyG(0, · · · , 0) = Id.ER (1) ℄(� G �%E�m�Æ y 9gz G0 = G(0, · · · , 0, y) : Tδ → C̃ω,n.4Naw Banach *
 B0 = C(Tδ, C̃ω,n), B1 = B2 = C̃ω,n. Fo B0 � G i=o

G0 V�� hj → 0 q B1 � y → 0 (�^' φ(G, y) = G(h1, · · · , hn, y) ∈ B2.Y�ER (2)φ Fo^�9 G `o y 8J($�k
nÆ�3�.w h0 ∈ (0, h∗] q8Jgz y(h1, · · · , hn) : [0, h0)× · · · × [0, h0) → Tδ0 ⊂ C̃ω,n(δ0 ⊂ (0, δ1]) K�M� (10), m
y(0, · · · , 0) = 0X0o h1, · · · , hn 9 tnÆ�X%3� (5)%W9 ω-�a� y(t, h1, · · · , hn)K� ‖y‖ ≤ δ0, xk (4) (73� (1) w�ag6 x = ψ(t) 9 δ0 �p Ω y%W9 ω- �a� x(t, h1, · · · , hn), �W�� x(t, 0, · · · , 0) = ψ(t).4N�QER (1) q (2).�5awWA�o�

M1 = sup
{
|f(t, x, x1, · · · , xn)| : t ∈ [0, ω], x, x1, · · · , xn ∈ Ω1

}
,

M2 = sup
{
|fx(t, x, x1, · · · , xn)| : t ∈ [0, ω], x, x1, · · · , xn ∈ Ω1

}
,

M3 = sup
{
|fx1

(t, x, x1, · · · , xn)| : t ∈ [0, ω], x, x1, · · · , xn ∈ Ω1

}
,

...

Mn+2 = sup
{
|fxn

(t, x, x1, · · · , xn)| : t ∈ [0, ω], x, x1, · · · , xn ∈ Ω1

}
,

N1 = sup
{
|∂xij

Ii(xi, xi1, · · · , xin)| : i = 1,m; xi, xi1, · · · , xin ∈ Ω1; j = 1, n
}
.*&9 fx, fx1

, · · · , fxn
, ∂xij

Ii � f `o x, x1, · · · , xn q Ii `o xij 9^3Æ�
M = sup

{
|G(t, τ)| : t, τ ∈ [0, ω]

}
.Y��� (H1) awW�3nÆ8JR���

η1(µ) = sup
{
|fx(t, x, x + y, · · · , x+ y) − fx(t, x, x, · · · , x)| : t ∈ [0, ω], x ∈ Ω1, ‖y‖ ≤ µ

}
,

η2(µ) = sup
{
|fx1

(t, x, x+ y, · · · , x+ y) − fx1
(t, x, x, · · · , x)| : t ∈ [0, ω], x ∈ Ω1, ‖y‖ ≤ µ

}
,

...

ηn+1(µ) = sup
{
|fxn

(t, x, x + y, · · · , x+ y)
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− fxn

(t, x, x, · · · , x)| : t ∈ [0, ω], x ∈ Ω1, ‖y‖ ≤ µ
}
,

η(µ) = sup
{∣∣∣

∂

∂x

(
f(t, x+ y′, x+ y′, · · · , x+ y′) − f(t, x+ y′′, x+ y′′, · · · , x+ y′′)

)∣∣∣

: t ∈ [0, ω], x = ψ(t), |y′| ≤ δ1, |y
′′| ≤ δ1, |y

′ − y′′| ≤ µ
}
.

(1) U�Q µ `o hj w= hj = 0 8Jf y ∈ Tδ1 k (9) m U(0, · · · , 0, y) = F1(y) +

F3(y) ���G\� F2(h1, · · · , hn, y),F4(h1, · · · , hn, y) m y ∈ Tδ ∩ Vζ , ζ > 0.�^�r
△h1

=

m⋃

i=1

(ti, ti + h1), △h2
=

m⋃

i=1

(ti, ti + h2), · · · , △hn
=

m⋃

i=1

(ti, ti + hn),

Ih = [0, ω] \ (△h1
∪ · · · ∪ △hn

).F t ∈ Ih = t, t− hj 	onÆ ψ, y �W8Jk
�f ψ � (2) 9��`*m
|ψ1(t) − ψ(t)| = |ψ(t− h1) − ψ(t)| ≤ h1 sup

t∈(t−h1,t)

|ψ̇(t)| < h1M1,

...

|ψn(t) − ψ(t)| = |ψ(t− hn) − ψ(t)| ≤ hn sup
t∈(t−hn,t)

|ψ̇(t)| < hnM1,

|y1(t) − y(t)| ≤ h1ζ,

...

|yn(t) − y(t)| ≤ hnζ.Fo t ∈ Ih,

∆f(t, y(t) + ψ(t), y1(t) + ψ1(t), · · · , yn(t) + ψn(t))

=
∣∣f(t, y(t) + ψ(t), y1(t) + ψ1(t), · · · , yn(t) + ψn(t))

− f(t, y(t) + ψ(t), y1(t) + ψ1(t), · · · , yn(t) + ψn(t))
∣∣

≤M3|y1 − y1 + ψ1(t) − ψ1(t)| + · · · +Mn+2|yn − yn + ψn(t) − ψn(t)|

≤(M3h1 + · · · +Mn+2hn)(ζ +M1).Fo t ∈ △hj
, j = 1, 2, · · · , n ,F\�7

∆f(t, y(t) + ψ(t), y1(t) + ψ1(t), · · · , yn(t) + ψn(t)) ≤ 2M1,
∣∣F2(h1, · · · , hn, y)|

≤

∫ ω

0

|G(t, τ)
∣∣ ∣∣∆f(t, y(τ) + ψ(τ), y1(τ) + ψ1(τ), · · · , yn(τ) + ψn(τ))

∣∣ dτ

=

∫

Ih

|G(t, τ)|
∣∣∆f(t, y(τ) + ψ(τ), y1(τ) + ψ1(τ), · · · , yn(τ) + ψn(τ))

∣∣ dτ
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+
m∑

i=1

∫ ti+h1

ti

|G(t, τ)|
∣∣∆f(t, y(τ) + ψ(τ), y1(τ) + ψ1(τ), · · · , yn(τ) + ψn(τ))

∣∣ dτ

+ · · · +

m∑

i=1

∫ ti+hn

ti

|G(t, τ)|
∣∣∆f(t, y(τ) + ψ(τ), y1(τ) + ψ1(τ), · · · ,

yn(τ) + ψn(τ))| dτ

≤M
[
(ω −m(h1 + · · · + hn))(M3h1 + · · · +Mn+2hn)(ζ +M1)

+ 2M1m(h1 + · · · + hn)
]
. (11)�T�

|ψi1 − ψi| ≤ h1M1, · · · , |ψin − ψi| ≤ hnM1,

|yi1 − yi| ≤ h1ζ, · · · , |yin − yi| ≤ hnζ,
∣∣∆Ii(yi + ψi, yi1 + ψi1, · · · , yin + ψin)

∣∣ ≤ N1(M1 + ζ)(h1 + h2 + · · · + hn),

|F4(h1, · · · , hn, y)| ≤

m∑

i=1

|G(·, ti + 0)|
∣∣∆Ii(yi + ψi, yi1 + ψi1, · · · , yin + ψin)

∣∣

≤ mMN1(M1 + ζ)(h1 + h2 + · · · + hn). (12)k (11) q (12) \����gz U(h1, · · · , hn, y) w= h1, · · · , hn = 0 &8J�
(2) ^3Æ DyF(h1, · · · , hn, y) � C̃ω,n → C̃ω,n 99Fgz�^'�

DyF(h1, · · · , hn, y)z = lim
µ→0

[
F(h1, · · · , hn, y + µz) − F(h1, · · · , hn, y)

]
.

F(h1, · · · , hn, y) `o y 8J($V�� F(h1, · · · , hn, y)z : [0, h∗] × · · · × [0, h∗] × (Tδ

⊂ C̃ω,n) → C̃ω,n 8J�sQ6m
DyF(h1, · · · , hn, y) = Id−DyU(h1, · · · , hn, y),

DyU(h1, · · · , hn, y) = DyF1(y) +DyF2(h1, · · · , hn, y) +DyF3(y) +DyF4(h1, · · · , hn, y).�{y�nC^3Æ.w��y�nCw h1, · · · , hn = 0, y = 0 &8J�
DyF1(y)z = lim

µ→0
µ−1

[
F1(y + µz) − F1(y)

]

= lim
µ→0

µ−1

∫ ω

0

G(t, τ)
[
Q(τ, y(τ) + µz(τ)) −Q(τ, y(τ))

]
dτ

=

∫ ω

0

G(t, τ) lim
µ→0

µ−1
[
f(τ, y(τ) + µz(τ) + ψ(τ), y(τ) + µz(τ) + ψ(τ),

· · · , y(τ) + µz(τ) + ψ(τ)) − f(τ, y(τ) + ψ(τ), · · · , y(τ) + ψ(τ)) − µA(τ)z(τ)
]
dτ

=

∫ ω

0

G(t, τ)
( ∂

∂x
f(τ, x, x, · · · , x)

∣∣
x=ψ(τ)+y(τ)

−
∂

∂x
f(τ, x, x, · · · , x)

∣∣
x=ψ(τ)

)
z(τ) dτ.sQ6�DyF1(0) = 0. '<�Q3Æ98JF�l y

′

, y
′′

, z
′

, z
′′

∈ C̃ω,n, ‖y
′‖ ≤ δ, ‖y′′‖ ≤ δ,
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∣∣(DyF1(y

′)z′ − (DyF1(y
′′)z′′)(t)

∣∣

≤
∣∣∣
∫ ω

0

G(t, τ)
( ∂

∂x
f(τ, x, x, · · · , x)

∣∣
x=ψ(τ)+y′(τ)

−
∂

∂x
f(τ, x, x, · · · , x)|x=ψ(τ)+y′′(τ)

)
z′(τ) dτ

∣∣∣

+
∣∣∣
∫ ω

0

G(t, τ)
( ∂

∂x
f(τ, x, x, · · · , x)|x=ψ(τ)+y′′(τ)

−
∂

∂x
f(τ, x, x, · · · , x)|x=ψ(τ)

)(
z′(τ) − z′′(τ)

)
dτ

∣∣∣

≤Mω
(
η3(‖y

′

− y′′‖)‖z′‖ + η3(δ)‖z
′

− z′′‖
)
.1�:�

DyF3(y)z =

m∑

i=1

G(·, ti + 0)
( ∂

∂xi
Ii(xi, xi, · · · , xi)|xi=ψi+yi

−
∂

∂xi
Ii(xi, xi, · · · , xi)|xi=ψi

)
zi.75 DyF3(0) = 0 f\�3Æ98JF�

DyF2(h1, · · · , hn, y)z

=

∫ ω

0

G(t, τ)
{[
fx(τ, x, x1, · · · , xn)z(τ) + fx1

(τ, x, x1, · · · , xn)z1(τ)

+ · · · + fxn
(τ, x, x1, · · · , xn)zn(τ)

]

−
[
fx(τ, x, x, · · · , x) + fx1

(τ, x, x, · · · , x) + · · · + fxn
(τ, x, x, · · · , x)

]
z(τ)

}
dτ.sQ6�m DyF2(0, · · · , 0, y) = 0 y�"P�Q`o h1, · · · , hn 8J(3�4N%E9�g-�

(a) w h1, · · · , hn = 0 &8J�l y ∈ Tδ ∩ Vζ , z ∈ Vζ ,

DyF2(h1, · · · , hn, y)z =

∫ ω

0

G(t, τ)
{[
fx(τ, x, x1, · · · , xn) − fx(τ, x, x, · · · , x)

]
z(τ)

+
[
fx1

(τ, x, x1, · · · , xn)z1(τ) − fx1
(τ, x, x, · · · , x)z(τ)

]
+ · · ·

+
[
fxn

(τ, x, x1, · · · , xn)zn(τ) − fxn
(τ, x, x, · · · , x)z(τ)

]}
dτ.F τ ∈ Ih, τ − h, τ B	onÆ ψ, y, z 9�W8Jk
�`*m

|ψ1(τ) − ψ(τ)| ≤ h1M1, · · · , |ψ1(τ) − ψ(τ)| ≤ hnM1,

|y1(τ) − y(τ)| ≤ ζh1, · · · , |yn(τ) − y(τ)| ≤ ζhn,

|z1(τ) − z(τ)| ≤ ζh1, · · · , |zn(τ) − z(τ)| ≤ ζhn
∣∣fx(τ, ψ(τ) + y(τ), ψ1(τ) + y1(τ), · · · , ψn(τ) + yn(τ))

− fx(τ, ψ(τ) + y(τ), ψ(τ) + y(τ), · · · , ψ(τ) + y(τ))
∣∣

≤η1(h1(M1 + ζ)),
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∣∣fx1
(τ, ψ(τ) + y(τ), ψ1(τ) + y1(τ), · · · , ψn(τ) + yn(τ))

− fx1
(τ, ψ(τ) + y(τ), ψ(τ) + y(τ), · · · , ψ(τ) + y(τ))

∣∣

≤
∣∣fx1

(τ, ψ(τ) + y(τ), ψ1(τ) + y1(τ), · · · , ψn(τ) + yn(τ))

− fx1
(τ, ψ(τ) + y(τ), ψ(τ) + y(τ), · · · , ψ(τ) + y(τ))

∣∣ |z1(τ)|

+
∣∣fx1

(τ, ψ(τ) + y(τ), ψ(τ) + y(τ), · · · , ψ(τ) + y(τ))
∣∣ |z1(τ) − z(τ)|

≤η2(h1(M1 + ζ)) ‖z‖ +M3h1ζ,

...
∣∣fxn

(τ, ψ(τ) + y(τ), ψ1(τ) + y1(τ), · · · , ψn(τ) + yn(τ))

− fxn
(τ, ψ(τ) + y(τ), ψ(τ) + y(τ), · · · , ψ(τ) + y(τ))

∣∣

≤ηn+1(hn(M1 + ζ)) ‖z‖ +Mn+2hnζ.2 τ ∈ △h ��(\�
∣∣fx(τ, x, x1, · · · , xn) − fx(τ, x, x, · · · , x)

∣∣ |z(τ)| ≤ 2M2‖z‖,
∣∣fx1

(τ, x, x1, · · · , xn)z1(τ) − fx1
(τ, x, x, · · · , x)z(τ)

∣∣ ≤ 2M3‖z‖,
∣∣fxn

(τ, x, x1, · · · , xn)zn(τ) − fx1
(τ, x, x, · · · , x)z(τ)

∣∣ ≤ 2Mn+2‖z‖.`*m
‖DyF2(h1, · · · , hn, y)z‖

≤M
{
(ω −m(h1 + · · · + hn))

[
η1(h1(M1 + ζ))

+ η2(h1(M1 + ζ)) ‖z‖ +M3h1ζ + · · · + ηn+1(hn(M1 + ζ)) ‖z‖ +Mn+2hnζ
]

+ 2m(h1 + · · · + hn)(M2 + · · · +Mn+2) ‖z‖
}
,�m2 h1, · · · , hn = 0, DyF2(0, · · · , 0, y) = 0.

(b) 4N�Q DyF2(h1, · · · , hn, y)z w h1, · · · , hn > 0 �8J�V��%Ev49�VM�
∫ ω

0

G(t, τ)fx(τ, ψ(τ) + y(τ), ψ1(τ) + y1(τ), · · · , ψn(τ) + yn(τ))z(τ) dτ, (13)

∫ ω

0

G(t, τ)fx1
(τ, ψ(τ) + y(τ), ψ1(τ) + y1(τ), · · · , ψn(τ) + yn(τ))z1(τ) dτ, (14)

...
∫ ω

0

G(t, τ)fxn
(τ, ψ(τ) + y(τ), ψ1(τ) + y1(τ), · · · , ψn(τ) + yn(τ))zn(τ) dτ. (15)-M�G%E (13) ��l h

′

j , h
′′
j , j = 1, · · · , n �7 0 < h′j < h′′j ≤ h∗ \�M�

∫ ω

0

G(t, τ)
[
fx(τ, ψ(τ) + y(τ), ψ(τ − h

′

1) + y(τ − h
′

1), · · · , ψ(τ − h
′

n) + y(τ − h
′

n))
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− fx(τ, ψ(τ) + y(τ), ψ(τ − h′′1) + y(τ − h′′1), · · · , ψ(τ − h′′n) + y(τ − h′′n))

]
z(τ) dτ.F y ∈ Tδ ∩ Vζ , vjFs℄ i, τ ∈ (ti, ti + h′′j ), ~|FSA i m τ ∈ (ti, ti + h′j), VL

τ − h′j , τ − h′′j B	onÆ ψ, y 9�W8Jk
�`*m
|ψ(τ − h′1) − ψ(τ − h′′1)| ≤M1(h

′′
1 − h′1), · · · , |ψ(τ − h′n) − ψ(τ − h′′n)| ≤M1(h

′′
n − h′n),

|y(τ − h′1) − y(τ − h′′1)| ≤ ζ(h′′1 − h′1), · · · , |y(τ − h′n) − y(τ − h′′n)| ≤ ζ(h′′n − h′n).w�r Ih, -M([\�
∣∣fx(τ, ψ(τ) + y(τ), ψ(τ − h

′

1) + y(τ − h
′

1), · · · , ψ(τ − h
′

n) + y(τ − h
′

n))

− fx(τ, ψ(τ) + y(τ), ψ(τ − h′′1) + y(τ − h′′1), · · · , ψ(τ − h′′n) + y(τ − h′′n))
∣∣

≤η1
[
(M1 + ζ)((h

′′

1 − h
′

1) + · · · + (h
′′

n − h
′

n))
]
.BWMN�vj τ ∈ (ti + h′j , ti + h′′j ) `*(\�

∣∣fx(τ, ψ(τ) + y(τ), ψ(τ − h
′

1) + y(τ − h
′

1), · · · , ψ(τ − h
′

n) + y(τ − h
′

n))

− fx(τ, ψ(τ) + y(τ), ψ(τ − h′′1) + y(τ − h′′1), · · · , ψ(τ − h′′n) + y(τ − h′′n))
∣∣

≤2M2.ky(7
∣∣∣
∫ ω

0

G(t, τ)
[
fx(τ, ψ(τ) + y(τ), ψ(τ − h

′

1) + y(τ − h
′

1), · · · , ψ(τ − h
′

n) + y(τ − h
′

n))

− fx(τ, ψ(τ) + y(τ), ψ(τ − h′′1) + y(τ − h′′1), · · · , ψ(τ − h′′n) + y(τ − h′′n))
]
z(τ) dτ

∣∣∣

≤M
{[
ω −m((h

′′

1 − h
′

1) + · · · + (h
′′

n − h
′

n))
]
η1

[
(M1 + ζ)((h

′′

1 − h
′

1) + · · · + (h
′′

n − h
′

n))
]

+ 2M2m((h
′′

1 − h
′

1) + · · · + (h
′′

n − h
′

n))
}
,b���T(�H��u-Mm

DyF4(h1, · · · , hn, y)z

=
∑

i∈Z

G(t, ti + 0)
[
∂xIi(ψi + yi, ψi1 + yi1, · · · , ψin + yin)zi

+ ∂xi1
Ii(ψi + yi, ψi1 + yi1, · · · , ψin + yin)zi1

+ · · · + ∂xin
Ii(ψi + yi, ψi1 + yi1, · · · , ψin + yin)zin

−
[
(∂xIi(ψi + yi, ψi + yi, · · · , ψi + yi) + ∂xi1

Ii(ψi + yi, ψi + yi, · · · , ψi + yi)

+ · · · + ∂xin
Ii(ψi + yi, ψi + yi, · · · , ψi + yi))zi

]
,su\#%`o h1, · · · , hn, y, z 8J($�f DyF4(0, · · · , 0, y)z = 0kyN75 (2) �r39�`*�3 2.1 7��J +�3� (1) �x h2 = · · · = hn = 0, x3��' [1] �93� (1).
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Abstract An impulsive system with n small delays is considered. If the delays are small

enough, existence of periodic solutions for impulsive system is proved by using the implicit

function theorem. The results generalize the corresponding work of known literature.
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