
第三章 一维定态问题

现在从最简单的问题来应用所得的原理和

方程：一维，不显含时间的位势。如

则三维问题可化为一维问题处理。所以一维问题

是解决三维问题的基础。
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§3.1一般性质

设粒子具有质量 m ，沿 x 轴运动，位势为

，于是有

（1）定理 1：一维运动的分立能级(束缚态)，
一般是不简并的。
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简并度（degeneracy）：一个力学量的某个

测量值，可在 n 个独立的（线性无关的）波

函数中测得，则称这一 测量值是具有 n 重简

并度。

如某能量本征值有 n 个独立的定态相对应，

则称这能量本征值是 n 重简并的。

证：假设 ,         是具有同样能量的波函数
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(2)

从而得

于是

(c是与 x 无关的常数)
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对于束缚态 （或在有限区域有

某值使 ），所以

c＝0

若 不是处处为零，则有
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应当注意:
ⅰ. 分立能级是不简并的，而对于连续谱

时，若一端 ，那也不简并。但如两端

都不趋于0（如自由粒子），则有简并。

ⅱ．当变量在允许值范围内（包括端点），

波函数无零点，就可能有简并存在。(因常数

c≠0)。
ⅲ．当 V(x) 有奇异点，简并可能存在。因

这时可能导致 处处为零。
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推论：一维束缚态的波函数必为实函数（当然

可保留一相位因子）。

证

令 （ 都是实函数）

则
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但对束缚态，没有简并，所以只有一个解，

因而 和 应是线性相关的，所以

因此，
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（2）不同的分立能级的波函数是正交的
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从而证得

（3）振荡定理：当分立能级按大小顺序排列，

一般而言，第n+1条能级的波函数，在其取值
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范围内有 n 个节点（即有 n 个 x 点使

，不包括边界点或∞远）。n iu (x ) 0=



基态无节点（当然处处不为零的波函数没

有这性质，如 (它是简并的)，同样，

多体波函数由于反对称性，而可能无这性质）

（4）在无穷大位势处的边条件：根据坐标空

间的自然条件，波函数应单值，连续，平方可积，

现先证明位势若有有限大小间断时，波函

数的导数仍连续。由方程

ime φ
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即

由于 存在，即 存在，

即 的导数存在，所以

连续，也就是波函数导数连续。
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对于位势是无穷时

设
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所以，

得解

要求波函数有界，所以C＝0，
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要求波函数 x=0 处连续，且导数连续

当 E 给定，
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所以，

于是，当 ,  方程有解

这表明，在无穷大的位势处，波函数为0，
边界上要求波函数连续，但并不要求再计及导

数的连续性。当然，概率密度和概率通量矢总

是连续的。
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§3.2 隧穿效应和扫描隧穿显微镜

(1)阶梯位势：讨论最简单的定态问题

当
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由波函数有界, C＝0
在x＝0处，波函数连续，波函数导数连续，

解得
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对 E 没有限制，任何 E 都可取，即取连续值

讨论：

1.   区域，有沿 x 方向的平面波和沿

x 反方向的平面波, 且振幅相同，构成一驻波。
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这一驻波，在

处为零
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2.  概率通量矢：

i. 透射概率通量矢（ ） （因

是实函数）

ⅱ. 在区域 ，有向右的概率通量，

即入射概率通量矢
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iii. 在区域 ，也有向左的概率通量，

即反射概率通量矢

所以，总概率通量矢为零。当 ，入射粒

子完全被反射回来，没有概率通量流入到区域

中。
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定义： a. 反射份额 ，现 R=1;

b. 透射份额 ，现 T=0。

3. 在区域 ，概率密度为
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在这一区域，经典粒子是不能到达的。这是量

子物理学的结论。它可能带来经典物理学认为

不可能出现的物理现象。

(2) 隧穿效应和扫描隧穿显微镜

在金属中的电子比真空中的自由电子的能

量小(称为功函数)。因此，它们之间有一能隙。

从经典物理的观点来看，即使在金属表面附近

有外加电场，金属中的电子仍只能在金属内运

动。



但由上节可知，电子能够穿过比自身动能

高的位势而以一定的概率出现在 x >0 的区域

中，这即量子粒子的隧穿效应 (tunneling effect)
尽管这一概率随 x 增大而指数衰减，但这

是一正确的图象。当在金属表面附近有外加电

场，则由于这些电子的移动而可能在金属表面

外形成电流.
从实验上获得这一电流或电阻与离金属表

面的距离成指数关系。从而进一步证实了这一

真空隧穿现象。







G. Binning, H. Rohrer,  C. Gerber and Weibel, 
Phys. Rev. Lett. Vol.  49 , 57(1982)发明了扫

描穿显微镜。由于隧穿电流极为敏感探尖与材

料表面的距离，因而它的分辨率可达0.01nm。
从而成为研究材料性能和其分子结构的强有力的
工具。

下图显示了用扫描隧穿显微镜获得的铀原子
的排列图。
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§3.3  位垒穿透：

（1）E<V0：从左向右入

射，所以在 区域有

解eikx（入射波）；e-ikx

（反射波）。 区域

有解 eikx （透射波）。
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只要远离作用区，这形式是普遍的。而沿 x
方向的概率通量分别为

， ，

所以只要求得 ,      即可。

对于 有方程

2
i

kj A
m

=
h 2

r
kj B

m
= −

h 2
t

kj S
m

=
h

⇓2BR
A

=
2ST

A
=

A
B

ax0 <<
2 2

02
d( V )u(x) Eu(x)

2m dx
− + =

h

A
S

0 x a< <



有解

其中

由 处， ， 连续

得
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在 处，

得

于是有
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从而得

代回得
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于是有

（2）当

这时只要将 ，并由 ，

得
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从而有
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（3）结果讨论：

A． （ 或 ），即概率通

量矢连续。当 时，仍有一定概率通量透

射过去；

B. 当 时，仍有一定概率通量被反射，

但当 时，T＝1，即完全透射过去。这

种现象称为共振透射（仅在 条件下发生）
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被称为共振能级。

这种现象是量子

现象。

如一种解释，认

为 ，所以

， ，即位垒

宽是半波长的整数倍时，

则经过多次反射而透射出去的波的相位相同，从

而出现共振透射。
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例：能量为 E 的粒子从左边入射到双阶梯式

的位垒
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求最大透射份额的条件。

解：根据条件，波函数可表为
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要求波函数及其导数在 和 处连续：
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于是有

从而得
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透射份额为

这表明，

时，透射份额取极大。所以， 并不是

透射份额取极大（象 时那样）的必要条件。
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§3.4 方位阱穿透：这时只要将 即可。0 0V V→ −
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其中 ， 。

当 时，则同样出现 ，即共振

透射。这时，

( n 取值应保证 En 大于零)
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§3.5一维无限深方位阱
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（1）能量本征值和本征函数：

有解
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其中

要求波函数在 处连续（当然，并不

要求导数连续）
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要求 A，B 不同时为零 ，则必须系数行列式

为零，即

a asink cosk
2 2 0

a asink cosk
2 2

−
=

a asink cosk 0
2 2

=



ⅰ.

代入方程得

ⅱ.

代入方程得

a
πnk0

2
aksin =⇒= 4,2n =

B 0=

a
nk0

2
akcos π

=⇒= 5,3,1n =

A 0=



相应的本征能量为

（2）结果讨论：

n

nA sin x n 2,4,6,
aa x
2nu (x) Bcos n 1, 3,5,

a
a0 x
2

π⎧ =⎪
<⎪

⎪ π= =⎨
⎪
⎪

>⎪⎩

L

L

2 2
2

n 2E n
2ma

π
=

h



A. 根据一定边条件，要求(           处，波

函数连续），薛定谔方程自然地给出能级的量子

化，即分立能级

B. 一个经典粒子处于无限深位阱中，可

以安静地躺着不动。但对量子粒子而言，

所以， ， ，即 不能仅取零。

因此，无限深方位势的粒子最低能量不为零。

2
ax ±=

xx p
2

Δ ⋅Δ ≥
h

0xΔ ≠ 0pΔ x ≠ xp



C. 对基态：

无零点，即无节点，是偶函数。

2 2

1 2E
2ma

π
=

h

1

2 acos x x
a a 2u (x)

a0 x
2

⎧ π
<⎪⎪= ⎨

⎪ >⎪⎩



第一激发态：

有一零点，即有一节点，是奇函数。

2

2 2 asin x x
a a 2u (x)

a0 x
2

⎧ π
<⎪⎪= ⎨

⎪ >⎪⎩

2 2
2

2 2E 2
2ma

π
=

h



第二激发态：

有二个零点，即有二个节点，是偶函数。

3

2 3 acos x x
a a 2u (x)

a0 x
2

⎧ π
<⎪⎪= ⎨

⎪ >⎪⎩

2 2
2

3 2E 3
2ma

π
=

h





§3.6 宇称，一维有限深方势阱，双 位势

（1）宇称：对称无限深位阱的能量本征

函数有两类形式：

δ

1n

n 2n

2 nu cos x n 1, 3,5
aa a x
22 nu (x) u sin x n 2,4,6,

a a
a0 x
2

⎧ π
= =⎪

⎪ <
⎪ π= ⎨ = =
⎪
⎪

>⎪
⎩

L

L



显然

偶函数描述的态称为偶宇称态

奇函数描述的态称为奇宇称态。

这不是偶然的，它是由于位势在

的变换下不变

的结果。

1n 1nu (x) u ( x)= −

V( x) V(x)− =

xx −→

2n 2nu (x) u ( x)= − −



现对这一问题作进一步的讨论：如位

势为偶函数

当 是方程的解

在 变换下，有

V(x) V( x)= −

)x(u
2 2

2
d V(x) u(x) Eu(x)

2m dx
⎡ ⎤
− + =⎢ ⎥
⎣ ⎦

h

x x→ −



于是有，

所以，当 是解，则 也是解。

2 2

2
d V( x) u( x) Eu( x)

2m dx
⎡ ⎤
− + − − = −⎢ ⎥
⎣ ⎦

h

2 2

2
d V(x) u( x) Eu( x)

2m dx
⎛ ⎞
− + − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

h

u(x) u( x)−



A. 当能级不简并时：令 为宇称算符，

我们有

即

因此，当体系在对称位势下运动（空间反射

是对称的）。若能级不简并，其所处的状态，

也是宇称算符的本征态，而本征值为 ，即

)x(cu)x(u)x(uˆ =−=Π

)x(uc)x(u)x(uˆ)x(uˆ 22 ==−Π=Π

1c ±=

1±

Π̂



所得的解必有确定宇称。

B. 当能级简并时，那所得解当然不一定有

确定的宇称。但奇、偶部分分别是解。

已证明， 是解，则 也是解。由于

能级是简并的，则 可能不等于

如果 ，则可作线性组合，

前者为偶宇称解，后者为奇宇称解。

cu(x)
)x(cu)x(u ≠−

u(x) u( x)−

u(x) u( x)+ − u(x) u( x)− −

u( x)−

u( x) u(x)− = ±



因此，在一维对称位势下，我们总可选具

有确定的宇称的函数作为能量本征态的解，而

这将使问题处理简化。

宇称的概念是量子力学所特有的 。

（2）有限对称方位阱：

0
aV x
2V(x)
a0 x
2

⎧ >⎪⎪= ⎨
⎪ <
⎪⎩



仅讨论束缚态，所以

只要在 区域中求解。

A．偶宇称解：

在 处 连续，得

x

aA cos x 0 x
2u(x)

aCe x
2

−β

⎧ α < <⎪⎪= ⎨
⎪ >
⎪⎩

tanξ ξ = η
a a,
2 2

ξ = α η = β

0EV0 >>
0x >

ax
2

= u
u
′

2
2mE

α =
h

0
2

2m(V E)−
β =

h



由这两个方程 →

( )。

αξ⇒⇒
m2
αE

22
=

在第一和第三象限所以，ξη ,0>

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−<

<α

>

=

β

β−

2

2

2

axCe

axxcosA

axCe

)x(u

x

x

2 2 20
2

mV
a

2
ξ + η =

h







B．奇宇称解：由于是奇宇称解，波函数在

处应为0，得解的形式

同理在 处 连续，得

0x =

x

aBsin x 0 x
2u(x)

aCe x
2

−β

⎧ α < <⎪⎪= ⎨
⎪ >
⎪⎩

u
u′

2
ax =

cot−ξ ξ = η



另外

从而求得 →

（ ）

而相应波函数为

2 2 20
2

mV
a

2
ξ + η =

h
αξ⇒⇒

m2
αE

22
=

在第二和第四象限所以，ξ,0η >

x

x

aCe x
2
au(x) Bsin x x
2
aCe x
2

−β

β

⎧ >⎪
⎪
⎪= α <⎨
⎪
⎪ − < −⎪⎩







C．讨论

1. 当

即 , 只有一个解。而在区域

中无零点，即为基态 ;

22
0
2

mV a
22
π⎛ ⎞< ⎜ ⎟

⎝ ⎠h
2

22

2
πηξ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛<+

2
πxα <



当

时，这时交二个点，即有二个分立能级。

基态无零点；第一激发态有一个零点

当

时，交 个点，有 条能级

2 22
0
2

mV a 2
2 22
π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞≤ <⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠h

2
0

2 2
0 0

2
mV a(n 1) n

2 22
− π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞≤ <⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠h

0n 0n



等高有限方位势，分立能级数目取决于

的大小。但不管如何小，总有分立能级，至少

一个。

2. 在经典力学中，当

时，粒子只能处于区域 中。而量子粒子，

2
0mV a

0VE <
a a
2 2

− −



则有一定的概率处于 区域中，而且必须

有。正是由于这一点，无论 如何小，至

少有一个解。

3.3   3.5   3.6

EV0 >
2

0mV a



基态波函数示意图



（3）求粒子在双 位阱中运动

A． 位势两边的波函数导数间的关系

δ
δ

)x(Eu)x(u)x(V)x(u
m2

2
=+′′−

0V(x) V (x a)= δ −





3.3   3.5   3.6   3.7   3.8



当 ，

[ ]
2

0u (a ) u (a ) V u(a) Eu(a ) 2
2m

′ ′− + ε − − ε + = + Δ ⋅ ε ⋅ ε
h

0ε →

[ ] 0)a(uV)0a(u)0a(u
m2 0

2
=+−′−+′−

[ ] 0
2

2mV
u (a 0) u (a 0) u(a)′ ′+ − − =

h

∫∫∫
ε+

ε−

ε+

ε−

ε+

ε−
=−δ+′′−

a

a

a

a
0

a

a

2
dx)x(Eudx)x(u)ax(Vdxu

m2



B．求双 位阱解

[ ]0V(x) V (x a) (x a)= − δ − + δ +

δ



令

在 区域有解 ，即

2 0 x a
u (x) Eu(x)

2m x a
< <

′′− =
>

h

2
mE2Κ −

=

(0,a) x xe ,eΚ −Κ

Bcosh x Csinh xΚ + Κ



其中

在 区域有界,于是有解

1．偶宇称态解

ax >

xAe−Κ

x

0 x a
u(x)

x

Bcosh

e

x

aA −Κ

< <Κ⎧⎪= ⎨
>⎪⎩

x xe ecosh x
2

Κ −Κ+
Κ =

x xe esinh x
2

Κ −Κ−
Κ =



由波函数在 a 处连续

由导数间的关系为

所以，

于是有

acoshBAe a ΚΚ =−

a a0
2

2mV
A e B sinh a Ae−Κ −Κ− Κ − Κ Κ = −

h
0

2 a

2mV

Ae Bsinh a−Κ
− Κ

= Κ
Κ

h

0tanh a 1Κ
Κ = −

Κ
0

0 2
2mV

Κ =
h



取

得

偶宇称态的能量为

10 −
Κ

=
y

aytanh

ay Κ=

aya
2
1

0g0 Κ<<Κ
2

2
g

2

g ma2

y
E −=



其相应的波函数为

2．奇宇称解：

由波函数在 处为零，于是有

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−<

<
>

=

−

axAe

axa/xycoshB
axAe

)x(u
a/xy

g

a/xy

g

g

0x =

x

Bsinh x 0 x a
u(x)

Ae x a−Κ

Κ < <⎧⎪= ⎨
>⎪⎩



由波函数在 处连续

波函数导数在 处的联系

得

ax =
aBsinh a Ae−ΚΚ =

a a0
2

2mV
A e B cosh a Ae−Κ −Κ− Κ − Κ Κ = −

h

a0Bcosh a Ae−Κ
Κ − Κ

Κ =
Κ

ax =

ya
yytanh
−

=
0Κ



奇宇称态的能量为
2

1
2

1 2
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

a
y

m
E

2
0 0

1
ay Κ

<<



1

1

y x / a

1 1
y x / a

Ae x a
u (x) Bsinh y x / a x a

Ae x a

−⎧ >
⎪= <⎨
⎪ − < −⎩



结论：① 当位势有对称性时，用宇称概念

求解简易得多。

② 位势如为 势，

则在 处的波函数导数间的联系为

δ

)ax(VV −δ= 0

[ ] )a(umV)a(u)a(u 2
0200 =−′−+′

x a=



§3.8 一维谐振子的算符代数法的解法：

若粒子在

中运动

令 ，则

2x
2
1)x(V Κ=

Euu)xΚ
2
1

dx
d

m2
( 2

2

22
=+−

m
Κ

ω=

Euu)xm
dx
d

m
( =ω+− 22

2

22

2
1

2



该问题还有其他办法求解，那就是用算符

代数法来求解。

（1）能量本征值

我们定义二个没有量纲的算符

1 2
1 2

x
1 mˆ ˆ ˆa i(m ) p x
2

−
⎡ ⎤ω⎛ ⎞= ω +⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
h

h

1 2
† 1 2

x
1 mˆ ˆ ˆa i(m ) p x
2

−
⎡ ⎤ω⎛ ⎞= − ω +⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
h

h



现看

( )2
x x x

† 21 1 m iˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆp x p x xp
2

âa
m

ˆ ω⎡ ⎤= + + −⎢ ⎥ω⎣ ⎦h h h

1 1Ĥ
2

⎛ ⎞+ ω⎜ ⎟ω ⎝ ⎠
= h

h

( )2 2
x

†
x x

1 1 m iˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ[ p xˆ ˆa a p x xp ]
2 m

ω
= + − −

ωh h h

1 1Ĥ
2

⎛ ⎞− ω⎜ ⎟ω ⎝ ⎠
= h

h



于是，有二个重要结论：

A. 

B. 
现看

† † †ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ[a,a ] aa a a 1= − =

† †1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆH (a a ) (aa )
2 2

= + ω = − ωh h

†

†

1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆHa (aa ) a
2
1ˆ ˆ ˆa(a a )
2

= − ω

= − ω

h

h

)Ĥ(ââĤ ω−=



若 是 的本征态，相应本征值为

也是 的本征态，本征值为

能量下降了一个 （即称为一个量子)，即

湮没一个量子。通常称

为声子湮没算符

nu Ĥ nE

nnn uEuĤ =

n n n n
ˆ ˆˆ ˆ ˆHau a(H )u (E )au= − ω = − ωh h

nuâ Ĥ nE − ωh
ω

â



同样有

也是 的本征函数，相应本征值为

即能量增加 ，所以，

被称为声子的产生算符。

† † † † †
n n n

† † †
n n n

1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆHa u (a a ) a u a (aa ) u
2 2

1ˆ ˆ ˆ ˆa (aa 1) u (E )a u
2

= + ω = + ω

= − + ω = + ω

h h

h h

†
nâ u Ĥ nE + ωh

ω
†â

† †
n n n

ˆ ˆ ˆHa u (E )a u= + ωh



由于 是二个平方项之和，所以它的能

量本征值恒为正。因此必存在能量最小的本征态

这与 为最低能量所对应的本征态的假设

相冲突

0u 0E
0uâ 0 ≠ ω−0E

0u

0uâ 0 =

Ĥ



所以，最低能量为

任一激发态 ，在算符 的连续作用下，

最终必须到态 。

若 经 ，则 的本征值应为

0
1 u
2

= ωh

1
2

ωh

nu â
0u

nu n
n 0â u u→ nu

0
†

00 0
1ˆ ˆ(aĤu a ) u
2

E u = + ω= h

1(n )
2

+ ωh



所以， 称为声子数算符。

谐振子的能量本征值，即能级是等间距的

† † n
n 0

† n
0

1ˆ ˆ ˆ ˆHu (a a ) (a ) u
2

1 ˆ(n ) (a ) u
2

∝ + ω

= + ω

h

h

† † n
0

† n
0

ˆ ˆ ˆa a(a ) u

ˆ ˆn(a a) u=
†ˆ ˆ ˆN a a=

(n 1 2)+ ωh



(2) 能量本征函数

A.   归一化的能量本征态

谐振子的能量本征态，可由 作用而获得

现求归一化系数

假设： 是归一化的，相应本征值

那

†â

( )n†
n 0ˆu a u∝

Su ω)
2
1s( +

†
sâ u

1(s 1 )
2

+ + ωh



1 2
† 1 2

x
1 m 1 dˆ ˆ ˆa i(m ) p x ( )
2 2 d

−
⎡ ⎤ω⎛ ⎞= − ω + = − + ξ⎢ ⎥⎜ ⎟ ξ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

h
h

xξ = α mω
α =

h

( ) ( )*† †
s sˆ ˆa u a u dx∫



†*
s s

1 d ˆ[( )u ](a u )dx
d2

= − + ξ
ξ∫

( ) ( )† †* *
s s s s

1 1 dˆ ˆu a u u a u dx
d2 2

+∞

−∞

⎛ ⎞
= − + + ξ⎜ ⎟ξα ⎝ ⎠

∫

( )†*
s sˆ ˆu aa u dx= ∫

( )∫+= dxuu1s s
*
s

( )s 1= +



( )

†
s

s 1
â u

u
s 1

+ =
+

†
0

1
â u

u
1

=

† † † 2†
0 01

2
ˆ ˆ ˆˆ a (a u ) (a ) ua uu

2 2 1 2!
= = =

⋅



所以，

至此，对谐振子势下的本征值，本征态都

已求出，问题已完全解决。

例如：求

† n
0

n
ˆ(a ) u

u
n!

=

x, 2x

0âu 0=

† 3†
02

3
ˆˆ (a ) ua uu

3 3!
= =



1 2
1 2

x
1 mˆ ˆ ˆa [i(m ) p x]
2

− ω⎛ ⎞= ω + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

h
h

1 2
† 1 2

x
1 mˆ ˆ ˆa [ i(m ) p x]
2

− ω⎛ ⎞= − ω + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

h
h

( )†ˆ ˆx̂ a a
2m

= +
ω

h



于是

( ) ( )
2 2† † †2 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆx̂ a a aa a a

2m
⎛ ⎞

= + + +⎜ ⎟ω ⎝ ⎠

h

*
n nˆu xx u dx= ∫
( ) ( )n 1 n 1† †

0 0†*
n

ˆ ˆa u a u
ˆ ˆu aa dx

2m n! n!

− +⎛ ⎞
⎜ ⎟

= +⎜ ⎟ω ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫
h

( )n 1†
0*

n n 1
â u

u n n 1u dx
2m n!

−

+

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= + +⎜ ⎟ω ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫
h



( )∫ +− ++= dxu1nunu
m2 1n1n

*
nω

0=

22 *
n nˆu xx u dx= ∫

( ) ( )n 2 n 2† †
0 0† † † †*

n n n

ˆ ˆa u a u
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆu aaa a aa u a au dx

2m n! n!

+ −⎛ ⎞
⎜ ⎟

= + + +⎜ ⎟ω ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫
h

x 0=



† †* n 2
n n 2 n n

uˆ ˆ ˆ ˆu (n 1)(n 2)u a(a a 1)a (n 1)u nu dx
2m n(n 1)

−
+

⎛ ⎞
= + + + + + + +⎜ ⎟⎜ ⎟ω −⎝ ⎠

∫
h

∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++

−
−= − dxnuu)1n(

)1n(n
u)1n(nu

m2 nn
2n*

nω

)
2
1n(

m
+=

ω

)
2
1n(

m
x 2 +=

ω



B. 能量本征函数

其中， 是没有量纲的量， 。

所以

0âu 0=

0 0
d u u
d

= −ξ
ξ

xαξ = ω
α

m
=

1 2
1 2

x
1 m 1 dˆ ˆ ˆa [i(m ) p x] ( )
2 2 d

− ω⎛ ⎞= ω + = + ξ⎜ ⎟ ξ⎝ ⎠
h

h



于是有

由归一化

41mA ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
π
ω

2 2 2
1 21 4

/ 2 x / 2
0
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而算符 2 22 2d d( ) e e
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所以，

其中

它是一多项式，最高幂次为 n ，系数为 ；

宇称为 ，被称为厄米多项式（ Hermit 
Polynomials ）。
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（3）讨论和结论

A. 当粒子运动于谐振子势 中，其

能量取分立值

为一个声子所带的能量。相应的归一化本征

态

（ 而 ）
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在坐标空间中，归一化的本征函数

具体而言
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B.       显然是偶函数，而 是

改变奇偶性的算符，所以 的宇称为 ，

即每条能级的宇称是确定的。

C. 零点能与不确定关系：当体系处于最低

态，则

对于任何实数 A＋B＝C ，则有
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于是有

而

所以
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但由不确定关系要求

因而，只有

才不违背不确定关系。

这表明，处于谐振子势中的粒子，最低能量

不能小于 。这与经典不同，经典粒子可停在

原点，能量为零。
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D．可以证明：un 有 n 个节点（它是第n+1条
能级的态）

这表明，在 和 能级

之间不可能有另外能级，所以解是完全的。

E. 递推关系：

我们将导出基本的递推关系
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§3.9 相干态

（1）湮灭算符 的本征态

令

于是有
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可得

由 归一化得
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所以 相应于本征值为 的归一化本征态

我们看到 ， ，没有共同的本征态，

但其线性组合
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有本征态。这类态称为相干态。它有性质：

A. 在该态中位置和动量满足最小不确定关系
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同理有
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于是有
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B. 相干态随时间的演化

若处于谐振子势的粒子，在 时，处于相

干态 ，则 时，体系的波函数为
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于是

这表明 的本征值在 时为 ，而在

时刻为
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我们有平均值
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( ) 1 2*
c x c

1 mˆ ˆV (x, t) i m p x V (x, t)dx
2

−⎡ ⎤ω
= ω +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ h

h

1 2
x

1 mˆ ˆi(m ) p x
2

−⎡ ⎤ω
= ω +⎢ ⎥

⎣ ⎦
h

h
tice ω−=



我们也有平均值
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所以，

其中
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它随 的演化很接近经典谐振子的运动。t



从另一个角度来看
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其中

从而得

于是，得解
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归一化的

所以， 时刻算符 的本征值为

所对应的本征函数是一高斯型函数，它随时间

作简谐振荡。
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C. 本征值为实的相干态正是受迫振动的基态

受迫振动体系的哈密顿量为

于是，我们有

其中
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. 如令

则

它的基态满足

而
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所以

即

这表明

这时
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所以，受迫振动的基态 是哈密顿量

的相干态

其本征值

)X(u0

22
2

2
1

2
xm

m
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