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摘　要：本文研究了随机回收率的分布，建立了回收率的双Ｂｅｔａ分布密度模型，它具有双峰分布的特点，这与

Ｍｏｏｄｙ公司的最新研究相吻合，弥补了现有回收率分布模型均为单峰的不足。利用基于数论网格的序贯优化算法

对所建模型的参数做出了估计，借助于核密度估计的工具，进行了实证分析，结果表明双Ｂｅｔａ模型的拟合误差很

小，远小于Ｂｅｔａ模型的误差，它是表示回收率理想的模型。最后给出了抽取双Ｂｅｔａ分布随机数的方法。

关键词：回收率；双Ｂｅｔａ模型；核密度估计；双峰分布；序贯优化算法

中图分类号：Ｆ８３２　　　文献标识码：Ａ

收稿日期：２００９－１２－２０；修订日期：２０１１－０８－２０
基金项目：国家自然科学基金资助项目（７０５７３０７６）；国家社会科

学基金资助项目（１１ＢＧＬ０７２）

作者简介：王国栋（１９７８－），男（汉族），山东济宁人，天津商业大
学经济学院，讲师，研究方向：金融风险管理、金融工
程 ．

１　引言

信用风险是银行等金融机构面临的最主要风

险。违约损失率是构成信用风险的基本要素，它
指违约发生后，资产损失部分占违约暴露的比率，
度量了违约事件中债权人损失的严重程度。回收
率是违约后资产回收部分占违约暴露的比率，等
于１减违约损失率，经常用回收率代替违约损失
率进行讨论。与信用风险的另一基本要素违约率
不同，对违约损失率或回收率的研究近几年才开
始，目前对它们了解和研究得还不充分，相关研究
仍处于深入过程中。我国银行业将逐步实施新巴
塞尔资本协议，该协议要求对银行资产的违约率
和违约损失率进行准确的估计，在此基础上计算
资本要求，所以研究违约损失率或回收率的估计
方法对新巴塞尔资本协议在我国顺利实施具有重

要意义。
目前有关回收率的研究主要集中于回收率的影

响因素、回收率与违约率的相关性、回收率的分布模
型等方面。与违约率相比，回收率的影响因素更复
杂。其中具代表性的是２００２年 Ｍｏｏｄｙ公司公布的

Ｌｏｓｓｃａｌｃ模型。另外，Ａｌｔｍａｎ和Ｂｒａｄｙ等（２００５）［１］，

Ｇｒｕｎｅｒｔ和 Ｗｅｂｅｒ（２００８）［２］，国内叶晓可等（２００６）［３］，

汪办兴（２００７）［４］，代太山等（２００８）［５］利用相关数据资
料研究了债券或贷款回收率的影响因素。
在回收率和违约率关系方面，很多研究都证实

了违约率和违约损失率具有正相关性，如文献［６－８］。

Ａｌｔｍａｎ和 Ｂｒａｄｙ 等 （２００５）［１］，Ｈｕ 和 Ｐｅｒｒａｕｄｉｎ
（２００２）［６］，Ｒｏｓｃｈ和Ｓｃｈｅｕｌｅ（２００５）［９］等都发现如果
忽略违约率和回收率之间的相关关系，将会低估组
合的损失，从而使得组合的资本要求也被低估。
由于多种因素的影响，回收率具有随机性。目

前已经建立了多种回收率分布模型，其中最常用的
是Ｂｅｔａ模型。另外，Ｄｕｌｌｍａｎｎ和Ｔｒａｐｐ（２００４）［７］，

Ｒｏｓｃｈ和Ｓｃｈｅｕｌｅ（２００５）［９］讨论了ｌｏｇｉｔ－正态分布模
型，Ｆｒｙｅ（２０００）［１０］建立了回收率的正态分布模型，

Ｐｙｋｈｔｉｎ（２００３）［１１］提出ｌｏｇ－正态分布模型，Ａｎｄｅｒｓ－
ｅｎ和Ｓｉｄｅｎｉｕｓ（２００４）［１２］讨论了ｐｒｏｂｉｔ－正态模型。

Ｄｕｌｌｍａｎｎ和Ｔｒａｐｐ（２００４）［７］对正态模型、ｌｏｇ－正态
模型和ｌｏｇｉｔ－正态模型一起做了研究。作者利用标
准普尔公司１９８２－１９９９年间回收率数据，通过计算
两种正态性检验即Ｓｈａｐｉｒｏ－检验和Ｊａｒｑｕｅ－Ｂｅｒａ－检
验的ｐ－值，发现ｌｏｇ－正态模型拟合回收率方面的表
现不如另外两种模型。
准确刻画回收率的随机性对于回收率的估计，

以及确定单个资产和信用组合的潜在损失都有重要

意义。Ｓｅｒｖｉｇｎｙ和 Ｒｅｎａｕｌｔ（２００４）［１３］研究发现，如
果忽略回收率的随机性而将其看作常数，常常会使
得风险被低估。本文主要研究回收率的分布模型，
在所有回收率的分布模型中，Ｂｅｔａ分布最常用，这
是因为Ｂｅｔａ分布有许多优点适合拟合回收率，如

Ｂｅｔａ分布随机变量定义在［０，１］区间上，符合回收



率一般在０％到１００％之间取值的特点；Ｂｅｔａ分布
密度函数有两个参数可以调节，能使得概率密度曲
线表现出不同的形状，如钟型（对称型）、Ｕ型、Ｊ型、
左偏型、右偏型等，见图１［１４］，非常灵活；Ｂｅｔａ分布
参数估计比较容易，通过样本均值和方差就能作出
估 计 等。 许 多 著 名 的 信 用 风 险 模 型，如

Ｊ．Ｐ．Ｍｏｒｇａｎ公司开发的信用计量模型ＣｒｅｄｉｔＭｅｔ－
ｒｉｃｓ，ＫＭＶ 公司开发的组合经理模型 Ｐｏｒｔｆｏｌｉｏ
Ｍａｎａｇｅｒ以及 Ｍｏｏｄｙ公司的Ｌｏｓｓｃａｌｃ模型都假设
回收率是服从Ｂｅｔａ分布的。

Ｍｏｏｄｙ公司最近利用自己的贷款和债券回收
率数据库研究发现：回收率的分布密度一般呈现双
峰的特征，实际回收率主要分布为：要么较小为

２０％左右，要么较大为８０％左右，见图２［１５］。而无
论参数怎么变化，Ｂｅｔａ分布密度都不会是双峰的。

Ｒｅｎａｕｌｔ和Ｓｃａｉｌｌｅｔ（２００４）［１４］利用标准普尔ＰＭＤ数
据库的１９８１－１９９９年间违约债券数据，分优先级和
行业用Ｂｅｔａ分布拟合了回收率，通过与核密度估计
作比较发现用Ｂｅｔａ分布表示回收率的分布准确度
较低。另外，上述其它模型也都是单峰分布的，所以
它们一定程度上都不能准确地拟合回收率。为了弥
补现有模型都不是双峰分布的不足，本文建立双

Ｂｅｔａ分布模型用来表示随机回收率的分布，它具有

Ｂｅｔａ分布的优点，同时还具有双峰特征，根据现实
回收率数据进行拟合，发现双Ｂｅｔａ分布模型误差很
小，明显优于Ｂｅｔａ分布模型。

２　双Ｂｅｔａ分布模型及参数估计

Ｂｅｔａ分布密度函数为：

Ｋ１（ｘ；α，β）＝
１

Ｂ（α，β）
ｘα－１（１－ｘ）β－１，０≤ｘ≤１

０，
烅
烄

烆 其它

（１）

其中Ｂ（α，β）是Ｂｅｔａ函数。随着参数α，β取值
的不同，Ｂｅｔａ密度曲线可以表现出多种形状，如图

１［１４］所示，但这些曲线都不是双峰的，为此建立双

Ｂｅｔａ分布模型。
双Ｂｅｔａ分布模型为：

Ｋ２（ｘ；α１，β１，α２，β２，ρ）＝

ρ
１

Ｂ（α１，β１）
ｘα１－１（１－ｘ）β１－１

＋（１－ρ）
１

Ｂ（α２，β２）
ｘα２－１（１－ｘ）β２－１，０≤ｘ≤１

０，　　　　　　　　　　　　　　　　

烅

烄

烆 其它

（２）

图１　多种形状的Ｂｅｔａ分布密度曲线

图２　Ｍｏｏｄｙ公司１９７０－２００２年第二季度间所有

债券和贷款回收率

其中权重ρ也是需要估计的参数，０≤ρ≤１。Ｋ２由
两个不同的Ｂｅｔａ密度函数加权得到，是非负的，在

０到１之间的积分值等于１，也是概率密度函数。当

ρ等于０或１时，Ｋ２ 退化为Ｂｅｔａ密度函数，Ｂｅｔａ模
型可看作双Ｂｅｔａ模型的特例，所以Ｋ２ 具有Ｂｅｔａ模
型的优点，此外它还具有双峰特征，例如α１ ＝４，β１
＝１０，α２＝８，β２＝３，ρ＝０．６５时，双Ｂｅｔａ密度曲线
如图３所示。
下面对双Ｂｅｔａ模型的参数进行估计。作对数

似然函数：

ＬＬ（ｘ１，…，ｘｎ；α１，β１，α２，β２，ρ）＝

∑
ｎ

ｉ＝１
ｌｎ ρ
Ｂ（α１，β１）

ｘα１－１ｉ （１－ｘｉ）β１－１＋ １－ρＢ（α２，β２）
ｘα２－１ｉ （１－ｘｉ）β２－［ ］１

（３）
求极大似然估计常用的数值算法是 Ｎｅｗｔｏｎ－

Ｒａｐｈｓｏｎ迭代法及其推广算法，但这种算法当参数
个数增加时会变得很复杂，而且还可能会出现迭代
不收敛或仅收敛到局部极大值的情况。本文采用另
外一种方法，即基于数论网格（ＮＴ－ｎｅｔ）的序贯优化
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图３　双Ｂｅｔａ密度曲线

算法［１６，１７］。它不需求对数似然函数关于参数的偏
导数组成的方程组，而直接在参数空间的某些均匀
散布点集中搜索求似然函数的极大值，即使需要估
计参数个数增加，估计也不会变得更复杂，对多个参
数做估计具有明显优势。假设我们要估计ｓ个参
数，首先确定这ｓ个参数估计值的大致范围为ｓ维
矩形：

［ａ，ｂ］＝ ［ａ１，ｂ１］×［ａ２，ｂ２］×…×［ａｓ，ｂｓ］
在ｓ维矩形里面找参数的极大似然估计值点。

步骤如下：
（１）初始：令ｔ＝１，Ｄ（１）＝ ［ａ，ｂ］，ａ（１）＝ａ，ｂ（１）

＝ｂ。
（２）产生ＮＴ－ｎｅｔ：用某一数论方法产生ｎｔ个点

的点集Ｐ（ｔ）使其在 ［ａ（ｔ），ｂ（ｔ）］上均匀散布。
（３）计算新的近似值：求α（ｔ）∈Ｐ（ｔ）∪α（ｔ－１）使

得

ＬＬ（α（ｔ））≥ＬＬ（ｘ），ｘ∈Ｐ（ｔ）∪α（ｔ－１）

此处α（０）为空集，α（ｔ）＝（α（ｔ）１ ，α（ｔ）２ ，…，α（ｔ）ｓ ）是当
前极大似然估计最好的近似值。

（４）停止准则：令ｃ（ｔ） ＝ （ｂ（ｔ）－ａ（ｔ））／２，若

ｍａｘｃ（ｔ）＜δ，这里δ为预先给定的很小的正数，则

Ｄ（ｔ）已足够小，α（ｔ）被接受为近似估计值，停止。若

ｍａｘｃ（ｔ）≥δ，进入下一步。
（５）收缩区域：定义一个新的区域 Ｄ（ｔ＋１） ＝

［ａ（ｔ＋１），ｂ（ｔ＋１）］如下：

ａ（ｔ＋１）ｉ ＝ｍａｘ（α（ｔ）ｉ －γｃ（ｔ）ｉ ，ａｉ）

ｂ（ｔ＋１）ｉ ＝ｍｉｎ（α（ｔ）ｉ ＋γｃ（ｔ）ｉ ，ｂｉ），ｉ＝１，…，ｓ
其中γ为预先定义的收缩比。令ｔ＝ｔ＋１回到

步骤２。
序贯优化算法求参数的极大似然估计时需要参

数的一个初始值，可以把参数的矩估计值作为初始
值，因为一般情况下矩估计值和极大似然估计值在

参数空间中的距离不会太远，而且求矩估计值也相
对容易。

３　核密度估计

为了比较双Ｂｅｔａ模型和Ｂｅｔａ模型的精确度，

需要借助核密度估计。核密度估计是一种概率密度
的非参数估计方法，它是由Ｒｏｓｅｎｂｌａｔｔ（１９５６）［１８］和

Ｐａｒｚｅｎ（１９６２）［１９］首先提出并研究的，这种重要方法
是古老的直方图方法的自然发展［２０］。核密度估计
不需预先假定分布密度的具体形式，在一定意义下，
它随抽取样本个数的增加而逐渐逼近真实的概率密

度。核密度估计有多种类型［２１］，如Ｂｅｔａ核密度估
计、标准 Ｇａｕｓｓ核密度估计、转换 Ｇａｕｓｓ核密度估
计等，可以利用其中较简单的Ｂｅｔａ核密度估计。
首先Ｂｅｔａ核函数定义为Ｋ１（ｕ；ｘ／ｂ＋１，（１－

ｘ）／ｂ＋１），ｘ∈［０，１］，Ｋ１为Ｂｅｔａ密度函数，如（１）
式定义。ｂ称为带宽，满足ｎ→∞ 时，ｂ→０。设Ｘ１，
…，Ｘｎ 是取自总体密度ｆ（ｘ）的样本，Ｂｅｔａ核密度
定义为：

ｆ^ｎ（ｘ）＝ １ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｋ１（Ｘｉ；ｘ／ｂ＋１，（１－ｘ）／ｂ＋１）

（４）

Ｃｈｅｎ（１９９９）［２２］证明了Ｂｅｔａ核估计具有均方相
合性，即ｌｉｍ

ｎ→∞
Ｅ［^ｆｎ（ｘ）－ｆ（ｘ）］２ ＝０。用Ｂｅｔａ核密

度估计近似代替回收率的真实分布密度，以它为标
准比较Ｂｅｔａ分布模型和双Ｂｅｔａ分布模型。可以从
数值上比较两个模型拟合误差的大小，定义积分均
方误差为：

ＩＳＥｉ＝∫
１

０
（Ｋｉ（ｘ）－ｆ^ｎ（ｘ））２　ｄｘ，ｉ＝１，２ （５）

４　实证分析

由于很难获得国内贷款或债券回收率的公开数

据，我们利用 Ａｌｔｍａｎ和 Ｋｉｓｈｏｒｅ（１９９６）［２３］收集的

１９７１－１９９５年间部分违约债券回收率数据对Ｂｅｔａ
模型和双Ｂｅｔａ模型分别进行检验。数据描述如表

１所示：

表１　回收率数据的统计描述

个数 均值 标准差 中位数

回收率 ７３　 ０．４１２３　 ０．１７２６　 ０．３７７８

　　首先用序贯优化算法对两个模型的参数进行极
大似然估计，估计结果见表２和表３：
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表２　Ｂｅｔａ模型的参数估计结果

α β ｍａｘ（ＬＬ）

１．９４８７　 ２．４５４９　 １２．２７１０

表３　双Ｂｅｔａ模型的参数估计结果

α１ β１ α２ β２ ρ ｍａｘ（ＬＬ）

１．２３４７　０．８２９０　 ４．３４３２　 ６．８６６９　 ０．１８５２　 ３１．０５８４

　　然后用Ｂｅｔａ核密度模型对回收率进行拟合，按
照文献［１４］的做法，带宽取为ｂ＝ 回收率数据标准差

×ｎ－２／５ 。将Ｂｅｔａ模型、双Ｂｅｔａ模型和Ｂｅｔａ核密度
模型拟合的回收率概率密度曲线绘制成图，如图４
所示：

图４　三种模型拟合的回收率概率密度曲线

通过与Ｂｅｔａ核密度对比不难发现，双Ｂｅｔａ模
型的拟合结果明显好于Ｂｅｔａ模型。尤其双Ｂｅｔａ模
型能够捕捉回收率分布尾部的变化，而Ｂｅｔａ模型做
不到这一点。进一步利用６个节点的 Ｇａｕｓｓ－Ｌｅｇ－
ｅｎｄｒｅ数值积分公式，求得拟合的误差为：

ＩＳＥ１ ＝０．２７４７，ＩＳＥ２ ＝０．０１９５
双Ｂｅｔａ模型的拟合误差很小，而Ｂｅｔａ模型拟

合误差为双Ｂｅｔａ模型的１４倍，双Ｂｅｔａ模型是表示
回收率的理想模型。

５　双Ｂｅｔａ模型的随机抽样

在信用风险管理和度量的时候，常常需要从预
知分布密度中抽取回收率随机数，最后给出双Ｂｅｔａ
模型随机抽样方法。对于一些常见分布如正态分
布，Ｂｅｔａ分布等，在工具软件如 Ｍａｔｌａｂ中有专门的
随机数生成器函数，抽取这些分布的随机数比较容
易。然而对于双Ｂｅｔａ分布，从中抽取随机数并没有

这么直接的办法，可以按照下面的合成方，保证抽取
的随机数服从双Ｂｅｔａ分布［２４］：

（１）根据上面（２）式将双Ｂｅｔａ分布密度表示为

Ｋ２＝ρｇ１（ｘ）＋（１－ρ）ｇ２（ｘ），其中ｇ１（ｘ），ｇ２（ｘ）表
示Ｂｅｔａ密度函数。

（２）由［０，１］区间上的均匀分布密度Ｕ（０，１）中
抽取随机数ｕ。

（３）如果ｕ≤ρ，由ｇ１（ｘ）中抽取随机数ｘ；如
果ｕ＞ρ，由ｇ２（ｘ）中抽取随机数ｘ。

（４）ｘ就是服从双Ｂｅｔａ分布的随机数。

６　结语

Ｍｏｏｄｙ公司最新研究结果表明回收率一般具
有双峰分布，常见的回收率分布模型如正态、ｌｏｇｉｔ－
正态、ｌｏｇ－正态、ｐｒｏｂｉｔ－正态，以及最常用的Ｂｅｔａ模
型都是单峰分布的。本文建立了双Ｂｅｔａ分布模型，
它以Ｂｅｔａ模型为特例，具有Ｂｅｔａ模型的优点，此外
它还是双峰分布的，弥补了现有回收率模型都是单
峰的不足。用基于数论网格的序贯优化算法对模型
参数进行了估计，这种方法不需对参数求偏导数和
解方程组，对较多参数的估计具有明显优势，克服了
参数个数增加给估计带来的困难。论文借助Ｂｅｔａ
核密度进行实证分析，结果表明双Ｂｅｔａ模型拟合的
积分均方误差很小，远小于Ｂｅｔａ模型的误差，它是
表示回收率的理想模型。最后给出了双Ｂｅｔａ模型
随机抽样方法。本文给出的模型可以方便地用于贷
款和债券等回收率的度量和管理中。
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