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图 3 支座高度不等的 n 跨连拱体系

那么下面讨论对于高跨比相同及跨度不等但对称的情

况，它只是上述连拱体系的一种特例，当跨数 n 为偶数时，

由于对称性，显然 fn − fn−1 + · · · + (−1)n−1 · f1 = 0，连

拱体系为几何可变的体系；当跨数 n 为奇数时，连拱体系不

一定是几何不变的体系，还需分情况讨论：奇数跨连拱体系

结构中有一跨正好位于对称轴上，不妨称为 “中轴跨”，设中

轴跨是第 K 跨，则由对称性，有：当 fK − 2fK−1 + · · · +

(−1)n−1 · 2f1 = 0 时，连拱体系允许存在自内力，为几何可

变的体系；当 fK − 2fK−1 + · · · + (−1)n−1 · 2f1 6= 0 时，

连拱体系的内力只有零解，为几何不变的体系.
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积分法与单位载荷法一致性的数学推证

郭孟武 1)

(清华大学土木系，北京 100084)

摘要 在结构力学的线弹性问题中，求解杆件位移可用积分

法与单位载荷法，两种方法的结果一致；在逻辑上，两种方

法在处理该问题上的等价性也是比较明显的. 本文旨在将此

一致性进行数学上的表述与推证. 本文在一般情形下，利用

单位载荷法表示出杆件单元的位移分布，并验证该位移满足

积分法所用的小挠度曲线微分方程以及边界条件. 以此方式

在数学上完成了该一致性的推证与论述.
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在结构力学的线弹性问题中，求解杆件位移的方法有多

种. 积分法是基于微分方程
d2w

dx2
=

dθ

dx
=

Mp(x)

EI
[1], 求得

弯矩分布之后，通过积分，结合边界条件得到 w 与 θ 关于 x

的表达式，求得的是杆件真实的位移分布. 单位载荷法是基

于虚力原理的，可求解杆件任意位置任意位移分量，该方法

令单位载荷体系的内力在实际变形上做功，求得的自然也是

真实的位移分布. 两种方法在逻辑上必然是等价的. 本文希

望在数学上推证这种等价性.

1 总体说明

本文采取的推证方式为，证明由单位载荷法求得的挠

度、转角函数满足小挠度曲线微分方程
d2w

dx2
=

dθ

dx
=

Mp(x)

EI
，并满足边界条件.

在本文中，弯矩的正负号定义为：杆件上部受拉对应的

弯矩为正，下部受拉对应的弯矩为负；转角的正负号定义为：

顺时针转动为正，逆时针转动为负；剪力正负号规定同结构

力学；局部坐标定义为：沿杆件向右为 u 正向，垂直于杆件

向下为 v 正向.

2 引理

在推证等价性前需要对引理进行说明.

引理：某长为 L的弹性直杆在外载荷作用下有弯矩分布

Mp(s)，其两端垂直于杆件方向的位移分别为 vA, vB(如图 1

所示).

图 1 外载荷作用下杆端位移示意图 (体系 A)

证明其右端的转角可以表示为

θ(s = L) = θB =
vB − vA

L
+

1

EI

∫ L

0

s

L
Mp(s)ds (1)

证明：考虑一根悬臂梁同样有弯矩分布 Mp(s), 其右

端转角为 θ1 =

∫ L

0

Mp(s)

EI
ds, 右端的挠度为 w1 =
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∫ L

0

dt

∫ t

0

Mp(s)

EI
ds. 容易得到，两端垂直于杆件方向的位

移分别为 vA, vB 的杆件在弯矩分布 Mp(s) 下右端转角可以

表示为 θ(s = L) = θB =
vB − vA

L
+ θ1 − w1

L
.

进一步计算如下

θ(s = L) = θB =
vB − vA

L
+

∫ L

0

Mp(s)

EI
ds− 1

L

∫ L

0

dt

∫ t

0

Mp(s)

EI
ds =

vB − vA

L
+

1

EI

(∫ L

0

Mp(s)ds−
∫∫

06s6t,
06t6L

Mp(s)

L
dsdt

)
=

vB − vA

L
+

1

EI

(∫ L

0

Mp(s)ds−
∫ L

0

ds

∫ L

s

Mp(s)

L
dt

)
=

vB − vA

L
+

1

EI

(∫ L

0

Mp(s)ds−
∫ L

0

Mp(s)
(
1− s

L

)
ds

)
=

vB − vA

L
+

1

EI

∫ L

0

s

L
Mp(s)ds (2)

则该引理证毕.

3 等价性的数学推证
本文的核心命题为：求解线弹性体系中的某杆件位移

分布时，利用单位载荷法求得的挠度 w(x) 满足微分方程
d2w

dx2
=

Mp(x)

EI
，并满足边界条件. 以下将进行推证.

结构中某杆件在外载荷作用下的弯矩分布为 Mp(s)，其

中 s 为沿杆件的局部坐标. 不妨称该体系为体系 A，在单位

载荷法中，该体系贡献变形与位移. 体系 A 的杆端位移亦如

图 1 所示.

依据单位载荷法的基本原理即虚功原理，还需要一个有

单位载荷作用的体系 B，令体系 B 的内力与外力分别在体

系 A 的变形与位移上做功，从而写出虚功方程. 出于方便，

该体系 B 选为几何尺寸同体系 A 的杆件单元，单位载荷作

用于 s = x 处，同时杆端作用着外力如图 2 所示.

图 2 单位载荷作用下杆端内力示意图 (体系 B)

在杆系结构中，单位载荷在某杆件上移动，移动时的杆

端内力 M̄A，M̄B，Q̄A，Q̄B 与单位载荷所处的局部坐标成

线性关系. 由此，M̄A，M̄B，Q̄A，Q̄B 均为 x 的线性函数，

且满足

Q̄A =
(
1− x

L

)
+

M̄A − M̄B

L
(3)

Q̄B = − x

L
+

M̄A − M̄B

L
(4)

由虚力原理，体系 B 的内力与外力分别在体系 A 的变

形与位移上做功，由外力功等于内力功得到如下方程 [2]

w(x) + Q̄BvB − Q̄AvA + M̄BθB − M̄AθA =

1

EI

∫ L

0

M̄(s, x)Mp(s)ds (5)

利用 M̄A，M̄B，Q̄A，Q̄B 与 x 的线性关系易得到

d2w(x)

dx2
=

1

EI

∫ L

0

∂2M̄(s, x)

∂x2
Mp(s)ds (6)

又由于

M̄(s, x) =





s(x− L)

L
+ M̄A +

M̄B − M̄A

L
s ,

0 6 s < x

x(s− L)

L
+ M̄A +

M̄B − M̄A

L
s ,

x < s 6 L

(7)

得到

∂M̄(s, x)

∂x
=





s

L
+

∂

∂x

(
M̄A +

M̄B − M̄A

L
s

)
,

0 6 s < x

s− L

L
+

∂

∂x

(
M̄A +

M̄B − M̄A

L
s

)
,

x < s 6 L

(8)

鉴于 M̄A，M̄B 与 x 的线性关系，

∂

∂x

(
M̄A +

M̄B − M̄A

L
s

)
与 x 无关，进一步得到

∂2M̄(s, x)

∂x2
= δ(s− x) (9)

δ(s) 为狄拉克 δ 函数 [3]. 根据其性质

d2w(x)

dx2
=

1

EI

∫ L

0

δ(s− x)Mp(s)ds =
Mp(x)

EI
(10)

即验证了单位载荷法的解满足微分方程. 还须进一步验证边

界条件.

当 x = 0 时，M̄B = M̄A = 0，Q̄A = 1，Q̄B = 0，

M̄(s, x) = 0；x = L 时，M̄B = M̄A = 0，Q̄A = 0，
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Q̄B = −1，M̄(s, x) = 0. 因此由虚力原理方程可以得到

w(0) = vA, w(L) = vB .

另外，当 x = L 时，根据 M̄B = M̄A = 0 以及式 (8)，

得到
∂M̄(s, x)

∂x
=

s

L
. 再由式 (5)，对 w(x) 求一阶导数，可

得

dw

dx

∣∣∣∣
x=L

=
vB − vA

L
+

1

EI

∫ L

0

s

L
Mp(s)ds (11)

由引理可见
dw

dx

∣∣∣∣
x=L

= θB；同理可证
dw

dx

∣∣∣∣
x=0

= θA.

综上，边界条件也得到验证. 单位力偶作用在杆件上求

解转角分布也可以依此法进行证明.

4 总 结

单位载荷法的理论依据为虚力原理，该方法的使用与材

料本构关系无关；而积分法的理论依据为小挠度微分方程，

是在材料服从胡克定律的前提下得到的. 上述推证从数学上

论证了在材料满足胡克定律时，积分法与单位载荷法在求解

杆系结构弹性位移上的一致性. 在实际工程问题求解时，应

视方便选择具体的方法.
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计算机绘制无铰拱影响线的解析法
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摘要 提出了用 Maple 编程绘制无铰拱影响线的解析法. 绘

制了抛物线无铰拱在单位竖向移动载荷作用下，3 个多余未

知力的影响线；指定截面上的弯矩，剪力和轴力的影响线；

支座水平约束力，垂直约束力及约束力矩的影响线. 实例表

明，利用 Maple 强大的符号运算功能，使用解析法绘制无铰

拱影响线，速度快，方法简单，能同时给出影响线的解析表

达式.

关键词 无铰拱, 超静定, 影响线, 弹性中心法, Maple
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引 言

影响线是结构力学中重要内容，在求解结构受移动载荷

(如桥梁要承受的列车、汽车等载荷，厂房中的吊车梁要承受

吊车载荷) 作用下指定量值时有广泛的应用，是确定最不利

载荷位置的有效方法 [1-2]. 由于无铰拱的轴线为曲线，而且

属于三次超静定结构，用传统手工方法绘影响线需要列表数

值计算，计算繁琐，工作量大，很难准确而快捷地求解无铰

拱弯矩影响线 [3-4].

在国外大学及研究所，Maple 已广泛应用于工程实际、

科研及教学中. 叶志明等 [5] 介绍了计算机代数系统在研究

和力学教学领域的应用. 马开平等 [6] 收集了 Maple 在 11

个领域的 27 个应用实例，许多都是很好的教学素材. 邢静

忠 [7] 采用 Maple编程，编制了杆、梁、实体和板单元的有限

元程序. 向宏军等 [8] 探讨了 Maple 在结构力学教学中的应

用. 李银山 [9-10] 编著出版了《Maple 理论力学》、《Maple

材料力学》教材.

本文应用Maple软件编程，采用解析法绘制计算了无铰

拱的多余未知力、指定截面的内力和支座约束力的影响线.

1 计算机绘制无铰拱影响线的方法和步骤

1.1 绘制无铰拱多余未知力影响线

设有抛物线无铰拱，如图 1(a) 所示. 绘制无铰拱多余未

知力影响线的步骤如下：

(1) 确定弹性中心的位置：①计算刚臂长度 ys；②把坐

标原点移至弹性中心；(2) 确定与载荷无关的常数；(3) 确定

(a) 无铰拱三次超静定结构

图 1 抛物线无铰拱
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