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半无限空间隧道应力与位移的解析延拓法求解

施有志*,高轩能
(华侨大学土木工程学院,福建 泉州 362021)

摘要:为快速得到单孔深埋任意形状隧道开挖产生的应力值与位移值,利用复变函数解法中的解析延拓法求解.由于

是深埋隧道,假设隧道埋深与隧径相比比较大而不考虑重力梯度影响,直接把重力作用化为无限远处作用有外载,同时

考虑隧道衬砌的支撑作用,利用复变函数的保角变换功能及解析延拓法,求出了在弹性半无限空间中,单孔任意形状隧

洞外任意一点的应力值和位移值的解析解表达式.以圆形隧道作为特例,求出隧道围岩任意一点处的应力值和位移值解

析解的显式表达式,该解与已有的解答一致,表明新方法的准确性.该求解方法拓展了解析延拓法的应用,且可考虑隧道

的任意形状及法向支撑力,结合 MATALAB工具,可为工程快速求解开挖应力及稳定变形分析提供便捷的方法.
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  地下工程稳定性分析和设计中,经常会遇到可假

定为平面应变问题的单洞及多洞问题,带隧洞的半空

间性状分析是弹性力学的基本课题之一,历史上许多

学者对其作过研究并取得了一定成果.1920年Jef-
fery[1]利用双极坐标法给出了圆形洞室的平面应力和

应变的完备解答,但解答是建立在一些限制条件基础

上的,并且解答得相当繁琐,未能给出位移边界条件下

该问题的解答.Mindlin[2-3]同样采用双极坐标解法,在
应力势函数的推导过程中加入了介质所受的重力场和

初始应力场,从满足隧道周边的无法向和切向应力条

件开始,提取出包括扩开挖体重量的应力势函数,为满

足位移单值和水平向无法向和切向应力边界条件,采
用试凑的办法开展一系列工作,但由于双极坐标法本

身的局限性最终仍然未能给出位移场的公式.双极坐

标法一般只求得一些简单隧洞的应力场,不能给出位

移场;且当隧洞距离地表较近时,双极坐标法往往给出

错误的数值计算结果,从而迫使专家学者们寻求到解

决固定边界条件下半空间涵括一个隧洞问题的另外一

种更重要的方法———复变函数法.1777年Euler建立

的复变函数理论至今,复变函数已经形成了非常系统

的理论,并被广泛应用到弹性力学领域[5-8].复变函数

在推导平面弹性静力问题时,能把某些复杂几何构型

的单连通域保角映射为几何构形较为简单的单连通域

(例如单位圆内域或外域),把涵括一个隧洞的半无限

空间保角映射为圆环域,然后在这些区域内运用解析

函数理论,将待求的解析函数就由该区域的边值条件

来确定.复变函数求解单隧洞问题可以归结为2种方

法:柯西积分法和解析延拓法.Verruijt[8]采用柯西积

分法对半平面涵括单个隧洞的问题做出了一系列研

究.1997年Euler给出了解的递推公式,考虑了第一

边界条件满足水平面无法向和切向应力,第二边界条

件满足隧洞周边的位移可展开成映射后域内单位复数

的幂级数形式;其后给出了洞室周边均布位移条件下

解的递推公式并编程做了计算.1998年 Verruijt[9]也
给出了解的递推公式,满足水平面无法向和切向应力

的第一边界条件,隧洞周边的应力可展成单位复数的

幂级数形式的第一边界条件.但其工作仅局限于简单

形状(圆形、椭圆形)的隧道.陈子荫[10],吕爱钟等[12]

用柯西积分法求解出了任意形状隧洞在半空间的应力

解和位移解,但若应用于隧道开挖的分析时,没有考虑

隧道开挖过程中管片支撑力对围岩性状影响.王志

良[12]、张顶锋等[13]的推导,则直接将隧道简化为圆形.
隧道围岩应力及变形是指隧道开挖卸荷后洞周岩

体中所出现的应力及变形.显然,它不仅与开挖前岩体

的初始应力状态、岩体的物理力学性质等因素有关,而
且也与施工方法、支护时间及支护的几何特征、力学性

质等因素有关.在力学处理上,考虑自重的问题在求解

上可以化为不考虑自重的形式,并可简化为在外边界

江苏省地质测绘院 \DZ11\D\书版\厦门大学学报 三校样 排版:朱珊 时间 2013/8/12



第5期 施有志等:半无限空间隧道应力与位移的解析延拓法求解

上作用均匀分布的垂直荷载和水平荷载.由此引起的

计算误差,在洞周是不大的,并且随着隧洞埋深的增加

而减小,当埋深大于20倍洞跨时,可略去不计[1-3,7-8].
本文将考虑隧道为任意形状,利用复变函数中的解析

延拓法求解地下半空间任意形状的单个隧洞在弹性半

空间内任意一点处的应力值和位移值解析解.在圆形

断面隧道的简化条件下,考虑隧道衬砌法向支撑力p,
推导了弹性半空间内任意一点处的应力值和位移值解

析解具体表达式,并与相关文献已有的解答进行对比.

1 问题的描述

针对深埋隧道,当隧道埋深大于等于(2.5)倍的荷

载等效高度时,可以不考虑重力梯度的影响,把重力化

为无限远处作用P1、P2 的外载来求解,图1给出了z
平面半无限空间任意形状隧洞的构形,图2为通过复变

函数中保角映射后把z平面任意形状隧洞隧外域转化

为ξ平面单位圆外域后的情况,其中P1、P2 表示无穷远

处水平土体和竖向土体的应力值.

图1 分析模型

Fig.1 Problemformulation

由 Muskhelishvili平面问题的复变函数解法[7],
各应力、位移分量可通过2个在尺区域内的解析函数

φ1(z)、ψ1(z)表达出来.应力公式为

  σx +σy =4Re[φ'1(z)], (1)
  σy -σx +2iτxy =2[zφ″1(z)+ψ'1(z)], (2)
位移公式为

2G(u+iv)=Kφ1(z)-zφ'1(z)-ψ1(z).(3)
公式中u和v 分别是直角坐标系下的2个位移分量,
K 为与泊松比有关的常量,对于平面应变问题 K=3

-4μ,对于平面应力问题K=3-μ1+μ
,μ为泊松比.

2 解析延拓法求解任意形状隧洞

  如图2所示,将半无限平面z1 上任意形状的隧洞

1的 外 域 映 射 到ζ 平 面 的 单 位 圆 外 域,其 映 射 函

数为[11]:

  z=w(ξ)=Rξ+∑
N

k=0
Ckξ-k( ), (4)

图2 分析模型映射函数

Fig.2 Mappedfunctionscheme

其中,R 反映隧洞的大小;C1,C2,…,Cn 反映了隧洞的

形状,C0 反映了隧洞所处坐标系中的位置,z和ξ分别

为物理平面和映射平面上的复数坐标.
  根据复变函数理论,对于单个隧洞问题,无限域中

的两复应力函数可表示为[11]

  φ1(z)=- 1
2π(1+K)

(X+iY)lnz+Bz+φ01(z),

(5)

  ψ1(z)=
K

2π(1+K)
(X-iY)lnz+

   (B'+C')z+ψ01(z), (6)

公式中,B=σ
∞
x +σ∞

y

4
、B'=σ

∞
y -σ∞

x

2
、C'=τ∞

xy,ln表示对

其后的变量取对数;σ∞
x 、σ∞

y 和τxy分别为直角坐标系下

无穷远处作用的应力分量,即代表初始应力场;X 和Y
为隧边作用的非平衡力矢量在2个直角坐标系方向上

的分量;和φ01(z)、ψ01(z)为隧外包括无穷远点在内的

单值解析函数,其形式为

  φ01(z)=a0+a1
z +a2

z2+…+an

zn, (7)

  ψ01(z)=b0+b1
z +b2

z2+…+bn

zn, (8)

其中a0,a1,…,an 和b0,b1,…,bn 为单值解析函数的

常数项系数,可根据具体边界条件和复平面点所在的

具体位置求得其具体值.根据已经确定映射函数z=
w(ξ),把z物理平面的应力函数转化到ξ平面的应力

函数,为此引用如下记号:

  φ(ξ)=φ1(z)=φ1[w(ξ)]=

   -( 1
2π(1+K)

(X+iY))lnw(ξ)+

   Bw(ξ)+φ0(ξ)=-( 1
2π(1+K)

   (X+iY))lnR(ξ+∑
N

k=0
Ckξ-k)[ ]+
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   BR ξ+∑
N

k=0
Ckξ-k( )+φ0(ξ), (9)

  ψ(ξ)=ψ1(z)=ψ1[w(ξ)]=

   K
2π(1+K)

(X-iY)lnw(ξ)+(B'+C')w(ξ)+

   ψ0(ξ)=
K

2π(1+K)
(X-iY)lnR(ξ+∑

N

k=0
Ckξ-k)[ ]+

   (B'+C')Rξ+∑
N

k=0
Ckξ-k( )+ψ0(ξ), (10)

φ(ξ)和ψ(ξ)为ξ平面单位圆外整个区域解析函数.
  考虑边界条件为无穷远点刚体转动为0,隧洞周

边无作用面力,则 X=Y=0,方程(9)和(10)可改

写为:

  φ(ξ)=φ1(z)=φ1[w(ξ)]=Bw(ξ)+φ0(ξ)=

   BR ξ+∑
N

k=0
Ckξ-k( )+φ0(ξ), (11)

  ψ(ξ)=ψ1(z)=ψ1[w(ξ)]= (B'+C')w(ξ)+

   ψ0(ξ)= (B'+C')Rξ+∑
N

k=0
Ckξ-k( )+ψ0(ξ),

(12)

  Φ(ξ)=φ'1(z)=φ'(ξ)
w'(ξ)

=B+φ'0(ξ)
w'(ξ)

, (13)

  Ψ(ξ)=ψ'1(z)=ψ'(ξ)
w'(ξ)

= (B'+C')+ψ'0(ξ)
w'(ξ)

.

(14)
又因为

  w'(ξ)=R 1-∑
N

k=1

(k·Ckξ-k-1)[ ], (15)

方程(13)乘以方程(15)得
  w'(ξ)·Φ(ξ)=

   R (1-∑
N

k=1

(k·Ckξ-k-1)[ ] (14(σ
∞
x +σ∞

y )+

   φ'0(ξ)
w'(ξ)), (16)

平面弹性复变函数求解应力公式为

  
σx +σy =4Re[Φ(ξ)],

σy-σx +2iτxy =2w(ξ)
Φ'(ξ)
w'(ξ)

+Ψ(ξ)[ ].{ (17)

  利用解析延拓法结合方程(17)把单位圆内域圆外

域问题化为Riemann问题求解可得[11]:

  

w'(ξ)·Φ▷(ξ)=A0+A1

ξ
+A2

ξ2
+…+An+1

ξn+1

w'(ξ)·Ψ▷(ξ)=
1
ξ2

w'(1ξ ) [Φ1 (1ξ ) +

 Φ(ξ)] -w(1ξ )Φ'(ξ),

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(18)

其中,

  Φ▷(ξ)=
Φ+
▷(ξ)=Φ1(ξ),ξ∈S+,

Φ-
▷(ξ)=Φ(ξ),ξ∈S-,{ (19)

  Ψ▷(ξ)=
Ψ+
▷(ξ)=Ψ1(ξ),ξ∈S+,

Ψ-
▷(ξ)=Ψ(ξ),ξ∈S-,{ (20)

  Φ-
▷(t)-Φ+

▷(t)=Φ(t)-Φ1(t)=N(t)+
   iT(t), (21)

其中N(t)、T(t)为隧洞边面力,应力函数Φ1(ξ)是应

力函数Φ(ξ)在单位圆内域的解析延拓应力函数;由于

假设隧洞边面力为0,推出

  Φ-
▷(t)-Φ+

▷(t)=0, (22)

所以方程(18)对应力函数Φ+
▷(ξ)、Φ

-
▷(ξ)和 Ψ+

▷(ξ)、

Ψ-
▷(ξ)均适用.
  当ξ取单位圆外域时,

  w'(ξ)·Φ-
▷(ξ)=A0+A1

ξ
+A2

ξ2
+…+An+1

ξn+1,

(23)

  Φ-
▷(ξ)=Φ(ξ)=

1
w'(ξ)[A0+A1

ξ
+A2

ξ2
+…+

   An+1

ξn+1 ] = 1

R1-∑
N

K=1

k·Ck

ξk+1
æ

è
ç

ö

ø
÷

[A0+A1
ξ

+A2
ξ2

+…+

   An+1

ξn+1 ] . (24)

  由于在方程(16)中φ'0(ξ)
w'(ξ)

只包含(1
ξ2
,1
ξ3
,…,1

ξn,

比较方程(16)和(24),通过运算可得,

  A0 = 14R
(σx +σy),A1 =0.

对于方程(24)中的其他系数,则需要通过方程

(18)中的第2式计算求的,其具体步骤为:首先,可证

明方程(18)中第二式w'(ξ)Ψ(ξ)为圆外无极点函数,
所以无ξ的正幂次项,然后根据这个条件,通过解线性

方程组求其他待定系数.由于,

  w(ξ)=Rξ+∑
N

k=0
Ckξ-k( ), (25)

  w'(ξ)=R 1-∑
N

k=1
k·Ckξ-k-1( ), (26)

  w 1
ξ

æ

è
ç

ö

ø
÷=R 1

ξ
+∑

N

k=0
Ckξkæ

è
ç

ö

ø
÷, (27)

  w' 1
ξ

æ

è
ç

ö

ø
÷=R 1-∑

N

k=0
kCkξk+1( ), (28)

  Φ1(ξ)=Φ(ξ)=

   1
w'(ξ)

A0+A1

ξ
+A2

ξ2
+…+An+1

ξn+1[ ], (29)
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  w'(ξ)Ψ(ξ)=
1
ξ2

w'(1
ξ
)Φ(1

ξ
)+Φ(ξ)[ ]-

   w(1
ξ
)Φ'(ξ)=-ddξ

w 1
ξ

æ

è
ç

ö

ø
÷Φ(ξ)[ ]+

   1
ξ2

w' 1
ξ

æ

è
ç

ö

ø
÷Φ1

1
ξ

æ

è
ç

ö

ø
÷, (30)

把方程(25)~(29)代入方程(30),经过一系列运算得,

  w'(ξ)Ψ(ξ)=
d
dξ

w(1
ξ
)Φ(ξ)[ ]+

   1
ξ2

w'(1
ξ
)Φ1(1

ξ
)= (Ak+1-

   ∑
N

k=0
Ck·k·A0)ξk-1+Akξk-2 = (Ak-1-

   ∑
N

k=0
Ck·(k-2)·A2)ξk-3+(Ak-2-

   ∑
N

k=0
Ck·(k-3)·A3)ξk-4+…+

   A2-∑
N

k=0
Ck·Ak-1( ). (31)

  由于 w'(ξ)Ψ(ξ)为圆外无极点解析函数,所以

w'(ξ)Ψ(ξ)表达式中所有含ξ的正幂次项系数均为0.
由此得以下线性方程组

  

Ak+1-∑
N

k=0
Ck·k·A0 =0,

Ak =0,

Ak-1-∑
N

k=0
Ck·(k-2)·A2 =0,

…

A2-∑
N

k=0
Ck·Ak-1 =0.

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

(32)

  根据上述线性方程组即可求得其他待定系数,然
后将其代入方程(18)即可求的任意形状隧洞在半无限

平面隧外域的应力函数Φ(ξ)、Ψ(ξ),然后再结合方程

(33),即可求出半无限平面隧外域任意一点的应力解

和位移解的普遍表达式

  

σx +σy =4Re[Φ(ξ)],

σy -σx +2iτxy =2w(ξ)
Φ'(ξ)
w'(ξ)

+Ψ(ξ)[ ],

2G(u+iv)=Kφ(ξ)-
w(ξ)
w'(ξ)

φ'(ξ)-ψ(ξ).

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(33)

3 圆形隧洞算例求解验证

  式(33)为隐式表达,在求解具体隧道断面问题时

还须进一步求解,不同的断面形式具体的显式表达式

不同.这里简化为圆形断面进行求解验证,分析中考虑

隧洞周边受法向支撑力p 来模拟隧洞开挖时的荷载

释放;考虑水平向无穷远处和竖向无穷远处分别受

P1、P2 外载.取z=Rξ,单位圆外域应力函数Φ(ξ)可
简化为

  Φ(ξ)=- 1
2πi∮N+iT

t-zdt+B+B'-iC'
z2

, (34)

其中B、B'、C'与方程(5)、(6)中的意义相同.
  Φ-

▷(t)-Φ+
▷(t)=Φ(t)-Φ1(t)=

   N(t)+iT(t)=f(t),
把方程(31)代入(27)即可求得圆外域应力函数

  Φ(ξ)=
1
R A0+A1

ξ
+A2

ξ2
æ

è
ç

ö

ø
÷= p
2+E

ξ2
+D
2
,(35)

  Ψ(ξ)=
3E
ξ4

+D
ξ2

+E, (36)

把方程(35)、(36)代入方程(33)即可求得隧外域平面

任意一点的应力解和位移解的具体表达式.
  设ρ、θ为ξ平面极坐标,σρ、σθ 和τρθ为z 平面正交

曲线坐标系下的应力分量,由于此例所讨论的为z平

面半径为R 的圆隧,所以可采用z平面极坐标表示.
因z=Rξ,z=reia,r和a 是z 平面极坐标,故可

得出,

  reia =Rρeiθ,
上式分开实部与虚部可得

  rcosa=Rρcosθ,rsina=Rρsinθ,
则得

  r2 =R2ρ2,a=θ,
故σρ、σθ 和τρθ可分别写为σr、σθ 和τrθ,其应力解的具

体表达式为,

 

σθ =-p+D+DR2

r2 + E+3ER
4

r4
æ

è
ç

ö

ø
÷cos2θ,

σr =p+D-DR2

r2 + -E+4ER
2

r2 -3ER
4

r4
æ

è
ç

ö

ø
÷cos2θ,

τrθ = E+2ER
2

r2 -3ER
4

r4
æ

è
ç

ö

ø
÷sin2θ.

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(37)
根据公式(34),其位移解可表示为

  2G(u+iv)= (K-1)p
2+D

2
æ

è
ç

ö

ø
÷Rξ+RkE

ξ
-

   ERξ+RD
ξ

-REξ
ξ2

+ER3

ξ3
, (38)

分开公式中的实部和虚部即可得对应问题的位移解绝

对值uv,
其中

D=
(P1+P2)
2

,E=
(P2-P1)
2

,
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  K =
3-4μ
3-μ
1+μ

{ ,G= E0

2(1+μ)
,

E0 为弹性模量,μ为泊松比,由于本题为平面应变问

题,所以弹性模量E0 和泊松比μ应用 E0

1-μ2
和 μ
1-μ

代

替.可求得具体位移解的绝对值u、v.其位移解具体表

达式如下:

  u=
(1+μ)r

E0
p+D(1-2μ)+

DR2

r2 )æ

è
ç[ -

   E·cos2θ(1+4R
2

r2
(1-μ)-

R4

r4 ) ], (39)

  v=-2
(1+μ)
E0

·pθ+
(1+μ)r

E0
·E·

   sin2θ1+R4

r4 +2(1-2μ)
R2

r2[ ]. (40)

  由于公式(39)、(40)计算所得为绝对位移,而在实

际工程中有意义的是隧道开挖后的相对位移,所以必

须从绝对位移中扣除隧道开挖前的原始位移,在公式

(39)、(40)中分别令R=0,p=0,则得原始位移为

  u0 =
(1+μ)r

E0
D(1-2μ)-E·cos2θ][ , (41)

  v0 =
(1+μ)r

E0
·E·sin2θ, (42)

由此可得所到开挖时隧道周边的相对位移为

  u'=u-u0 =
(1+μ)r

E0
p+DR2

r2[ -

   E·cos2θ(4R
2

r2
(1-μ)-

R4

r4 ) ], (43)

  v'=v-v0 =

   -2
(1+μ)
E0

·pθ+
(1+μ)r

E0
·E·

   sin2θ R4

r4[ +2(1-2μ)
R2

r2 ]. (44)

  由上述推导可以看出,为验证任意形状隧道应力

及位移公式的正确性,在简化条件下,以圆形隧道作为

特例,求出应力解表达式为公式(38),相对位移解的表

达式为(43)、(44),该表达式与已有的不均匀受压圆断

面水平巷道围岩的应力和位移解公式一致[15],也与文

献[15]上按照“圆孔的孔边应力集中”或柯西课题得到

的解答是一致的,证明本文方法的正确性.

4 结 论

  分析不规则形状的隧道,一般需要试验或有限元

法分析,而本文直接用隐式解析解进行分析.视隧道为

任意形状,利用复变函数中的解析延拓法,并考虑隧道

支撑法向力,推导求解地下半空间任意形状的单个隧

洞在弹性半空间内任意一点处的应力值和位移值解析

解普遍表达式;以圆形隧道作为简化条件下的特例,求
出在弹性半空间内任意一点处的应力值和位移值解析

解具体显式表达式,与已有的非等压原巷围岩应力及

位移解的公式一致,证明本文方法的正确性.该求解方

法拓展了解析延拓法的应用,且可考虑隧道的任意形

状及法向支撑力,可以快捷地评估任意形状隧道开挖

围岩应力状态及位移变形.但还有若干问题须进一步

研究,如考虑岩土体为粘弹性情况;对于马蹄形、半个

椭圆断面、抛物线断面或矩形断面等复杂断面隧道的

解的具体表达式,需基于本文研究基础上再作进一步

的复杂数学推导;此外,径向力也只能采用简化的方式

处理,有待于进一步的改进.
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AComplexVariableSolutionforaLinedTunnelwith
ArbitrarilyShapedSection

SHIYou-zhi,GAOXuan-neng*
(SchoolofCivilEngineering,HuaqiaoUniversity,Quanzhou362021,China)

Abstract:Toquicklyobtainthestressvalueanddisplacementvaluegeneratedbysingle-holedeep-buryingarbitrarilyshapetunnel
excavation,utilizeanalyticalcontinuationmethodincomplexvariablesforresolution.Givenitisdeep-buryingtunnel,andassuming
thedepthoftunneliscomparativelylargerthantunneldiameter,andregardlessoftheinfluenceofgravitygradient,directlytrans-
formtheactionofgravitytoactionatinfinitefarendwithexternalappliedload.Atthesametime,takingintoconsiderationthesup-

portingroleoftunnellining,utilizecomplexvariablesconformalmappingfunctionandanalyticalcontinuationmethod,togettheana-
lyticalsolutionexpressionofstressvalueanddisplacementvalueofanypointoutsidesingle-holearbitrarilyshapetunnelinelastic
semi-infinitespace.Takecirculartunnelasaspecialcase,gettheanalyticalsolutionexpressionofstressvalueanddisplacementvalue
ofanypointattunnelsurroundingrock.Theresolutionisconsistentwithexistingresolution.Therefore,thenewmethodisaccu-
rate.Thecalculationmethodofthispaperextendstheapplicationsofanalyticalcontinuationmethod,takesintoaccountofthearbi-
traryshapeandsupportofthetunnel,combinesmatalabtool,andcanofferconvenientwayforprojectfastresolutionforexcavation
stressandstabledeformationanalysis.

Keywords:complexvariablefunctionmethod;analyticcontinuationmethod;tunnels;solutions;elastichalf-plane
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