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基于 cop ula函数族的信用违约互换组合定价模型
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摘　要 :copula函数的出现解决了相关性结构不易刻画的难题 ,也为构建多元联合分布函数提供了切实可行的方

法。在分析了不同 copula函数的特点基础上并结合信用风险模型 ,本文建立了信用违约互换组合 (Basket Credit

Default Swap)定价模型 ,并且给出了具体的计算步骤。本文揭示了信用违约互换组合为解决我国当前商业银行的

不良贷款和流动性过剩问题提供了一个有效机制 ,模拟验证的结果显示模型的可实现性。
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1　引言

信用违约互换 ( Credit Default Swap , CDS)是

一种信用衍生产品合同 ,其中信用保护的买方支付

给信用保护的卖方一定费用后 ,将信用风险的实际

承担者转移给了投资者。由于信用违约互换在保留

资产所有权的基础上 ,将信用风险分离出来进行管

理和定价 ,其在金融市场中越来越受到重视 ,交易量

不断扩大。银行贷款是我国最主要的融资渠道 ,使

得信用风险过分集中于商业银行 ,因此信用违约互

换工具是解决这一问题的有效手段。

在目前信用违约互换研究中 ,国内外文献集中

在机理介绍、考察 CDS定价的决定因素和 CDS市

价与信用价差比较等几类实证分析方面。对于

CDS的定价模型主要包括 :Duffie (1999) [ 1 ]首先对

信用违约互换定价的基本模型进行了专门性的介

绍。Hull等 (2001) [2 ]给出了信用保护卖方和信用

参照实体的违约风险相关下的定价模型。Skinner

等 (2002) [3 ]通过期权定价理论来证明 CDS实际上

是一种看跌期权。Longstaff 等 (2005) [4 ]在随机强

度的简化模型框架内计算了信用违约互换理论价

格。郭军等 (2003) [5 ]建立了信用违约互换效用函数

模型 ,对非对称信息下信用违约互换风险交易进行

了博弈分析。王琼等 (2003) [6 ]给出了基于期权定价

理论和 KMV的预期违约率的信用违约互换的估值

方法。王琼等 (2003) [7 ]考虑突发事件对违约概率的

影响 ,建立了一个基于跳 - 扩散过程的信用违约互

换的定价模型。杨文瀚等 (2005) [8 ]假设市场风险和

信用风险线性相关 ,建立了基于信用违约互换和远

期信用违约互换的简约定价模型。

本文不在局限在单产品的信用违约互换定价问

题 ,而是将关注的焦点放在信用违约互换组合 (Bas2
ket Credit Default Swap ,Basket CDS)的定价上 ,这

是因为现实中为信用等级较低的贷款寻求信用违约

互换合同的投资者很困难———也就是说没有人愿意

承担低信用等级贷款的风险。信用违约互换组合将

一揽子信用等级不同的贷款打包 (组合内既有信用

等级较高的贷款 ,也有信用较差的贷款) ,打包后的

信用违约互换组合通过签订次违约后提供补偿的合

同 ,减轻投资者为信用最差的几笔贷款承担风险的

义务 ,使得信用风险成功转移。信用违约互换组合

定价问题的关键是如何刻画出不同信用等级的贷款

的相关性结构 ,本文利用 cop ula 函数构建组合内贷

款间的相关结构。在此基础上构建多维联合损失概

率分布 ,给出了信用违约互换组合的定价模型 ,并提

供了定价理论框架 ,为信用违约互换组合的实际应

用打下基础。

2　copula 函数

在信用违约互换组合定价模型中 ,构建贷款组

合的联合违约概率函数是解决问题的关键。目前金



融研究领域研究前沿 cop ula 技术正是建立联合违

约概率分布函数有效的方法。

定义 (Nelsen ,1998) [ 9 ] : N 元 cop ula 函数是指

具有以下性质的函数 C :

1) C的变量空间为[0 ,1 ] N 空间 ;

2) C对它的每一个变量都是递增的 ;

3) C的边缘分布 Cn (·) 满足 : Cn ( un) = C(1 ,

⋯,1 , un ,1 , ⋯1 = un ,其中 u ∈[0 ,1 ] , n ∈[1 , N ] 。

显然 ,若 F1 (·) , ⋯, FN (·) 是一元分布函数 ,令

un = Fn ( x n) 是一随机变量 , 则 C( F1 ( x1 ) , ⋯,

Fn ( x n) , ⋯, FN ( x N ) ) 是一个具有边缘分布函数

F1 (·) , ⋯, FN (·) 的多元分布函数。

Sklar定理[10 ] :令为具有边缘分布 F1 ( ·) , ⋯,

FN ( ·)的联合分布函数 ,那么 ,存在一个 cop ula 函

数 ,满足 :

F( x1 , ⋯, x n , ⋯, x N ) = C( F1 ( x1 ) , ⋯, Fn ( x n) ,

⋯, FN ( x N ) ) (1)

若 F1 (·) , ⋯, FN (·) 连续 ,则唯一确定 ;反之 ,

若 F1 (·) , ⋯, FN (·) 为一元分布 ,那么由式 (1) 定义

的函数 F是边缘分布 F1 (·) , ⋯, FN (·) 的联合分布

函数。

通过 cop ula函数 C的密度函数 c 和边缘分布

F1 ( ·) , ⋯, FN ( ·) ,可以方便地求出 N 元分布函

数 F ( x1 , ⋯, x n , ⋯, x N )的密度函数 :

f ( x1 , ⋯, x n , ⋯, x N ) = c( F1 ( x1 ) , ⋯, Fn ( x n) ,

⋯, FN ( x N ) ) Π
N

n = 1
f n ( x n) (2)

其中 c( u1 , ⋯, un , ⋯, uN ) =
5 C( u1 , ⋯, un , ⋯, uN )

5 u1 ⋯5 un ⋯5 uN
,

f n (·) 是边缘分布 Fn (·) 的密度函数。

由此可见 ,cop ula 函数为求取联合分布函数提

供了一条便捷的通道 :边缘分布密度函数 →联合密

度函数→联合分布函数。

本文在模拟过程中选取了代表性的两大类

cop ula函数 :椭圆 cop ula和阿基米德 cop ula。椭圆

cop ula包括正态 cop ula和学生 t cop ula ,椭圆 cop u2
la具有对称性 ,并且 t cop ula 具有厚尾性质可以很

好的刻画金融数据 ;阿基米德 cop ula 包括 clayton

cop ula ,gumbel cop ula 和 f rank cop ula 三类函数。

clayton cop ula的密度函数具有非对称性 ,其密度分

布呈“L”字型即上尾低下尾高。clayton cop ula函数

对变量在分布下尾处的变化十分敏感 ,因此能够快

速捕捉到下尾相关的变化 ,例如它可以很好地描述

熊市时期股票市场间相关性增强的情形。gumbel

cop ula的密度函数也具有非对称性 ,但与 clayton

cop ula函数刚好相反 ,其密度分布呈“J”字型即上尾

高下尾低。gumbel cop ula 函数对变量在分布上尾

处的变化十分敏感 ,因此能够快速捕捉到上尾相关

的变化 ,例如它可以很好地描述牛市时期股票市场

间相关性增强的情形。f rank cop ula 的密度分布呈

“U”字型 ,因此 f rank cop ula 函数适合于描述具有

对称相关结构的金融市场之间的相关关系。总体上

阿基米德 cop ula密度函数比椭圆 cop ula 有更厚的

尾部 ,因此更适合对金融数据的刻画。

3　信用违约互换组合

3. 1　信用违约互换组合合同

信用衍生工具最基本的形式是信用违约互换合

同 ,其构建原理为 :商业银行作为信用风险空头 ,购

买风险保护 ,转移信用风险 ,并支付一定的费用 ;投

资者作为风险多头 ,在获取一定补偿收益的情况下 ,

承担由银行转移的信用风险。其支付函数由图 1表

示 :

图 1　信用违约互换组合的支付函数

　　信用违约互换组合可分为一次性保护违约组

合和多重保护违约组合。一次性信用违约互换组合

的支付函数与信用违约互换的支付函数形式上相

同 ,不同点在于组合合同中规定第 k ( k≥1)次违约

支付补偿 ,而前 k - 1 次违约并不支付补偿。其中 ,

当 k = 1时 ,信用违约互换组合称作第一违约组合

( First to Default Basket s) ,即当组合中任何一笔贷

款发生违约后 ,合约就告终止 ,保护卖方承担的风险

以第一违约为限。多重违约组合 (Multiple Default

Basket s) ,是当 k > 1时对组合中可能发生的任意数

量的违约事件提供保护。组合中出现第一次违约事

件后 ,合约不会终止 ,对于以后发生的信用事件 ,只

要在规定范围内 ,卖方对买方均给予偿付。如果等

于组合贷款数量 ,则保护买方就将贷款组合的全部

信用风险转移给卖方。

本文研究的对象是一次性信用违约互换组合 ,

因此下文中信用违约互换组合没有特别说明指的是

一次性信用违约互换组合。

3. 2　信用违约互换组合定价公式

假设组合中第笔贷款的面值为 Fm ( m ≤M) , M

是组合中的贷款总数 ;合同规定第 k次违约支付给

所有已违约贷款一定比例补偿 ,补偿比例为 1 - R ,
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R是违约挽回率 ;买方定期缴纳的费用为 pk ,贷款

到期时间是 T ,并且假设定期缴纳的时间点是τi =

i/θ, ( i = 1 , 2 , ⋯ n) , n是缴纳次数 ,θ表示的是单位

时间内缴纳费用的次数 ,即θ= 2表示每半年缴纳费

用一次 ;

若违约时间或到期时间不是缴费时间点时 ,信

用风险卖方 (银行)要补齐最后一次缴费到违约或到

期时间的等价费用。在风险中性测度下 ,买卖双方

无套利行为[ 11 - 15 ] ,建立信用违约互换组合定价公

式 :

pk ∑
n

i = 1
[ B (0 ,τi ) Pr ( tk >τi ) ]

pk ∑
n

i = 1

E(
tk - τi

t k B (0 ,τi - 1 < tk <τi )

+ Pr (τn < tk < T) ) )

+ pk T - τn

T
B (0 , T) Pr (τn < T < tk )

= ( Fm1 + Fm2 + ⋯+ Fmk )

(1 - R) E( B (0 , tk ) Pr ( tk ≤ T) )

(3)

其中 : tk是组合内第 k只贷款违约时间 , B ( t , T)

表示到期日为 T的无违约风险零息票债券在时刻 t

的价值 ; Pr ( g) 表示概率算子 ;τ0 = 0。

pk ∑
n

i = 1
[ B (0 ,τi ) Pr ( tk >τi ) ]表示缴纳固定费用

价值 ;

pk ∑
n

i = 1

E( tk - τi

t k B (0 ,τi - 1 < tk <τi )

+ Pr (τn < tk < T) ) )

表 示 最

后一次缴纳到违约时刻的价值 ;

+ pk T - τn

T
B (0 , T) Pr (τn < T < tk ) 表示不

违约情况下且到期时间不是缴纳费用时刻 ,最后一

次缴纳到到期时刻的价值 ;

( Fm1 + Fm2 + ⋯+ Fmk )

(1 - R) E( B (0 , tk ) Pr ( tk ≤ T) ) 表示违约情况下的

回收价值。

4　信用违约互换组合定价框架

将信用违约互换组合定价过程概括为以下几个

步骤 :

1)构造贷款组合的联合违约概率函数 G( t1 , t2 ,

K , tM ) ;

2)利用 G( g)的相关结构来构造多元随机变量

U ,U i ∈[0 ,1 ] ( i = 1 ,2 , ⋯, M) ;

3)建立每笔贷款违约概率函数 F( t) ;

4)计算第 k只贷款违约时间 t k = F - 1 (U k ) ( k =

1 ,2 , ⋯, M) ;

5)将 t1 , t2 , ⋯, tM 升序排列 ,即债券组合违约时

间τ1 ,τ2 , ⋯,τM ;

6)重复步骤 2) —步骤 5)得到τk ( k = 1 , 2 , ⋯,

M)的分布函数 H k ( g) ;

7)利用信用违约互换组合定价公式计算第 j 次

违约的价格。

说明 :在计算贷款组合的联合违约概率 G ( g)

时 ,可选用的方法主要包括 :构造多元正态联合分

布 ,多元学生 t联合分布 ,以及用 cop ula函数构造的

多元联合分布 ;单笔贷款的违约概率函数建立包括

信用风险结构模型和简化模型。

5　模拟实证

5. 1　模拟假设条件

假设一份包含 3只债券的信用违约互换组合合

同 ,债券到期期限均为 6年。无风险利率 r ( t)是常

数 0 . 05 ; R是常数 0 . 6 ; Fm ( m≤M)是面值为 1的贷

款。违约强度假设是常数 ,分别为 :0. 1 ,0. 2 ,0. 3 ;三

只债券的相关系数为 :

ρ=

1 015 016

015 1 017

016 017 1

5. 2　模拟结果

5. 2. 1　违约时间分布

图 2 - 6分别是 normal cop ula函数构造的联合

违约概率分布得出的违约时间分布图 ,不同违约强

度下 normal cop ula 函数构造的联合违约概率分布

得出的违约时间分布图 ,不同相关系数下 normal

cop ula函数构造的联合违约概率分布得出的违约时

间分布图和五种不同 cop ula 函数构造的联合违约

概率分布得出的违约时间分布图。

图 2　normal coplua构造的违约时间概率分布图
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图 3　不同违约强度的违约时间概率分布图

　　图 2 中 FD T代表第一次违约概率分布 , SD T

代表第二次违约概率分布 , TD T代表第三次违约概

率分布。第一次违约的概率最高 ,意味着三只贷款

中只要有一只违约的概率高于同时有两到三只债券

违约的概率 ,这说明图形符合真实情况。

图 3中 high intensity 代表原假设违约强度为

0. 1 ;low intensity代表违约强度为 0. 01。可以看到

违约强度高的债券 ,组合后违约率仍然高。

图 4　不同相关关系的违约时间概率分布图

　 　图 4 中 low rho 代表相 关 关 系 ρ =

1 011 012

011 1 013

012 013 1

的 normal cop ula 函数构造的违

约时间概率分布。可以说明相关性高时 ,组合的联

合违约概率同时变高。

为了达到不同 cop ula函数的可比性 ,将变量间

的相关性都设为 0. 6 的矩阵。由图 5 上可以看出 ,

尾部相关性最大的 gumbel cop ula和尾部相关性最

小的 normal cop ula在图形的最两侧 ,从上到下中间

依次为 f rank cop ula ,clayton cop ula ,t cop ula。图 6

中第三次违约概率分布与图 5 的情况正好相反 ,这

一点和一般理解的不太相同。

图 5　copula函数族构造的组合第一次

违约概率分布图

图 6　copula函数族构造的组合第三次

违约概率分布图

5. 2. 2　组合定价结果

固定费用支付时间是贷款开始算起 ,每满一整

年交一次费用。表 1给出了不同信息集和不同 cop2
ula函数的信用违约互换组合价格。

相 关 矩 阵 信 息 集 A : A 1 ∶ ρ =

1 015 016

015 1 017

016 017 1

, A 2 ∶ρ=

1 011 012

011 1 013

012 013 1

违约强度信息集 B : B1 ∶λi ( t) =

011 i = 1

012 i = 2

013 i = 3

,

B2 ∶λi ( t) =

0101 i = 1

0102 i = 2

0103 i = 3

表 1中第一次违约的组合价格 (第二列)最高 ,

最后一次违约的价格 (最后一列)最低 ,即第一次违

约就回收补偿的合同要比最后一次违约才得到回收

值的合同要安全的多 ,因此合同的价格也略高。

阿基米德族 cop ula 函数的第一次违约合同价

格要高于椭圆族 cop ula函数 ,而最后一次违约合同

的价格要低些。这说明由于阿基米德族 cop ula 的
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尾部相关性高于椭圆族 cop ula ,导致的结果是阿族

函数为第一次违约提供更多的保护 ;也意味着阿基

米德族 cop ula函数为保护买方提供了第一次违约

合同价格的上限 ,而由椭圆族 cop ula 函数计算出的

价格作为合同下限 ,合同双方可以在此范围内进一

步考虑其他因素讨价还价。对于最后一次违约合

同 ,情况恰好相反 ,阿基米德族 cop ula 函数计算出

的价格为下限 ,椭圆族 cop ula 函数计算出的价格作

为合同上限。

表 1　信用违约互换组合价格

第一次违约的

Basket CDS价格

第二次违约的

Basket CDS价格

第三次违约的

Basket CDS价格
Normal copula - A1 - B1 0. 16681 0. 16155 0. 13514

Normal copula - A1 - B2 0. 02469 0. 02351 0. 01817

Normal copula - A2 - B1 0. 15993 0. 15617 0. 1428

自由度为 7 , T copula - A1 - B1 0. 16648 0. 16224 0. 13232

参数为 1. 3881 ,Clayton copula - A1 - B1 0. 17837 0. 15119 0. 11565

参数为 4. 2962 ,Frank copula - A1 - B1 0. 18001 0. 15319 0. 11411

参数为 1. 6941 ,gumbel copula - A1 - B1 0. 17901 0. 15439 0. 11652

6　结语

本文建立了完整的信用违约互换组合定价框

架 ,给出了模拟步骤。模拟结果显示 : (1)阿基米德

cop ula函数族对联合损失概率分布尾部进行了较好

的模拟 ; (2)信用违约互换组合中不同违约次数的合

同价格不同 ,第一次违约就履行合同的价格最高 ;

(3)第一次违约概率分布图和最后一次违约概率分

布图有显著差异 ,说明尾部相关性不同的 cop ula 函

数对不同次 (第一次和最后一次)违约合同的保护分

配权重不同 ,这是一个较新且具有实际意义的待研

究领域。

信用违约互换组合工具保留贷款所有权、可调

控信用风险转移程度等特性必将使其成为我国商业

银行信用风险过度集中问题最重要的一类信用衍生

工具。但是由于信用违约互换工具在我国刚刚出

现 ,市场环境下的实际数据严重缺乏 ,建立和验证一

个符合我国信用违约互换市场的实际模型仍存在一

定困难。
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Pricing Model of Basket Credit Default Swap Based on Copulas

ZHAN Yuan2rui , HAN Tie , MA Shan2shan

(School of Management , Tianjin University , Tianjin 300072 , China)

Abstract : The develop ment of cop ulas resolves t he p roblem of descrip tion of correlation , and it is a real

p racticable met hod to const ruct multivariate p robability dist ribution f unction. Based on t he characteristic

of cop ulas , t his paper founds t he pricing model of Basket Credit Default Swap , and creates the p ricing

f ramework. The worth of this paper is t hat it shows an operable way to solve t he worrying problems of

bad debt s and the Surplus Liquidity. This paper also gives satisfactory simulation in order to show the ef2
fectiveness of t he p ricing f ramework.

Key words : Basket CDS ; cop ula ; p ricing of basket credit risk ; multivariate pdf
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