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　３期 王美霞等：二维ＳＨ波方程的半解析解及其数值模拟

１　引　言

弹性波方程是弹性介质中波传播所满足的偏微

分方程．为了更好地指导地震勘探，我们需要求解

这类方程．ＳＨ波方程是波动方程中较为简单的一

种，找出其解析解，尤其是找出层状介质中ＳＨ波

方程的解析解，有着重要意义．一方面，它可以反

映ＳＨ波的传播性质，如各种波的到时、振幅等；另

一方面，可以用它来检验用于地震波传播模拟的各

种数值方法（如差分方法［１３］、有限元方法［４６］等）的

正确性，比较各种数值方法的优劣，指导我们更好

地研究新的数值方法．用于检验数值方法正确性的

传统办法是和精细网格下的数值结果进行比较［７８］，

但是由于每一次迭代都会存在舍入误差，所以即便

在网格很精细的情况下，得到的数值结果的误差也

有可能较大，从而影响对新数值方法检验结果的正

确评价．而且通常情况下，获得精细网格下数值结

果所需要的计算量较大，而使用解析解方法可以直

接计算在某一接收点处的解析解，其计算量相对很

小，且计算结果更加精确，可以更好地检验数值方

法的有效性．

ＳＨ波方程的解析解问题既是研究地震波传播

规律的基础问题，也是到目前为止尚未完全解决的

重要理论问题．自２０世纪５０年代以来，许多著名

学者在这方面已做了很多研究，并取得了不少研究

成果．Ｅｗｉｎｇ
［９］研究了弹性波在层状介质中的传播

规律．Ｈｏｏｐ
［１０］利用ＣａｇｎｉａｒｄｄｅＨｏｏｐ方法推导了

均匀介质中声波方程的解析解．Ｂｈａｔｔａｃｈａｒｙａ
［１１１２］

推导了弹性参数仅关于纵向有变化的介质中ＳＨ波

的解析解，但是他的推导中要求弹性参数关于深度

狕连续且至少一阶可导，而实际介质却存在明显的

速度变化，这时弹性参数存在跳跃，既不连续也不

可导，因此无法应用Ｂｈａｔｔａｃｈａｒｙａ的结果．Ａｋｉ和

Ｒｉｃｈａｒｄｓ
［１３］使用ＣａｇｎｉａｒｄｄｅＨｏｏｐ方法推导了二

维双层介质中反射波的解析解，但没有详细计算透

射波的解析解．本文以波动理论为基础，使用

ＣａｇｎｉａｒｄｄｅＨｏｏｐ方法详细推导了比较常用的ＳＨ

波方程的解析解，并和离散求解波动方程的经典数

值算法修正的ＬａｘＷｅｎｄｒｏｆｆ方法（ＬＷＣ）
［１］以及最

优近似解析离散化方法（ＯＮＡＤＭ）
［３］模拟得到的结

果进行比较，以验证解析解的正确性．

由于地球介质按其物性变化是分层的，具有明

显的层状结构，而两层结构是研究多层结构的基

础，所以研究波在具有一定速度反差的双层介质中

的传播具有十分重要的意义．为此，本文针对双层

介质中 ＳＨ 波 传播所满足 的波 动方程，利用

ＣａｇｎｉａｒｄｄｅＨｏｏｐ方法
［１０］推导了其解析解．具体

地说，我们选取震源为作用在狕＜０半空间的脉冲

线震源，该半空间沿狕＝０与狕＞０的另一半空间紧

密接触，在这样的双层介质中，我们使用Ｃａｇｎｉａｒｄ

ｄｅＨｏｏｐ 方法，对 ＳＨ 波方程关于时间狋进行

Ｌａｐｌａｃｅ变换（狋→狊）、关于狓进行Ｆｏｕｒｉｅｒ变换（狓→

犽狓），再结合反射系数、透射系数，推导了ＳＨ 波在

（犽狓，狕，狊）域 的 数 学 表 达 式，之 后 再 对 其 进 行

Ｆｏｕｒｉｅｒ逆变换，找出一条比较合适的积分路径，使

得积分能够表达为关于狋的Ｌａｐｌａｃｅ变换的形式，

最终给出双层介质中脉冲线震源情况下二维ＳＨ波

方程的解析解．在此基础上，推导了震源为一般线

震源情况下双层介质中ＳＨ波方程的解析解，并给

出了直达波的到时、反射波的到时、出现首波的条

件、首波的到时，以及在波场中直达波、反射波和首

波的响应特征．

需要指出的是，通常情况下，我们得到的解析

解是广义积分形式的，无法直接得到显式的表达

式，需要使用数值积分方法计算接收点处的准

确解．

２　二维ＳＨ波方程的解析解

２．１　二维均匀介质中犛犎波方程的解析解

二维均匀各项同性介质中ＳＨ波方程为

ρ

２狌

狋
２ －μΔ狌＝犳（狋）δ（狓，狕）， （１）

其中，ρ是介质的密度，狌是位移，μ是Ｌａｍé常数，

μ＝ρβ
２，β是波速，犳（狋）是震源强度随时间变化的

函数，且满足当狋＜０时，犳（狋）＝０．震源是线震源．

为了求解二维声波方程（１）的解析解，可以首

先给出三维均匀介质情况下方程（１）的解析解，再

利用降维法求解方程（１）的解析解
［１４］．当然也可以直

接利用ＣａｇｎｉａｒｄｄｅＨｏｏｐ方法求出（１）式的解析解
［１０］：

狌（狓，狕，狋）＝

　

１

２πμ∫
狋

犚／β

犳（狋－狑）·
１

狑２－
犚２

β槡 ２

ｄ狑，当狋≥
犚

β
时

０， 当狋＜
犚

β

烅

烄

烆
时

（２）

其中，犚＝ 狓２＋狕槡
２ 是接收点到震源的距离．

５１９
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公式（２）给出了均匀各向同性介质中波动方程

的解析解．但是实际地球介质却并非是均匀各向同

性的，事实上，地球介质是具有明显的圈层结构

的，所以研究波在多层介质中的传播更具实际意

义．而两层结构是研究多层结构的基础，下面研究

波在存在速度反差，且下层介质速度大于上层介质

速度双层介质中的传播规律．

２．２　二维双层介质中犛犎波方程的解析解

以下利用ＣａｇｎｉａｒｄｄｅＨｏｏｐ方法给出二维双

层介质中ＳＨ波方程的解析解．图１ａ给出了震源、

接收点和间断面等在狓狕直角坐标系下双层介质模

型的示意图．其中上、下两层介质沿分界面狕＝０密

切接触，分界面两侧都是均匀各向同性介质，上层

介质的密度和波速分别为ρ１和β１，下层介质的密度

和波速分别为ρ２和β２，且β１＜β２，震源Ｓ位于上半

空间，其坐标为（０，狕０），且狕０＜０，接收点放在点

（狓，狕）．那么，当狕＜０时，接受点接收到的波包括

直达波和反射波；当狕＞０时，接收点接收到的是透

射波．下面分别就接收点位于上层和下层介质中这

两种情况给出方程（１）的解析解．

２．２．１　直达波和反射波的解析解

如果接收点在上层介质中（狕＜０），记为点犃，

此时接收点接收到的波包括直达波和反射波．下面

首先给出震源为脉冲线震源时的解析解，再由格林

函数法，给出震源为一般线震源时的解析解．具体

推导过程见附录．

首 先，当 震 源 为 脉 冲 线 震 源 犳（狋）＝ （０，

δ（狋）δ（狓）δ（狕－狕０），０），（狕０＜０）时，得到的解析解如下：

狌（狓，狕，狋）＝

１

２πμ１

犎 狋－
犚

β（ ）
１

狋２－
犚２

β槡 ２

１

－
１

２πμ１
Ｒｅ
μ１η１－μ２η２

μ１η１＋μ２η２

犎 狋－
犚０

β
（ ）

１

狋２－
犚
２

０

β槡
烅

烄

烆

烍

烌

烎２

１

，当狘狓狘
犚０β１

≤
１

β２
时，

１

２πμ１

犎 狋－
犚

β（ ）
１

狋２－
犚２

β槡 ２

１

－
１

２πμ１
Ｉｍ
μ１η１－μ２η２

μ１η１＋μ２η２

犎（狋－狋犺）－犎 狋－
犚０

β
（ ）

１

犚
２

０

β
２

１

－狋槡
烅

烄

烆

烍

烌

烎
２

，

－
１

２πμ１
Ｒｅ
μ１η１－μ２η２

μ１η１＋μ２η２

犎 狋－
犚０

β
（ ）

１

狋２－
犚
２

０

β槡
烅

烄

烆

烍

烌

烎２

１

，当狘狓狘
犚０β１

＞
１

β２
时

烅

烄

烆

，

（３）

其中，犚＝ 狓２＋（狕－狕０）槡
２ 是接收点 Ａ到震源Ｓ的距离．犚０ ＝ 狓２＋（狕＋狕０）槡

２ 是接收点 Ａ 到震源

镜 像Ｓ１ 的 距 离 （见图１ａ），其 中 函 数 犎（狋）＝
０，（狋＜０）

１，（狋≥０｛ ）
．狋犺＝

｜狓｜

β２
＋｜狕＋狕０｜

１

β
２

１

－
１

β槡 ２

２

是首波的到时．

μ１＝ρ１β
２

１
，μ２＝ρ２β

２

１．η１和η２的表达式和意义见附录．

图１　（ａ）双层介质模型；（ｂ）波传播分析

Ｆｉｇ．１　（ａ）Ａｔｗｏｌａｙｅｒｍｅｄｉｕｍｍｏｄｅｌ；（ｂ）Ａｎａｌｙｓｉｓｏｆｔｈｅｗａｖｅｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ

６１９



　３期 王美霞等：二维ＳＨ波方程的半解析解及其数值模拟

　　从（３）式可以看到，ＳＨ波的解析解包括两种情

况．当接收点Ａ与震源位置以及波速之间满足关系

狘狓狘
犚０β１

≤
１

β２
时，解析解表达式（３）表示解析解中包含

了两种波：直达波和反射波．换句话说，在接收点

会接收到直达波和反射波．具体地说，直达波的解

析解为

狌
直达（狓，狕，狋）＝

１

２πμ１

犎 狋－
犚

β（ ）
１

狋２－
犚２

β槡 ２

１

， （４）

反射波的解析解为

狌
反（狓，狕，狋）＝－

１

２πμ１
Ｒｅ
μ１η１－μ２η２

μ１η１＋μ２η２

犎 狋－
犚０

β
（ ）

１

狋２－
犚
２

０

β槡
烅

烄

烆

烍

烌

烎２

１

．

（５）
从直达波解析解（４）和反射波解析解（５）可以看出，

直达波的到时为犚

β１
，反射波的到时为犚０

β１
，这与实际

地球介质中ＳＨ波传播的走时完全一致．

当接收点、震源以及波速之间满足关系狘狓狘
犚０β１

＞

１

β２
时，从解析解（３）的表达式可看出，解析解中包

含三项，分别表示直达波、首波［１５１６］和反射波．换

句话说，此时在接收点处能接收到三种波：直达

波、首波和反射波．具体地，直达波和反射波的解

析解表达式分别与方程（４）和（５）相同，而首波的解

析解表达式为：

狌
首（狓，狕，狊）＝

－
１

２πμ１
Ｉｍ
μ１η１－μ２η２

μ１η１＋μ２η２

犎（狋－狋犺）－犎狋－
犚０

β
（ ）

１

犚
２

０

β
２

１

－狋槡
烅

烄

烆

烍

烌

烎
２

．（６）

从（３）式可以看出，直达波的到时为
犚

β１
，反射波

的到时为犚０

β１
，首波的到时为

狋犺 ＝
狘狓狘

β２
＋狘狕＋狕０狘

１

β
２

１

－
１

β槡 ２

２

．

由于首波出现的条件是

狘狓狘
犚０β１

＞
１

β２
，即β１

β２
＜
狘狓狘
犚０

＜１，

所以只有在下层介质的速度β２ 大于上层介质的速

度β１时才会出现首波．在上层介质中，显然有
犚

β１
＜

犚０

β１
，这说明直达波要早于反射波到达上层介质中的

接收点．另一方面，比较狋犺和
犚０

β１
，有狋犺＜

犚０

β１
，所以

在上层介质中的接收点处，首波也先于反射波被接

收到．但是首波到时狋犺可能大于也可能等于或小于

直达波到时犚

β１
，这取决于两层介质的波速、接收点

和震源的位置．图１ｂ是各种波传播分析的示意图，

由于对称性，这里只对狓＞０一侧的情况加以说

明，直线犔２ 和坐标轴狓之间的区域是出现首波的

区域（犃１ 和犃２ 部分），即满足条件
狘狓狘
犚０β１

＞
１

β２
的区

域，在该域中，位于曲线犔１ 以上的区域犃２ 中直达

波早于首波到达，位于曲线犔１ 以下的区域犃１ 中直

达波晚于首波到达．因此，在上层介质中任意一

点，最先接收到的波是首波或直达波，最后接收到

的波是反射波．

当震源为一般线震源犳（狋）＝（０，犳（狋）δ（狓）δ（狕－

狕０），０）（狕０ ＜０）时，可以用震源为单位脉冲震源时

得到的解析解（３）式与函数犳（狋）关于时间狋做卷

积，从而得到震源为一般震源时的解析解．此时，

在狕＜０一侧任一接收点（狓，狕）接收到的波解析

解为

狌（狓，狕，狋）＝

１

２πμ１∫
狋

犚／β１

犳（狋－τ）

τ
２
－
犚２

β槡 ２

１

ｄτ－
１

２πμ１∫
狋

犚
０
／β１

Ｒｅμ
１η１－μ２η２

μ１η１＋μ２η
｛ ｝

２

犳（狋－τ）

τ
２
－
犚
２

０

β槡 ２

１

ｄτ，当
狘狓狘
犚０β１

≤
１

β２
时

１

２πμ１∫
狋

犚／β１

犳（狋－τ）

τ
２
－
犚２

β槡 ２

１

ｄτ－
１

２πμ１∫
ｍｉｎ 狋，

犚
０

β
｛ ｝

１

狋犺

Ｉｍ μ１η１－μ２η２

μ１η１＋μ２η
｛ ｝

２

犳（狋－τ）

犚
２

０

β
２

１

－τ槡
２

ｄτ

－
１

２πμ１∫
狋

犚
０

β１

Ｒｅμ
１η１－μ２η２

μ１η１＋μ２η
｛ ｝

２

犳（狋－τ）

τ
２
－
犚
２

０

β槡 ２

１

ｄτ． 当狘狓狘
犚０β１

＞
１

β２

烅

烄

烆

时

（７）

２．２．２　透射波解析解

在图１ａ所示的坐标系下，若接收点位于狕＞０一侧，而震源位于狕０ ＜０一侧，则在任一接收点（狓，狕）
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接收到的波为透射波．下面给出计算透射波解析解

的具体推导过程．

当震源为单位脉冲线震源时，关于 狓 做

Ｆｏｕｒｉｅｒ变换，关于时间狋做Ｌａｐｌａｃｅ变换后，可以

得到波数域透射波的解析解为［１３］

珘狌^（犽狓，狕，狊）＝
１

２μ１狊η１
犛`犛`ｅｘｐ －狊（η２狕＋η１狘狕０狘［ ］），

（８）

其中，透射系数犛`犛`＝
２μ１η１

μ１η１＋μ２η２
，η１＝

１

β
２

１

－狆槡
２，

η２＝
１

β
２

２

－狆槡
２，且Ｒｅ（η１）≥０，Ｒｅ（η２）≥０，狆满足

犽狓 ＝ｉ狊狆．

在本研究中，我们将通过使用Ｆｏｕｒｉｅｒ逆变换

和Ｌａｐｌａｃｅ逆变换来推导波动方程（１）的时间空间

域的解析解．为此，首先将（８）式关于波数犽狓 做

Ｆｏｕｒｉｅｒ逆变换，可得

　　珘狌（狓，狕，狊）＝
１

２π∫
＋∞

－∞

１

２μ１狊η１
犛`犛`ｅｘｐ［－狊（η２狕

＋η１狘狕０狘）］ｅｘｐ（ｉ犽狓狓）ｄ犽狓． （９）

由于被积函数的实部是关于犽狓 的偶函数，被积函

数的虚部是关于犽狓 的奇函数，所以（９）式可写为

　　珘狌（狓，狕，狊）＝
１

２πμ１狊
Ｒｅ∫

０

－∞

犛`犛`

η１
ｅｘｐ［－狊（η２狕

＋η１狘狕０狘）］ｅｘｐ（ｉ犽狓狓）ｄ犽狓，（１０）

将犽狓 ＝ｉ狊狆代入方程（１０），可得

珘狌（狓，狕，狊）＝
１

２πμ１狊
Ｒｅ∫

０

＋犻∞

犛`犛`

η１
ｅｘｐ［－狊（η２狕

＋η１狘狕０狘）］ｅｘｐ（－狊狆狓）ｉ狊ｄ狆

　＝
１

２πμ１
Ｉｍ∫

＋ｉ∞

０

犛`犛`

η１
ｅｘｐ［－狊（η２狕－η１狕０＋狆狓）］ｄ狆，

（１１）

令

η２狕－η１狕０＋狆狓＝狋， （１２）

且狋为实数，则对任意狋可由（１２）式解出狆＝狆（狋），

这就得到一条积分路径，根据对称性假设狓≥０．

且当狆＝０时，狋＝
狕

β２
－
狕０

β１
．将（１２）代入（１１）得

珘狌（狓，狕，狊）＝
１

２πμ１
Ｉｍ∫

＋∞

狕

β２
－
狕
０

β１

犛`犛`

η１
ｅｘｐ（－狊狋）

ｄ狆
ｄ狋
ｄ狋

＝
１

２πμ１
Ｉｍ∫

＋∞

０

犛`犛`

η１

ｄ狆
ｄ狋
犎 狋－

狕

β２
＋
狕０

β
（ ）

１

ｅｘｐ（－狊狋）ｄ狋，

（１３）

根据Ｌａｐｌａｃｅ变换的定义，由（１３）可得

狌（狓，狕，狋）＝
１

２πμ１
Ｉｍ
犛`犛`

η１

ｄ狆
ｄ狋
犎 狋－

狕

β２
＋
狕０

β
（ ）｛ ｝

１

，（１４）

其中，（１４）式中需要的
ｄ狆
ｄ狋
可由表达式（１２）得到：

ｄ狆
ｄ狋
＝

１

狓＋
狆狕０

η１
－
狆狕

η２

．

将ｄ狆
ｄ狋
代入（１４），则公式（１４）即是单位脉冲线震源

对应的透射波解析解．需要指出的是，在双层介质

中，由于波速β１ ≠β２，因此难以从方程（１２）得到

狆＝狆（狋）的简单解析表达式，所以在实际计算时，

我们建议利用数值方法来计算每一个时刻的狆值．

在本文的数值试验中，计算时刻狋的狆 值时，我们

将（１２）式展开为包含狆
４，狆

３，狆
２，狆 的方程，使用

Ｍａｔｌａｂ命令求出关于狆的四次方程的根，之后代

入（１２）式中验证，选取符合（１２）式的根．当然也可

以直接使用 Ｍａｔｌａｂ命令计算（１２）式的零点．

当震源为一般的线震源（０，犳（狋）δ（狓）δ（狕－狕０），０）

时，只需将（１４）式和震源函数犳（狋）做卷积，便可得

到一般震源时的透射波解析解：

狌（狓，狕，狋）＝
１

２πμ１∫
狋

狕

β２
－
狕
０

β１

Ｉｍ
犛`犛`

η１

ｄ狆
ｄ｛ ｝狋犳（狋－τ）ｄτ．（１５）

３　数值算例

下面通过与数值方法计算结果的比较来进一步

说明本文所获得结果的正确性．由于本文给出的解

析解是积分形式的，故在实际应用时，可以通过计

算量很小、数值计算稳定、且计算误差可以通过积分

步长控制的中矩形积分公式进行计算［１７］．为此，我

们选取上下层速度反差较大的双层介质模型．具体

地说，上层介质波速为β１＝２．４ｋｍ／ｓ，密度为ρ１＝

２．１ｋｇ／ｍ
３，下层介质的波速为β２＝５．０ｋｍ／ｓ，密

度为ρ２＝２．６ｋｇ／ｍ
３．数值计算的模型区域为０≤

狓≤２５ｋｍ，０≤狕≤２５ｋｍ，双层介质的分界面位于

地表下１５ｋｍ处．空间步长为Δ狓＝Δ狕＝２０ｍ，时

间步长为Δ狋＝１ｍｓ．震源位于地表下（１２．５ｋｍ，

１４ｋｍ）处．震源主频为犳０＝１６Ｈｚ．随时间变化的

震源函数为

　　犳（狋）＝－５．７６犳
２

０
［１－１６（０．６犳０狋－１）

２］

×ｅｘｐ［－８（０．６犳０狋－１）
２］． （１６）

为了验证解析解的正确性，我们给出了解析解

与优化的近似解析离散化方法（ＯＮＡＤＭ）
［３］和４阶
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ＬａｘＷｅｎｄｒｏｆｆ修正（ＬＷＣ）
［１］方法数值计算结果的

比较．

图２ａ和２ｂ分别是用 ＯＮＡＤＭ 方法和本文给

出的解析解得到的犜＝２．４ｓ时刻的波场快照．为

了便于理解，我们在图２ａ中标出了各种波，可以看

到在上层介质中存在直达波、反射波和首波，在下

层介质中有透射波．可以看出图２ａ中犆犈段出现了

首波，犆犇段首波的到时晚于直达波但早于反射波，

犇犈段首波的到时早于直达波和反射波，这与本文

前面的理论分析得到的结果一致．比较图２ａ和２ｂ

可以看到，利用本文解析解得到的波场快照与

ＯＮＡＤＭ数值方法所得到的波场快照一致，且各种

波均比较清晰，这证明了解析解的正确性，同时也

说明了ＯＮＡＤＭ方法的正确性．

　　 图３给出了在接收点（１３．３ｋｍ，１２．９ｋｍ）处

接收到的波解析解与ＯＮＡＤＭ方法
［３］和４阶ＬＷＣ

方法［１］计算结果的比较．其中，图３ａ和３ｂ中的实

线均为解析解，点画线是相应的数值方法计算得到

的结果．可以看到，ＯＮＡＤＭ、ＬＷＣ两种数值方法

计算得到的结果和解析解完全一致，即直达波和反

射波的数值解和解析解完全一致，这进一步说明了

本文所给解析解的正确性，也相互验证了数值方法

（ＯＮＡＤＭ方法和ＬＷＣ方法）的正确性．

另一方面，此时接收点、震源、波速之间的关系

（见图１ａ）满足狘
狓狘
犚０β１

＜
１

β２
，根据解析解（７）中首波出

图２　犜＝２．４ｓ时刻的波场快照

（ａ）ＯＮＡＤＭ方法得到的波场快照；（ｂ）解析解得到的波场快照．

Ｆｉｇ．２　Ｓｎａｐｓｈｏｔｓｏｆｗａｖｅｆｉｅｌｄｓａｔ犜＝２．４ｓ，ｇｅｎｅｒａｔｅｄｂｙ（ａ）ｔｈｅＯＮＡＤＭ；（ｂ）ｔｈｅａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ

图３　接收点（１３．３ｋｍ，１２．９ｋｍ）处接收到的直达波和反射波波形图

（ａ）解析解与ＯＮＡＤＭ方法数值结果的比较；（ｂ）解析解与４阶ＬＷＣ方法数值解的比较．图中实线表示解析解，点画线表示数值解．

Ｆｉｇ．３　Ｗａｖｅｆｏｒｍｓｒｅｃｅｉｖｅｄａｔｔｈｅｒｅｃｅｉｖｅｒ（１３．３ｋｍ，１２．９ｋｍ）

（ａ）ＴｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎａｎｄｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｃｏｍｐｕｔｅｄｂｙｔｈｅＯＮＡＤＭ；（ｂ）Ｔｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎ

ａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎａｎｄｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｃｏｍｐｕｔｅｄｂｙｔｈｅｆｏｕｒｔｈｏｒｄｅｒＬＷＣ．Ｔｈｅｓｏｌｉｄｌｉｎｅｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ，ａｎｄｔｈｅ

ｄｏｔｌｉｎｅｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ．
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图４　在接收点（１３．３ｋｍ，１２．９ｋｍ）处接收到的直达波（ａ）和反射波（ｂ）

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｄｉｒｅｃｔｗａｖｅ（ａ）ａｎｄｒｅｆｌｅｃｔｅｄｗａｖｅ（ｂ）ｒｅｃｅｉｖｅｄａｔｔｈｅｒｅｃｅｉｖｅｒ（１３．３ｋｍ，１２．９ｋｍ）

图５　接收点（１３．５ｋｍ，１８ｋｍ）处接收到的透射波波形图

（ａ）解析解与ＯＮＡＤＭ方法的比较；（ｂ）解析解与４阶ＬＷＣ方法的比较．其中，实线是解析解，点画线是数值结果．

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｔｒａｎｓｍｉｔｔｅｄｗａｖｅｒｅｃｅｉｖｅｄａｔｔｈｅｒｅｃｅｉｖｅｒ（１３．５ｋｍ，１８ｋｍ）

（ａ）ＴｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎａｎｄｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｃｏｍｐｕｔｅｄｂｙｔｈｅＯＮＡＤＭ；（ｂ）Ｔｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎ

ｔｈｅａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎａｎｄｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｃｏｍｐｕｔｅｄｂｙｔｈｅｆｏｕｒｔｈｏｒｄｅｒＬＷＣ．Ｔｈｅｓｏｌｉｄｌｉｎｅｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ，ａｎｄ

ｔｈｅｄｏｔｌｉｎｅｄｅｎｏｔｅｓｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ．

现的条件狘狓狘
犚０β１

＞
１

β２
，可以知道在接收点（１３．３ｋｍ，

１２．９ｋｍ）处不会接收到首波，解析结果和数值结果

的比较（图３）也证实了这一点．图４给出了将接收

点（１３．３ｋｍ，１２．９ｋｍ）处接收到的解析解波响应

分开显示的波形图．其中，图４ａ和４ｂ分别是直达

波响应和反射波响应波形图．直达波到时是０．５６８

ｓ，反射波到时是１．３３４ｓ．这与利用速度、距离和时

间之间的关系直接计算得到的结果一致．

图５是位于下层介质中接收点（１３．５ｋｍ，１８ｋｍ）

处接收到的透射波的解析解与 ＯＮＡＤＭ 和４阶

ＬＷＣ两种数值方法计算结果的比较．其中，图５ａ

和５ｂ中的实线为解析解，点画线是数值方法计算

的结果．图５表明，在精细网格条件下，ＯＮＡＤＭ

和ＬＷＣ方法计算的数值结果与解析解一致，这说

明本文获得的透射波解析解正确．

４　结　论

本文结合波动理论和ＣａｇｎｉａｒｄｄｅＨｏｏｐ方法，

利用Ｆｏｕｒｉｅｒ变换和Ｌａｐｌａｃｅ变换等数学理论详细

推导了二维双层介质中ＳＨ波方程的解析解，给出

了震源为脉冲线震源时的反射波解析解和透射波解

析解，同时也给出了震源为一般线震源时ＳＨ波方

程解析解．在此基础上，我们研究了首波出现的条

件，以及直达波、反射波、首波的到时．并利用本文

给出的结果与精细网格条件下数值模拟方法

（ＯＮＡＤＭ和４阶ＬＷＣ）计算得到的波场和波形图

进行了比较．结果表明，我们给出的解析解与数值

解结果一致，这说明本文给出的解析解是正确的．

这些结果有望在检验各种数值新方法的正确性、评

判数值方法的优劣、以及地震波传播理论分析等方
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面得到应用．

附录　ＳＨ波方程解析解的推导过程

在本附录中，我们将采用ＣａｇｎｉａｒｄｄｅＨｏｏｐ方

法［１０］的基本思想，通过严格的数学推导给出双层均

匀各向同性介质中，震源和接收点同时位于上层介

质时（如图１ａ所示），单位脉冲线震源激发条件下，

在上层介质中任一接收点犃（狓，狕）所能接收到的直

达波和反射波解析解表达式．此时入射ＳＨ波满足

方程：

ρ

２狌

狋
２ －μΔ狌＝δ（狓，狕－狕０）δ（狋）， （Ａ１）

其中狕０ ＜０．

通过对方程（Ａ１）关于空间狓做Ｆｏｕｒｉｅｒ变换，

关于时间狋做Ｌａｐｌａｃｅ变换，将空间时间域（狓，狕，狋）变

到（犽狓，狕，狊）域，于是在狕＜０一侧的入射波经变换

后可表示为［１３］

珘狌^
入（犽狓，狕，狊）＝

１

２ρ１β
２

１狊η１
ｅｘｐ（－狊η１狘狕－狕０狘），（Ａ２）

其中，η１＝ １／β
２

１－狆槡
２，Ｒｅ（η１）≥０，且犽狓、狊和狆满

足关系式犽狓 ＝ｉ狊狆．

当波传播到狕＝０的间断面时，波的反射和透

射系数分别为：

犛`犛＇＝μ
２η２－μ１η１

μ１η１＋μ２η２
， （Ａ３）

犛`犛` ＝
２μ１η１

μ１η１＋μ２η２
， （Ａ４）

其中，η２ ＝ １／β
２

２－狆槡
２，Ｒｅ（η２）≥０．

同样地，通过Ｆｏｕｒｉｅｒ变换和Ｌａｐｌａｃｅ变换，我

们可得在狕＜０一侧所接收到的直达波和反射波，

在 （犽狓，狕，狊）域内的解析表达式为

　珘狌^（犽狓，狕，狊）＝珘狌^
入（犽狓，狕，狊）＋珘狌^

反（犽狓，狕，狊）

＝
１

２μ１狊η１
ｅｘｐ（－狊η１狘狕－狕０狘）

＋
１

２μ１狊η１
犛`犛＇ｅｘｐ（－狊η１狘狕＋狕０狘）

＝犠１＋犠２， （Ａ５）

其中，犠１ 和犠２ 分别表示（Ａ５）式中的第一项和第

二项．第一项为直达波，第二项为反射波．

对（Ａ５）式中所表示的直达波犠１进行逆变换得

到直达波的解析解为

狌
直达（狓，狕，狋）＝

１

２πμ１

犎 狋－
犚

β（ ）
１

狋２－
犚２

β槡 ２

１

， （Ａ６）

其中，犚 ＝ 狓２＋（狕－狕０）槡
２．这与 Ａｋｉ和Ｒｉｃａｒｄｓ

在文献［１３］中给出的结果一致．

下面对（Ａ５）式中表示反射波的项犠２进行逆变

换．这里计算接收点 （狓，狕）满足狓≥０的情况，根

据对称性，可以得到狓＜０时的解析解．

首先对反射波项犠２进行Ｆｏｕｒｉｅｒ逆变换，得到

珘狌
反（狓，狕，狊）＝

１

２π∫
＋∞

－∞

１

２μ１狊η１
犛`犛＇ｅｘｐ（－狊η１狘狕＋狕０狘）ｅｘｐ（ｉ犽狓狓）ｄ犽狓， （Ａ７）

再将（Ａ３）代入（Ａ７），可得

珘狌
反（狓，狕，狊）＝－

１

４πμ１∫
＋∞

－∞

１

狊η１
μ１η１－μ２η２

μ１η１＋μ２η２
ｅｘｐ（－狊η１狘狕＋狕０狘）ｅｘｐ（ｉ犽狓狓）ｄ犽狓． （Ａ８）

由于犽狓 ＝ｉ狊狆，η１ 和η２ 是关于狆的偶函数，从而η１和η２ 也是犽狓 的偶函数，所以（Ａ８）中被积函数的实部为

犽狓 的偶函数，虚部为犽狓 的奇函数，因此，有

珘狌
反（狓，狕，狊）＝－

１

２πμ１
Ｒｅ∫

０

－∞

１

狊η１
μ１η１－μ２η２

μ１η１＋μ２η２
ｅｘｐ（－狊η１狘狕＋狕０狘）ｅｘｐ（ｉ犽狓狓）ｄ犽｛ ｝狓 ， （Ａ９）

将犽狓 ＝ｉ狊狆代入方程（Ａ９）的右端，得

珘狌
反（狓，狕，狊）＝－

１

２πμ１
Ｒｅ∫

０

＋ｉ∞

ｉ

η１
μ１η１－μ２η２

μ１η１＋μ２η２
ｅｘｐ（－狊（η１狘狕＋狕０狘＋狆狓））ｄ｛ ｝狆

＝－
１

２πμ１
Ｉｍ∫

＋ｉ∞

０

１

η１
μ１η１－μ２η２

μ１η１＋μ２η２
ｅｘｐ（－狊（η１狘狕＋狕０狘＋狆狓））ｄ｛ ｝狆 ． （Ａ１０）

在方程（Ａ１０）中，令

狋＝η１狘狕＋狕０狘＋狆狓， （Ａ１１）

求解（Ａ１１）得到Ｃａｇｎｉａｒｄ路径
［１３］如下：
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狆（狋）＝

狋狓－狘狕＋狕０狘
犚
２

０

β
２

１

－狋槡
２

犚
２

０

，当狋＜
犚０

β１
时

狋狓＋ｉ狘狕＋狕０狘 狋２－
犚
２

０

β槡 ２

１

犚
２

０

，当狋≥
犚０

β１

烅

烄

烆
时

（Ａ１２）

将（Ａ１２）代入（Ａ１１）中，得到

η１ ＝
狋－狆狓

狘狕＋狕０狘
＝

狋狘狕＋狕０狘＋狓
犚
２

０

β
２

１

－狋槡
２

犚
２

０

，当狋＜
犚０

β１
时

狋狘狕＋狕０狘－ｉ狓 狋２－
犚
２

０

β槡 ２

１

犚
２

０

，当狋≥
犚０

β１

烅

烄

烆
时

（Ａ１３）

方程（Ａ１２）两边对狋求导，并结合（Ａ１３）式可得

ｄ狆
ｄ狋
＝

η１

犚
２

０

β
２

１

－狋槡
２

，当狋＜
犚０

β１
时

ｉη１

狋２－
犚
２

０

β槡 ２

１

．当狋＞
犚０

β１

烅

烄

烆

时

（Ａ１４）

　　由方程（Ａ１１）可得，当狆＝０时，狋＝
狘狕＋狕０狘

β１
．下面对（Ａ１０）中被积函数的虚实情况进行讨论．因为β１

＜β２，所以
１

β１
＞
１

β２
．于是由方程（Ａ１３）知，当狋＜

犚０

β１
时，η１ ＝

１

β
２

１

－狆槡
２ 为实数，且狆为实数，狆＜

１

β１
，而

由于 １

β１
＞
１

β２
，所以狆未必小于

１

β２
，所以此时η２＝

１

β
２

２

－狆槡
２ 未必为实数．由（Ａ１２）知，当狋＝

犚０

β１
时，狆＝

狓
犚０β１

．如果
狘狓狘
犚０β１

≤
１

β２
，则当狋＜

犚０

β１
时，η２为实数；如果

狘狓狘
犚０β１

＞
１

β２
，则当狋＜

犚０

β１
时，η２ 会出现复值．所以

下面分两种情况分别求解．

（１）当狘
狓狘
犚０β１

≤
１

β２
时

在这种情况下，如果狋＜
犚０

β１
，则η２ 是实数．此时，将（Ａ１１）代入（Ａ１０）可得

珘狌
反（狓，狕，狊）＝－

１

２πμ１
Ｉｍ∫

＋∞

狘狕＋狕０狘

β１

１

η１
μ１η１－μ２η２

μ１η１＋μ２η２
ｅｘｐ（－狊狋）

ｄ狆
ｄ狋
ｄ｛ ｝狋 ， （Ａ１５）

再将（Ａ１２）—（Ａ１４）代入方程（Ａ１５）中，并通过整理得到

珘狌
反（狓，狕，狊）＝－

１

２πμ１
Ｉｍ∫

＋∞

犚
０

β１

１

η１
μ１η１－μ２η２

μ１η１＋μ２η２
ｅｘｐ（－狊狋）

ｉη１

狋２－
犚
２

０

β槡 ２

１

ｄ
烅

烄

烆

烍

烌

烎

狋

＝－
１

２πμ１
Ｒｅ∫

＋∞

犚
０

β１

μ１η１－μ２η２

μ１η１＋μ２η２
ｅｘｐ（－狊狋）

１

狋２－
犚
２

０

β槡 ２

１

ｄ
烅

烄

烆

烍

烌

烎

狋

＝－
１

２πμ１
Ｒｅ∫

＋∞

０

μ１η１－μ２η２

μ１η１＋μ２η２
ｅｘｐ（－狊狋）

犎 狋－
犚０

β
（ ）

１

狋２－
犚２０

β槡 ２
１

ｄ烅

烄

烆

烍

烌

烎

狋 ． （Ａ１６）
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根据Ｌａｐｌａｃｅ变换，由（Ａ１６）式可得，当
狘狓狘
犚０β１

≤
１

β２
时，反射波在时间空间域的解析解为

狌
反（狓，狕，狋）＝－

１

２πμ１
Ｒｅ
μ１η１－μ２η２

μ１η１＋μ２η２

犎 狋－
犚０

β
（ ）

１

狋２－
犚
２

０

β槡
烅

烄

烆

烍

烌

烎２

１

． （Ａ１７）

　　（２）当
狘狓狘
犚０β１

＞
１

β２
时

在这种情况下，当０≤狆＜
１

β２
时，η１ 和η２ 均为实数；当

１

β２
＜狆＜

狘狓狘
犚０β１

时，η２ 为纯虚数，η１ 为实数．

当狆＝
１

β２
时，将其代入（Ａ１１）可得

［１３］

狋＝狋犺 ＝
狓

β２
＋狘狕＋狕０狘

１

β
２

１

－
１

β槡 ２

２

． （Ａ１８）

另外，将（Ａ１１）代入（Ａ１０）可得

珘狌
反（狓，狕，狊）＝－

１

２πμ１
Ｉｍ∫

＋∞

狘狕＋狕０狘

β１

１

η１
μ１η１－μ２η２

μ１η１＋μ２η２
ｅｘｐ（－狊狋）

ｄ狆
ｄ狋
ｄ｛ ｝狋 ． （Ａ１９）

　　首先证明
狘狕＋狕０狘

β１
＜狋犺．由于沿着由（Ａ１２）式所确定的路径进行积分，当０≤狋≤

犚０

β１
时，狆为实数，且

狆（狋）随狋单调递增，当狋＝０时，狆＝－
狘狕＋狕０狘
犚０β１

，当狋＝
犚０

β１
时，狆＝

狓
犚０β１

．所以在此段路径上狋也是随狆

单调递增的，且根据（Ａ１１），狆＝０时，狋＝
狘狕＋狕０狘

β１
，当狆＝

１

β２
时，狋＝狋犺 ＝

狓

β２
＋狘狕＋狕０狘

１

β
２

１

－
１

β槡 ２

２

，所

以狘狕＋狕０狘

β１
比狋犺 小．另外，也可以根据条件

狘狓狘
犚０β１

≤
１

β２
来证明狘狕＋狕０狘

β１
＜狋犺．

由（Ａ１９）和（Ａ１２）—（Ａ１４）可得到

珘狌
反（狓，狕，狊）＝－

１

２πμ１
Ｉｍ∫

狋犺

狘狕＋狕０狘

β１

μ１η１－μ２η２

μ１η１＋μ２η２
ｅｘｐ（－狊狋）

１

犚
２

０

β
２

１

－狋槡
２

ｄ
烅

烄

烆

烍

烌

烎

狋

－
１

２πμ１
Ｉｍ∫

犚
０

β１

狋犺

μ１η１－μ２η２

μ１η１＋μ２η２
ｅｘｐ（－狊狋）

１

犚
２

０

β
２

１

－狋槡
２

ｄ
烅

烄

烆

烍

烌

烎

狋

－
１

２πμ１
Ｉｍ∫

＋∞

犚
０

β１

μ１η１－μ２η２

μ１η１＋μ２η２
ｅｘｐ（－狊狋）

ｉ

狋２－
犚
２

０

β槡 ２

１

ｄ
烅

烄

烆

烍

烌

烎

狋
． （Ａ２０）

　　根据前述对被积函数虚实情况的讨论和（Ａ２０）中第一项的被积函数为实值函数，所以取虚部为０．由

此方程（Ａ２０）右端实际只包含后面两项，再对其进行整理可得

珘狌
反（狓，狕，狊）＝－

１

２πμ１
Ｉｍ∫

＋∞

０

μ１η１－μ２η２

μ１η１＋μ２η２
ｅｘｐ（－狊狋）

犎（狋－狋犺）－犎 狋－
犚０

β
（ ）

１

犚
２

０

β
２

１

－狋槡
２

ｄ烅

烄

烆

烍

烌

烎

狋

－
１

２πμ１
Ｒｅ∫

＋∞

０

μ１η１－μ２η２

μ１η１＋μ２η２
ｅｘｐ（－狊狋）

犎（狋－
犚０

β１
）

狋２－
犚
２

０

β槡 ２

１

ｄ烅

烄

烆

烍

烌

烎

狋 ． （Ａ２１）

　　利用Ｌａｐｌａｃｅ变换，由（Ａ２１）式可得反射波在时间空间域的解析解为：
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狌
反（狓，狕，狋）＝－

１

２πμ１
Ｉｍ
μ１η１－μ２η２

μ１η１＋μ２η２

犎（狋－狋犺）－犎 狋－
犚０

β
（ ）

１

犚
２

０

β
２

１

－狋槡
烅

烄

烆

烍

烌

烎
２

－
１

２πμ１
Ｒｅ
μ１η１－μ２η２

μ１η１＋μ２η２

犎 狋－
犚０

β
（ ）

１

狋２－
犚
２

０

β槡
烅

烄

烆

烍

烌

烎２

１

．

（Ａ２２）

所以，综合表达式（Ａ６）、（Ａ１７）、（Ａ２２），可以得到

当震源为脉冲线震源时，在狕＜０一侧，接收点（狓，

狕）接收到的波解析解表达式为（３）式．
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