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横观各向同性饱和地基中埋置荷载的

非轴对称瞬态响应

王小岗
台州学院建筑工程系，台州　３１８０００

摘　要　基于孔隙介质的Ｂｉｏｔ理论，首先利用Ｌａｐｌａｃｅ变换，给出圆柱坐标系下横观各向同性饱和弹性多孔介质在

变换域上的波动方程；将波动方程解耦后，根据方位角的Ｆｏｕｒｉｅｒ展开和径向 Ｈａｎｋｅｌ变换，求解了Ｂｉｏｔ波动方程，

得到以土骨架位移、孔隙水压力和土介质总应力分量的积分形式的一般解；借助一般解，建立了有限厚度饱和土层

和饱和半空间的精确动力刚度矩阵，并由土层的层间界面连续条件建立三维非轴对称层状饱和地基的总刚度方

程；在此基础上，系统研究了横观各向同性饱和半空间体在内部集中荷载激励下的动力响应，并给出了问题的瞬态

解答．该研究为运用边界元法求解饱和地基动力响应奠定了理论基础．
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　８期 王小岗：横观各向同性饱和地基中埋置荷载的非轴对称瞬态响应

１　引　言

饱和地基的瞬态动力响应问题在地震工程学、

地球物理学以及土力学等领域有着广泛的应用．

Ｐａｕｌ
［１］，Ｋａｙｎｉａ

［２］，Ｃｈｅｎ
［３，４］及Ｐｈｉｌｉｐｐａｃｏｐｏｕｌｏｓ

［５，６］

讨论了饱和介质在集中力作用下的动力响应问题；

黄义等［７］忽略了流体相对于固体骨架的惯性项，忽

略土颗粒和孔隙流体可压缩性，研究了饱和多孔介

质的非轴对称动力问题；Ｚｈｏｕ等
［８，９］研究了饱和半

空间体在内部集中荷载作用下的瞬态动力响应问

题，并给出了问题的基本解；陈胜立等［１０，１１］利用一

组简化的弹性饱和土波动方程，给出了埋置力源下

的Ｌａｍｂ问题解答，但该解答仅适用于饱和半空间

地基，无法处理层状地基，不具备一般性．以上对饱

和地基研究多限于各向同性饱和土介质．由于问题

的复杂性，针对横观各向同性饱和土动力响应的研

究则相对较少，而后者的地基模式可能更符合天然

海相或湖相沉积饱和土的物理力学特性．Ｔａｎｇｕｃｈｉ

等［１２］给出了横观各向同性饱和半空间内部作用一

阶跃点荷载时的基本解．张引科等
［１３］给出了横观各

向同性饱和介质三维非轴对称稳态响应解，但在处

理Ｂｅｓｓｅｌ函数的数值积分时存在不足．黄义
［１４］、王

小岗［１５］系统地研究了横观各向同性饱和多孔介质

的三维非轴对称Ｌａｍｂ问题，分析了介质的各向异

性参数对位移、应力响应和空隙流体压力的影响．何

芳社等［１６］借助连续介质理论，讨论了横观各向同性

饱和多孔介质的基本方程组的形式，对计算参数的

选取做了理论上的说明，但未涉及地基的动力响应

问题．蔡袁强等
［１７］忽略了土颗粒和孔隙流体的可压

缩性，分析了上覆弹性土层横观各向同性饱和地基

竖向振动特性，但仅限于轴对称情形．针对埋置力源

下，横观各向同性饱和地基的非轴对称瞬态动力响

应问题的一般解法的研究，则尚未见文献报道，需

要进一步研究．

本文研究内部激励下横观各向同性饱和地基的

非轴对称瞬态动力响应问题的一般解法．基于

Ｌａｐｌａｃｅ变换域上的横观各向同性饱和介质的三维

波动方程，借助算子理论、Ｆｏｕｒｉｅｒ展开和Ｈａｎｋｅｌ变

换技术，求解波动方程，得到方程的一般解，及有限

厚度饱和土层和饱和半空间的精确动力刚度矩阵，

并结合层间连续条件，建立饱和地基的总刚方程，进

而系统研究了横观各向同性饱和地基的三维瞬态动

力响应问题．本文方法，可以方便地处理土层内各类

荷载的影响，因而具有普遍性．

２　横观各向同性饱和土动力方程及通解

在圆柱坐标系下，取狕轴沿介质对称轴方向，

狉θ平面平行于介质的各向同性平面，则横观各向同

性饱和土介质的Ｂｉｏｔ动力方程表示为
［１４，１５］
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孔隙流体运动方程表示为
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土骨架本构关系表示为
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　　考虑有效应力原理及土骨架的几何方程后，饱

和土介质的连续性方程可表示为

狆ｆ＝χ１犲＋χ２
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（ ）狕 －ｄｉｖ狑， （８）

式中χ１ ＝－［１－（犆１１＋犆１２＋犆１３）／（３犓ｓ）］，

χ３ ＝－［１－２（犆１３＋犆３３）／（３犓ｓ）］，

＝ （１－）／犓ｓ＋／犓ｌ－

（２犆１１＋２犆１２＋４犆１３＋犆３３）／（９犓
２
ｓ），

５８０２
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Δ
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狌狉，狌θ和狌狕 分别为饱和土骨架的径向、周向和竖向

的位移分量；狑狉，狑θ 和狑狕 分别为孔隙水的相对径

向、周向和竖向位移分量；狆ｆ是孔隙水压力；ρ是饱

和介质固液混合密度，ρ＝ （１－）ρｓ＋ρｆ，ρｆ是孔

隙流体密度，ρｓ是土骨架材料密度，是多孔介质的

孔隙率；犽ｄ犼（犼＝１，３）分别表示土体平行和垂直于各

向同性面的动力渗透系数；犵是重力加速度；犆犻犼是横

观各向同性土介质的弹性常数，且 满 足 关 系

犆６６ ＝ （犆１１－犆１２）／２；犓ｓ为固体颗粒体积模量，犓ｌ

为孔隙水体积模量．

引入无量纲参数和无量纲变量，即

狉＝狉０珘狉，狕＝狉０珘狕，狌犻＝狉０珘狌犻，狑犻＝狉０珦狑犻，

珓犲＝
珘狌狉

珘狉
＋
１

珘狉
珘狌θ
θ
＋
珘狌狉

珘狉
，ρｆ＝ρ珓ρｆ，

狆ｆ＝犆４４珟狆ｆ，σ犻犼 ＝犆４４珓σ犻犼，狋＝狉０珓狋 ρ
犆槡４４

，

犽２ｄ１ ＝
狉２０犵

２

珘犽２１
ρ
犆４４
，犽２ｄ３ ＝

狉２０犵
２

珘犽２３
ρ
犆４４
，

Λ１ ＝犆３３／犆４４，Λ２ ＝犆１１／犆４４，

Λ３ ＝犆１３／犆４４＋１，Λ４ ＝犆１２／犆４４．

定义变量珓狋的Ｌａｐｌａｃｅ变换，即

犳^（珘狉，珘狕，狊）＝∫
∞

０
犳（珘狉，珘狕，珓狋）ｅ

－狊珓狋ｄ珓狋， （９）

对方程（１）～（８）无量纲化，并施加变换（９），得到

１

２
（Λ２－Λ４）

Δ

２^狌狉－
１

珘狉
２
^狌θ
珘狉θ

＋
狌^狉

珘（ ）［ ］狉
＋

２^狌狉

珘狕
２

　　　＋
１

２
Λ２＋Λ（ ）４

^犲

珘狉
＋狊

２（－１＋珓ρｆ犮１）^狌狉

　　　＋Λ３

珘狉
^狌狕

珘狕
＋犫６

^狆ｆ

珘狉
＝０， （１０）

１

２
（Λ２－Λ４）

Δ

２^狌θ－
１

珓狉
－２
^狌狉

珓狉θ
＋
狌^θ
珓（ ）［ ］狉

＋

２^狌θ

狕
－２

　　　＋
１

２
Λ２＋Λ（ ）４

^犲

珘狉θ
＋狊

２（－１＋珓ρｆ犮１）^狌θ

　　　＋Λ３

珘狉θ

^狌狕

珘狕
＋犫６

^狆ｆ

珘狉θ
＝０， （１１）

Δ

２^狌狕＋Λ１

２^狌狕

珘狕
２ ＋狊

２（－１＋珓ρｆ犮３）^狌狕

　　　＋Λ３
^犲

珘狕
＋犫７

^狆ｆ

珘狕
＝０， （１２）

犫６^犲＋犫７
^狌狕

珘狕
＋
１

狊２珓ρｆ
犮１

Δ

２^
狆ｆ＋犮３


２^
狆ｆ

珘狕（ ）２
　　　－犫８^狆ｆ＝０， （１３）

以及孔隙水相对位移关系，即

狑^狉 ＝犮１ －^狌狉－
１

狊２珓ρｆ

^狆ｆ

珘（ ）狉 ， （１４）

狑^θ＝犮１ －^狌θ－
１

狊２珓ρ犳

^狆ｆ

珘狉（ ）θ
， （１５）

狑^狕 ＝犮３ －珘狌狕－
１

狊２珓ρｆ

^狆ｆ

珘（ ）狕 ， （１６）

式中犫６ ＝χ１＋犮１，犫７ ＝χ３＋犮３，犫８ ＝犆４４，

犮１ ＝
狊


珘犽１＋狊

，犮３ ＝
狊


珘犽３＋狊

．

对方 程 （１０）和 （１１）做 运 算

珘狉
＋
１

珘（ ）狉 （１０）＋


珘狉θ
（１１），同时，定义以下算子：

Δ

２
犲＝Λ２

Δ～

２
＋

２

珘狕
２＋狊

２（－１＋珓ρｆ犮１），

Δ

２
狌＝

Δ～

２
＋Λ１


２

珘狕
２＋狊

２（－１＋珓ρｆ犮３），

Δ

２
狆＝

１

狊２珓ρｆ
犮１

Δ～

２
＋犮３


２

珘狕（ ）２ －犫８，

Δ～

２
＝

２

珘狉
２＋


珘狉珘狉

＋

２

珘狉
２
θ

２
，

则方程（１０）～（１２）可简化为如下形式：

犇

犲^

狌^狕

狆^

烅

烄

烆

烍

烌

烎ｆ

＝０， （１７）

式中，犇为算子矩阵，可表示为

犇＝

Δ

２
犲 Λ３


珘狕

Δ～

２ 犫６

Δ～

２

Λ３

珘狕

Δ

２
狌 犫７


珘狕

犫６ 犫７

珘狕

Δ

２

烄

烆

烌

烎狆

，

同时

狘犇狘＝

Δ

２
犲

Δ

２
狌

Δ

２
狆－犫

２
６

Δ

２
狌

Δ～

２
＋２犫６犫７Λ３


２

珘狕
２

Δ～

２

－Λ
２
３

２

珘狕
２

Δ

２
狆

Δ～

２
－犫

２
７

２

珘狕
２

Δ

２
犲． （１８）

　　利用算子理论，可以得到如下形式通解：

犲^＝犃犻１^犉，^狌狕 ＝犃犻２^犉，^狆ｆ＝犃犻３^犉 　（犻＝１，２，３）

（１９）

其中，犃犻犼为矩阵犇 的代数余子式，且函数犉^满足下

列方程

狘犇狘^犉＝０． （２０）

经研究，如果犻取１或２，当狆^ｆ＝０，即对于单相横观

各向同性土介质，此时只能得到犲^和狌^狕 的零解，因

此，不失一般性，取犻＝３．得到方程（１７）的通解，即

　^犲＝ Λ３犫７

２

珘狕
２－犫６

Δ

２（ ）狌 犉^， （２１）

６８０２
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　^狌狕 ＝ （犫６Λ３

Δ～

２
－犫７

Δ

２
犲）
^犉

珘狕
， （２２）

　^狆ｆ＝

Δ

２
犲

Δ

２
狌－Λ

２
３

Δ

２
２

珘狕（ ）２ 犉^． （２３）

对相关变量沿周向进行Ｆｏｕｒｉｅｒ展开，并记

［^犉，^犲，^狌狕，^狌狉，^狆ｆ］
Ｔ
＝

　　　∑
∞

狀＝０

［^犉狀，^犲狀，^狌狕狀，^狌狉狀，^狆ｆ狀］
Ｔｃｏｓ狀θ

狌^θ＝∑
∞

狀＝０

狌^θ狀ｓｉｎ狀θ， （２４）

同时引入以下 Ｈａｎｋｅｌ变换：

［珚犉狀，珋犲狀，珔狌狕狀，珚狆ｆ狀］
Ｔ
＝∫

∞

０

［^犉狀，^犲狀，^狌狕狀，^狆ｆ狀］
ＴＪ狀（犽珘狉）珘狉ｄ珘狉，

（２５ａ）

　　珡犝狀 ＝∫
∞

０

（^狌狉狀 ＋^狌θ狀）Ｊ狀＋１（犽珘狉）珘狉ｄ珘狉， （２５ｂ）

　　珚犞狀 ＝∫
∞

０

（^狌狉狀 －^狌θ狀）Ｊ狀－１（犽珘狉）珘狉ｄ珘狉， （２５ｃ）

式中，Ｊ狀（犽珘狉）为第一类狀阶Ｂｅｓｓｅｌ函数．

将式（２４）代入式（２０），并代以（２５ａ）式，得到以

下方程：


６

珘狕
６＋犪１


４

珘狕
４＋犪２


２

珘狕
２＋犪（ ）３ 珚犉狀 ＝０， （２６）

式中

犪１＝［β３（犫２＋Λ
２
３犽
２
＋Λ１犫１）－Λ１犫３－犫

２
７］／（β３Λ１），

　　犪２ ＝ ｛犫１犫２β３－犫３［Λ１犫１＋犫２＋Λ
２
３犽
２］

＋犫
２
６犽
２
Λ１－２犫６犫７Λ３犽

２
－犫１犫

２
７｝／（β３Λ１），

犪３ ＝ （犫２犫
２
６犽
２
－犫１犫２犫３）／（β３Λ１）．

其中β１ ＝犮１／（狊
２
珓ρｆ），β３ ＝犮３／（狊

２
珓ρｆ），

犫１ ＝犳１－犽
２
Λ２，犫２＝犳３－犽

２，犫３＝β１犽
２
＋犫８，

犳１ ＝狊
２（－１＋珓ρｆ犮１），犳３ ＝狊

２（－１＋珓ρｆ犮３）．

方程（２６）的解可表示为

珚犉狀 ＝∑
３

狊＝１

（犃狊狀ｅ
λ狊珘狕 ＋犅狊狀ｅ

－λ狊珘狕）， （２７）

式中犃犻狀、犅犻狀（犻＝１，２，３）为与狕无关的待定常数，

λ犻（Ｒｅ［λ犻］≥０，犻＝１，２，３）是满足如下代数方程的根，

λ
６
＋犪１λ

４
＋犪２λ

２
＋犪３ ＝０． （２８）

　　将式（２４）代入式（２１）～（２３），并代以（２５ａ）式，

再代以式（２７），得到

　珋犲狀 ＝∑
３

狊＝１

α狊（犃狊狀ｅ
λ狊珘狕 ＋犅狊狀ｅ

－λ狊珘狕）， （２９）

　　　珔狌狕狀 ＝∑
３

狊＝１

狌狊（犃狊狀ｅ
λ狊珘狕 －犅狊狀ｅ

－λ狊珘狕）， （３０）

　　　珚狆ｆ狀 ＝∑
３

狊＝１

（犃狊狀ｅ
λ狊珘狕 ＋犅狊狀ｅ

－λ狊珘狕）， （３１）

式中系数记为

　　α狊 ＝ ［（Λ３犫７－Λ１犫６）λ
２
狊 －犫２犫６］／Δ狊，

　　狌狊 ＝－（犫１犫７＋Λ３犫６犽
２
＋犫７λ

２
狊）λ狊／Δ狊，

　　Δ狊 ＝Λ１λ
４
狊 ＋（犫１Λ１＋犫２＋Λ

２
３犽
２）λ

２
狊＋犫１犫２．

　　再将式（２４）代入式（１０）～（１１），并代以（２５ｂ，

２５ｃ）式，同时注意到犲^狀 的狀阶Ｈａｎｋｅｌ变换式

珋犲狀 ＝ （犽珡犝狀－犽珚犞狀）／２， （３２）

得到

　　珡犝狀 ＝∑
３

狊＝１

犱狊（犃狊狀ｅ
λ狊珘狕 ＋犅狊狀ｅ

－λ狊珘狕）

＋（犃４狀ｅ
λ０珘狕＋犅４狀ｅ

－λ０珘狕）， （３３）

　　珚犞狀 ＝－∑
３

狊＝１

犱狊（犃狊狀ｅ
λ狊珘狕 ＋犅狊狀ｅ

－λ狊珘狕）

＋（犃４狀ｅ
λ０珘狕＋犅４狀ｅ

－λ０珘狕）， （３４）

式中λ
２
０ ＝－犳１＋（Λ２－Λ４）犽

２／２，

犱狊 ＝
犽（Λ２＋Λ４）α狊＋２Λ３狌狊λ狊犽＋２犫６犽

２（λ
２
狊 －λ

２
０）

．

同上做法，利用式（１４）～（１６）可得到孔隙水在

Ｈａｎｋｅｌ变换域上的相对位移分量，即

珡狑狕狀 ＝∑
３

狊＝１

狑狊（犃狊狀ｅ
λ狊珘狕 －犅狊狀ｅ

－λ狊珘狕）， （３５）

珡犝狑狀 ＝∑
３

狊＝１

犝狊（犃狊狀ｅ
λ狊珘狕 ＋犅狊狀ｅ

－λ狊珘狕）

－犮１（犃４狀ｅ
λ０珘狕＋犅４狀ｅ

－λ０珘狕）， （３６）

珚犞狑狀 ＝－∑
３

狊＝１

犝狊（犃狊ｅ
λ狊珘狕 ＋犅狊ｅ

－λ狊珘狕）

－犮１（犃４狀ｅ
λ０珘狕＋犅４狀ｅ

－λ０珘狕）， （３７）

式中变量定义为

　　珡狑狕狀 ＝∫
∞

０
狑^狕狀Ｊ狀（犽珘狉）珘狉ｄ珘狉，

　　珡犝
狑
狀 ＝∫

∞

０

（^狑狉狀＋狑^θ狀）Ｊ狀＋１（犽珘狉）珘狉ｄ珘狉，

　　珚犞
狑
狀 ＝∫

∞

０

（^狑狉狀－狑^θ狀）Ｊ狀－１（犽珘狉）珘狉ｄ珘狉，

系数狑狊 ＝－犮３狌狊－β３λ狊，

犝狊 ＝β１犽－犮１犱狊 （狊＝１，２，３）．

对相关应力分量进行Ｆｏｕｒｉｅｒ展开，记

［^σ狕，^τ狉狕］
Ｔ
＝∑

∞

狀＝０

［^σ狕狀，^τ狉狕狀］
Ｔｃｏｓ狀θ， （３８）

τ^θ狕 ＝∑
∞

狀＝０

τ^θ狕狀ｓｉｎ狀θ， （３９）

施加相应阶 Ｈａｎｋｅｌ变换后，得到垂直于狕轴平面

上的应力分量的一般解，即

　　珋σ狕狀 ＝∑
３

狊＝１
ξ狊（犃狊狀ｅ

λ狊珘狕 ＋犅狊狀ｅ
－λ狊珘狕）， （４０）

７８０２
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　　珡犜１狀 ＝∑
３

狊＝１
ζ狊（犃狊狀ｅ

λ狊珘狕 －犅狊狀ｅ
－λ狊珘狕）

＋λ０（犃４狀ｅ
λ０
珘狕
－犅４狀ｅ

－λ０珘狕）， （４１）

珡犜２狀 ＝－∑
３

狊＝１
ζ狊（犃狊狀ｅ

λ狊珘狕 －犅狊狀ｅ
－λ狊珘狕）

＋λ０（犃４狀ｅ
λ０
珘狕
－犅４狀ｅ

－λ０珘狕）． （４２）

式（４０）～（４２）中变量定义为

　　珋σ狕狀 ＝∫
∞

０
σ^狕狀Ｊ狀（犽珘狉）珘狉ｄ珘狉，

　　珡犜１狀 ＝∫
∞

０

（^τ狉狕狀 ＋^τ狉θ狀）Ｊ狀＋１（犽珘狉）珘狉ｄ珘狉，

　　珡犜２狀 ＝∫
∞

０

（^τ狉狕狀 －^τ狉θ狀）Ｊ狀－１（犽珘狉）珘狉ｄ珘狉．

另外ξ狊 ＝ Λ３－（ ）１犽α狊＋Λ１狌狊λ狊＋χ３，

ζ狊 ＝犱狊λ狊－犽狌狊 （狊＝１，２，３）．

至此，得到横观各向同性饱和土三维非轴对称动力

响应的积分变换解．相应表达式中的待定常数犃犿、

犅犿（犿＝１，２，３，４）可由适当的边界条件和连续性条

件求得．

特别地，对于各向同性饱和土介质，

犆１２ ＝犆１３ ＝λ，犆１１ ＝犆３３ ＝λ＋２μ，

犆４４ ＝犆６６ ＝μ，

其中，λ、μ为土介质Ｌａｍｅ系数．若忽略孔隙水和固

体颗粒的压缩性，则χ１＝χ３＝－１，＝０，ｄｉｖ狌＝

ｄｉｖ狑．进一步，若只考虑饱和土的低频振动，即忽略

孔隙水相对于固体骨架的惯性运动，令狑̈＝０，同时

注意到η／犽′＝ρｆ犵／犽犱，犽′为饱和土介质渗透系数，珘犽１

＝珘犽３＝珘犽，经过较为繁复的运算，方程（２８）的根λ犻 及

λ０ 可表示为

　　λ
２
１ ＝犽

２，λ
２
２ ＝λ

２
０ ＝犽

２
＋狊

２，

　　　　λ
２
３ ＝犽

２
＋ μ
λ＋２μ

（珓ρｆ珘犽狊－珓ρｆ狊
２
＋狊

２）．

注意到各参数的无量纲转换关系，以及狊＝ｉω，ω为

谐振圆频率，则以上３式与文献［７］结论完全一致．

３　饱和土层的动力刚度矩阵和刚度

方程

３．１　有限厚度饱和土层的动力刚度矩阵

建立有限厚度饱和土层的动力刚度矩阵，是分

析内部激励荷载作用下饱和地基动力响应的有效途

径．为推导方便，同时便于区分地基平面内和平面外

运动，令

珔狌狉狀＋珔狌θ狀 ＝珡犝狀，珔狌θ狀 －珔狌狉狀 ＝珚犞狀， （４３）

　　珋τ狉狕狀 ＋珋τθ狕狀 ＝珡犜１狀／犆４４，珋τθ狕狀 －珋τ狉ｚ狀 ＝珡犜２狀／犆４４，

（４４）

可以得到

珔狌狉狀 ＝∑
３

狊＝１

犱狊（犃狊狀ｅ
λ狊珘狕 ＋犅狊狀ｅ

－λ狊珘狕）， （４５）

　　珔狌θ狀 ＝犃４狀ｅ
λ０珘狕＋犅４狀ｅ

－λ０珘狕， （４６）

　　珋τ狉狕狀 ＝∑
３

狊＝１
ζ狊（犃狊狀ｅ

λ狊珘狕 －犅狊狀ｅ
－λ狊珘狕）， （４７）

　　珋τθ狕狀 ＝λ０（犃４狀ｅ
λ０珘狕－犅４狀ｅ

－λ０珘狕）． （４８）

　　以位于狕≥０的横观各向同性饱和地基为研究

对象，设地基内第犻土层的上、下界面坐标分别为

珘狕＝珘狕犻和珘狕＝珘狕犻＋１，层厚珘犺犻＝珘狕犻＋１－珘狕犻．

定义上、下界面的土介质位移和孔隙水相对位

移向量 ｛珔犱｝犻，即

　 ｛珔犱｝犻 ＝ ［｛珔犱｝
ｕ
犻，｛珔犱｝

ｂ
犻］

Ｔ，

　 ｛珔犱｝
ｕ
犻 ＝ ［珔狌狉狀（犽，狊，珘狕犻），珔狌狕狀（犽，狊，珘狕犻），珚狑狕狀（犽，狊，珘狕犻）］

Ｔ，

　 ｛珔犱｝
ｂ
犻 ＝ ［珔狌狉狀（犽，狊，珘狕犻＋１），珔狌狕狀（犽，狊，珘狕犻＋１），

珡狑狕狀（犽，狊，珘狕犻＋１）］
Ｔ．

应力和孔隙水压力向量为 ｛珔σ｝犻，

｛珔σ｝犻 ＝ ［｛珔σ｝
ｕ
犻，｛珔σ｝

ｂ
犻］

Ｔ，

　　｛珔σ｝
ｕ
犻 ＝ ［－珋τ狉狕狀（犽，狊，珘狕犻），－珋σ狕狀（犽，狊，珘狕犻），

珚狆ｆ狀（犽，狊，珘狕犻）］
Ｔ，

　　｛珔σ｝
ｂ
犻 ＝ ［珋τ狉狕狀（犽，狊，珘狕犻＋１），珋σ狕狀（犽，狊，珘狕犻＋１），

－珚狆ｆ狀（犽，狊，珘狕犻＋１）］
Ｔ．

这样，犻土层上、下界面的位移和应力可表示为

｛珔犱｝犻 ＝ ［珚犇］犻｛犆｝犻， （４９）

｛珔σ｝犻 ＝ ［珔犛］犻｛犆｝犻， （５０）

这里

　　　　［珚犇］犻 ＝
［珚犇１１］犻 ［珚犇１２］犻

［珚犇２１］犻 ［珚犇２２］
［ ］

犻

，

　　　　 ［珔犛］犻 ＝
［珔犛１１］犻 ［珔犛１２］犻

［珔犛２１］犻 ［珔犛２２］
［ ］

犻

，

｛犆｝犻 ＝ ｛犃１狀狋
１
１，犅１狀狋

１
－１，犃２狀狋

２
１，犅２狀狋

２
－１，犃３狀狋

３
１，犅３狀狋

３
－１｝

Ｔ，

狋狊１ ＝ｅ
λ狊
珔狕犻，狋狊－１ ＝ｅ

－λ狊
珔狕犻　（狊＝１，２，３）

　　［珚犇１１］犻 ＝

犱１ 犱１ 犱２

狌１ －狌１ 狌２

狑１ －狑１ 狑

熿

燀

燄

燅２

，

［珚犇１２］犻 ＝

犱２ 犱３ 犱３

－狌２ 狌３ －狌３

－狑２ 狑３ －狑

熿

燀

燄

燅３

，

［珚犇２１］犻 ＝

犱１ｅ
λ１
珘犺犻 犱１ｅ

－λ１
珘犺犻 犱２ｅ

λ２
珘犺犻

狌１ｅ
λ１
珘犺犻 －狌１ｅ

－λ１
珘犺犻 狌２ｅ

λ２
珘犺犻

狑１ｅ
λ１
珘犺犻 －狑１ｅ

－λ１
珘犺犻 狑２ｅ

λ２
珘犺

熿

燀

燄

燅犻

，

［珚犇２２］犻 ＝

犱２ｅ
－λ２
珘犺犻 犱３ｅ

λ３
珘犺犻 犱３ｅ

－λ３
珘犺犻

－狌２ｅ
－λ２
珘犺犻 狌３ｅ

λ３
珘犺犻 －狌３ｅ

－λ３
珘犺犻

－狑２ｅ
－λ２
珘犺犻 狑３ｅ

λ３
珘犺犻 －狑３ｅ

－λ３
珘犺

熿

燀

燄

燅犻

，

８８０２
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　　 ［珔犛１１］犻 ＝

－ζ１ ζ１ －ζ２

－ξ１ －ξ１ －ξ２

熿

燀

燄

燅１ １ １

，

［珔犛１２］犻 ＝

ζ２ －ζ３ ζ３

－ξ２ －ξ３ －ξ３

熿

燀

燄

燅１ １ １

，

［珔犛２１］犻 ＝

ζ１ｅ
λ１
珘犺犻 －ζ１ｅ

－λ１
珘犺犻 ζ２ｅ

λ２
珘犺犻

ξ１ｅ
λ１
珘犺犻 ξ１ｅ

－λ１
珘犺犻 ξ２ｅ

λ２
珘犺犻

－ｅ
λ１
珘犺犻 －ｅ

－λ１
珘犺犻 －ｅ

λ２
珘犺

熿

燀

燄

燅犻

，

［珔犛２２］犻 ＝

－ζ２ｅ
－λ２
珘犺犻 ζ３ｅ

λ３
珘犺犻 －ζ３ｅ

－λ３
珘犺犻

ξ２ｅ
－λ２
珘犺犻 ξ３ｅ

λ３
珘犺犻 ξ３ｅ

－λ３
珘犺犻

－ｅ
－λ２
珘犺犻 －ｅ

λ３
珘犺犻 －ｅ

－λ３
珘犺

熿

燀

燄

燅犻

．

将式（４９）代入式（５０），得到

｛珔σ｝犻 ＝ ［珚犓］犻｛珔犱｝犻， （５１）

［珚犓］犻 ＝ ［珔犛］犻［珚犇］
－１
犻 ． （５２）

式（５１）即为有限厚度的横观各向同性饱和土层第犻

层的动力方程，［珚犓］犻为刚度矩阵．借助计算软件，可

以方便地计算［珚犓］犻，限于篇幅，本文不再列出．

对平面外运动，则有

－珋σθ狕狀（犽，狊，狕犻）

珋σθ狕狀（犽，狊，狕犻＋１
烅
烄

烆
烍
烌

烎）
＝

λ０

ｓｈλ０珘犺犻

　　　×
ｃｈλ０珘犺 －１

－１ ｃｈλ０珘
［ ］

犺

珔狌θ狀（犽，狊，狕犻）

珔狌θ狀（犽，狊，狕犻＋１
烅
烄

烆
烍
烌

烎）
． （５３）

３．２　饱和半空间的动力刚度矩阵

设饱和地基中，第犖 层为半空间体，其上界面

坐标为狕犖．应用波能辐射条件，得到

｛珔σ｝犖 ＝ ［珚犓］犖｛珔犱｝犖， （５４）

其中

｛珔犱｝犖 ＝ ［珔狌狉狀（犽，狊，珘狕犖），珔狌狕狀（犽，狊，珘狕犖），珚狑狕狀（犽，狊，珘狕犖）］
Ｔ，

｛珔σ｝犖 ＝［珋τ狉狕狀（犽，狊，珘狕犖），珋σ狕狀（犽，狊，珘狕犖），珔狆ｆ狀（犽，狊，珘狕犖）］
Ｔ ，

［珚犓］犖 为３×３矩阵，其元素可表示为

　　珔犽１１ ＝ζ１犾１＋ζ２犾２＋ζ３犾３，

　　珔犽１２ ＝－ζ１犿１＋ζ２犿２＋ζ３犿３，

　　珔犽１３ ＝－ζ１狀１－ζ２狀２－ζ３狀３，

　　珔犽２１ ＝－ξ１犾１－ξ２犾２－ξ３犾３，

　　珔犽２２ ＝ξ１犿１＋ξ２犿２＋ξ３犿３，

　　 珔犽２３＝ξ１狀１＋ξ２狀２＋ξ３狀３，珔犽３１＝－犾１－犾２－犾３，

　　　　珔犽３２ ＝－犿１－犿２－犿３，珔犽３３＝狀１＋狀２＋狀３．

其中

犾１ ＝ （狌３狑２－狌２狑３）／Δ，犾２ ＝ （狌１狑３－狌３狑１）／Δ，

犾３ ＝ （狌２狑１－狌１狑２）／Δ，犿１ ＝ （犱２狑３－犱３狑２）／Δ，

犿２ ＝ （犱３狑１－犱１狑３）／Δ，犿３＝ （犱１狑２－犱２狑１）／Δ，

狀１ ＝ （犱３狌２－犱２狌３）／Δ，狀２ ＝ （犱１狌３－犱３狌１）／Δ，

狀３ ＝ （犱２狌１－犱１狌２）／Δ，Δ＝－犱１犾１－犱２犾２－犱３犾３．

特别地，如对［珚犓］犖 求逆矩阵，并假设半空间表面完

全排水，只受竖向谐振荷载作用，令狊＝ωｉ，同时注

意到上文的无量纲参数关系，则可得到

珔狌狕狀（犽，狊，０）＝
γ
犱

Δ犱
珋σ狕狀（犽，狊，０）， （５５）

其中γ
犱
＝狌１（ζ３－ζ２）＋狌２（ζ１－ζ３）＋狌３（ζ２－ζ１），

　　Δ犱 ＝ζ１（ξ３－ξ２）＋ζ２（ξ１－ξ３）＋ζ３（ξ２－ξ１）．

式（５５）与文献［１３］的（６３）式完全相同．

３．３　饱和土层的总刚方程

由于相邻饱和土层在内界面上应力和孔隙水压

力连续，以第犻－１和犻层为例，连续条件表示为

｛珋σ（犽，狊，狕犻）｝犻－１－｛珋σ（犽，狊，狕犻）｝犻 ＝｛珔犘（犽，狊，狕犻）｝
Ｔ
犻， （５６）

这里，

｛珚犘（犽，狊，狕犻）｝犻 ＝

　　｛珚犘狉（犽，狊，狕犻），珚犘狕（犽，狊，狕犻），珚狆ｆ（犽，狊，狕犻）｝， （５７）

珚犘狉（犽，狊，狕犻），珚犘狕（犽，狊，狕犻）和珚狆ｆ（犽，狊，狕犻）表示作用在

土层第犻－１和犻层之间内界面上，经Ｌａｐｌａｃｅ变换、

Ｆｏｕｒｉｅｒ展开及 Ｈａｎｋｅｌ变换后的水平、竖向外荷载

及孔隙水压力．若该内界面透水且无荷载作用，则

｛珚犘｝Ｔ犻 为零矢量；若界面不透水，则
珚狆ｆ

狕
狘狕＝狕犻 ＝０，需

对式（５０）做相应调整，即，将矩阵 ［珔犛１１］犻的第３行元

素自第１列依次改为λ１、－λ１ 和λ２；将矩阵［珔犛１２］犻的

第３行依次改为－λ２、λ３ 和－λ３．

对每一个内界面运用式（５６），（５１）和（５４），得到

饱和土层的总刚度方程，即

犓１

犓２



犓犖－１

犓

熿

燀

燄

燅犖

犱１

犱２



犱犖－１

犱

烅

烄

烆

烍

烌

烎犖

＝

犘１

犘２



犘犖－１

犘

烅

烄

烆

烍

烌

烎犖

．

（５８）

总刚度方程（５８）包含共３犖个未知位移，若考虑

土层的面外运动，则包含４犖个未知量．另外，总刚方

程（５８）不仅可以很方便地处理土层内各类荷载作用

的影响，还可对半空间上卧土层和下卧基层作灵活处

理．因此，本文方法较文献［８～１０，１７］更具一般性．

４　数值算例

为说明本文方法的有效性，考虑横观各向同性

９８０２
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饱和半空间体内作用埋置力源情形．设地表完全排

水，在半空间体内狕＝犺处，存在力源

犘＝犘狉（狉，θ，犺，狋）犲狉＋犘θ（狉，θ，犺，狋）犲θ

＋犘狕（狉，θ，犺，狋）犲狕．

以荷载所在的水平面为界面，将半空间体划分

为犇１ 和犇２ 两个土层，其中犇１ 是厚度为犺的有限

饱和土层，０≤狕≤犺；犇２为饱和半空间区域犺≤狕≤∞．

地表边界条件表示为

σ狕（狉，θ，０，狋）＝０，τ狕θ（狉，θ，０，狋）＝０，

τ狕狉（狉，θ，０，狋）＝０，狆ｆ（狉，θ，０，狋）＝０． （５９）

变换后，得到犇１ 土层上界面荷载向量

　 ｛珚犘｝１ ＝ ｛珚犘狉狀（犽，狊，０），珚犘狕狀（犽，狊，０），珚狆ｆ狀（犽，狊，０）｝
Ｔ

＝ ｛０，０，０｝
Ｔ，

　珚犘θ狀（犽，狊，０）＝０，

犇１ 土层下界面（也就是犇２ 土层上界面）荷载向量

｛珚犘｝２ ＝ ｛珚犘狉狀（犽，狊，０），珚犘狕狀（犽，狊，０），珚狆ｆ狀（犽，狊，０）｝
Ｔ，

其中

　　

珚犘狕狀 ＝∫
∞

０
犘^狕狀Ｊ狀（犽狉）狉ｄ狉，

珚犘狉狀 ＝
１

２∫
∞

０

（^犘狉狀＋犘^θ狀）Ｊ狀＋１（犽狉）狉ｄ狉

－
１

２∫
∞

０

（^犘狉狀－犘^θ狀）Ｊ狀－１（犽狉）狉ｄ狉，

珚犘θ狀 ＝
１

２∫
∞

０

（^犘狉狀＋犘^θ狀）Ｊ狀＋１（犽狉）狉ｄ狉

＋
１

２∫
∞

０

（^犘狉狀－犘^θ狀）Ｊ狀－１（犽狉）狉ｄ狉．

特别地，当半空间体在狕＝犺处作用瞬态水平

点力源时，地表位移可表示为

狌狕（狉，θ，０，狋）＝
１

２πｉ∫
∞

０∫
犪＋ｉ∞

犪－ｉ∞

［珔狌
（１）
狕 （犽，狊，０）

　　　×犽Ｊ１（犽狉）ｅ
狊狋ｄ犽ｄ狊］ｃｏｓθ，

狌狉（狉，θ，０，狋）＝
１

４πｉ∫
∞

０∫
犪＋ｉ∞

犪－ｉ∞
｛珔狌（１）狉 （犽，狊，０）

　　　×
Ｊ１（犽狉）

犽狉
－Ｊ０（犽狉［ ］）＋珔狌（１）θ （犽，狊，０）Ｊ１（犽狉）犽狉 ｝

　　　×ｅ
狊狋犽ｄ犽ｄ狊｝ｃｏｓθ，

狌θ（狉，θ，０，狋）＝
１

４πｉ∫
∞

０∫
犪＋ｉ∞

犪－ｉ∞
｛珔狌（１）狉 （犽，狊，０）

　　　×
Ｊ１（犽狉）

犽狉
＋珔狌

（１）
θ （犽，狊，０）

Ｊ１（犽狉）

犽狉
－Ｊ０（犽狉［ ］）｝

　　　×ｅ
狊狋犽ｄ犽ｄ狊｝ｓｉｎθ．

由于积分解的被积函数中含有Ｂｅｓｓｅｌ函数，属

广义振荡积分．本文进行数值计算时，按被积函数

的零点，将积分区间分为各子区间，在每个子区间

内采用１６点Ｇａｕｓｓ数值积分，并对各区间积分结果

采用Ｅｕｌｅｒ变换，加速收敛速度．对Ｌａｐｌａｃｅ逆变换

采用Ｄｕｒｂｉｎ法
［１８］实现．

作为算例，考虑某横观各向同性饱和半空间体，

其物理力学参数为犆１１＝１０ＭＰａ，犆１２＝２ＭＰａ，犆１３＝

２．４ＭＰａ，犆３３＝８ＭＰａ，犆４４＝３．２ＭＰａ；犓ｓ＝３０ＭＰａ，

犓ｌ＝２ＭＰａ；ρｓ＝２６００ｋｇ／ｍ
３，ρｌ＝１０００ｋｇ／ｍ

３，η＝

１０－３Ｐａ·ｓ，＝０．４，犽ｄ１＝１０
－６ｍ／ｓ，犽ｄ３＝１０

－７ｍ／ｓ，

狉０＝１ｍ．力源埋深犺处作用强度为犘０ 沿θ＝０°方向

水平集中激振力犘（狋）＝犘０犎（狋）δ（狉）／（２π狉），犎（狋）

为Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ函数，δ（狉）为Ｄｉｒａｃδ函数，犘０＝１０００Ｎ．

图１给出了地表水平激振力作用下，土骨架分

别采用横观各向同性和各向同性模型时，地表狉点

的竖向和径向位移反应．图中曲线横坐标τ＝狋
～，即

狋＝狉０狋
～

ρ／犆槡 ４４．计算时假设地基竖向和水平向渗透

系数相等，各向同性模型参数为犆１１＝犆３３＝８．４ＭＰａ，

图１　不同土骨架参数的饱和地基地表位移

（ａ）竖向位移狌狕；（ｂ）径向位移狌狉．１各向同性；２横观各向同性．

Ｆｉｇ．１　Ｓｕｒｆａｃｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓｏｆｓａｔｕｒａｔｅｄｓｏｉｌｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｐａｒａｍｅｔｅｒｓｖａｒｙｉｎｇｗｉｔｈｔｉｍｅτ
（ａ）Ｖｅｒｔｉｃａｌｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ狌狕；（ｂ）Ｒａｄｉａｌｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ狌狉．１Ｉｓｏｔｒｏｐｉｃｓａｔｕｒａｔｅｄｓｏｉｌｓ；２Ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｌｙｉｓｏｔｒｏｐｉｃｓａｔｕｒａｔｅｄｓｏｉｌｓ．

０９０２



　８期 王小岗：横观各向同性饱和地基中埋置荷载的非轴对称瞬态响应

图２　力源埋深不同时饱和地基地表位移

（ａ）竖向位移狌狕；（ｂ）径向位移狌狉；（ｃ）环向位移狌θ．

Ｆｉｇ．２　Ｓｕｒｆａｃｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓｆｏｒｓａｔｕｒａｔｅｄｓｏｉｌｓｓｕｂｊｅｃｔｅｄ

ｔｏｄｉｆｆｅｒｅｎｔｂｕｒｉｅｄｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｉｍｐｕｌｓｉｖｅｌｏａｄｓｖｓ．ｔｉｍｅτ

（ａ）Ｖｅｒｔｉｃａｌｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ狌狕；（ｂ）Ｒａｄｉａｌｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ狌狉；（ｃ）Ｔａｎｇｅｎｔｉａｌｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ狌θ．

图３　震中距狉不同时饱和地基地表位移

（ａ）竖向位移狌狕；（ｂ）径向位移狌狉．

Ｆｉｇ．３　Ｓｕｒｆａｃｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓｆｏｒｓａｔｕｒａｔｅｄｓｏｉｌｓａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｄｉｓｔａｎｃｅ狉ｓｕｂｊｅｃｔｅｄｔｏｂｕｒｉｅｄｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｉｍｐｕｌｓｉｖｅｌｏａｄｓｖｓ．ｔｉｍｅτ

（ａ）Ｖｅｒｔｉｃａｌｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ狌狕；（ｂ）Ｒａｄｉａｌｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ狌狉．
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犆１２＝犆１３＝２ＭＰａ，犆４４＝３．２ＭＰａ．结果表明，各向

同性地基模型不能准确描述具有明显各向异性特点

的天然饱和地基．

图２（ａ，ｂ，ｃ）分别给出了地基在埋深不同的水

平激振力作用下，地表狉点竖向、径向和环向位移时

程曲线．可以看出，荷载埋置越深，地表位移越小，当

犺／狉＝５时，地表位移基本上接近于０．同时可看出，

埋置水平激振力作用下，地表径向和环向位移明显

大于竖向位移．

图３（ａ，ｂ）分别给出位于地表不同观测点上，竖

向和径向位移的时程曲线．曲线表明，地表位移随狉

的增大而逐渐减小，当狉／犺＝５时，地表位移接近于０．

５　结　论

基于Ｂｉｏｔ波动理论，给出了埋置力源作用下，

横观各向同性饱和地基三维非轴对称瞬态动力响应

问题的一般解法．借助Ｌａｐｌａｃｅ变换和算子理论，得

到波动方程的通解；采用Ｆｏｕｒｉｅｒ分解和 Ｈａｎｋｅｌ积

分变换，给出了问题的一般解；基于一般解，建立横

观各向同性饱和土层的精确动力刚度矩阵和地基的

刚度方程，并对埋置水平荷载进行了数值分析．本文

方法为运用边界元法求解饱和地基动力响应奠定了

理论基础．
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