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摘摘摘要要要: 通过定义向量压缩控制与压缩单调函数, 给出压缩单调函数的微分判别定理, 用以克服向量控制和Schur凸
凹函数的缺点. 通过实例说明, 向量压缩控制比经典的向量控制要狭窄, 压缩单调增(减)函数比Schur凸(凹)函数范
围要广.
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Vector Compression Control and Compression Monotonic Function
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Abstract: This paper defines vector compression control and compression monotonic function, and presents a

differential distinguishing theorem of compression monotonic function to overcome the defects of vector control

and the Schur convex/concave function. With an example, it is shown that vector compression control is

narrower than the classical vector control, and the compression monotonic increase/decrease function is broader

than the Schur convex/concave function.
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设 n > 2, n ∈ N, 对 于 向 量 x ∈ Rn, 记

ex = (ex1 , ex2 , · · · , exn); 对 于 向 量x ∈ (0,+∞)n,

记ln x=(ln x1, lnx2, · · · , lnxn), 则 A (x) = 1
n

n∑
i=1

xi,

G (x) =
n
√

n∏
i=1

xi, Mp (x) =
(

1
n

n∑
i=1

xp
i

)1/p

(p 6= 0) 分

别为 x 的算术平均、几何平均和幂平均.

1 向量控制和Schur函数定义

向量控制与Schur函数的定义详见文献[1-2].
定 义 1 设 向 量 x = (x1, x2, · · · , xn), x[1],

x[2], · · · , x[n] 表示 x 中分量的递减重排. 若对于 x,y ∈

Rn, 有
k∑

i=1

x[i] >
k∑

i=1

y[i], k = 1, 2, · · · , n − 1,
n∑

i=1

x[i] =
n∑

i=1

y[i], 则称 x 控制 y, 记为 x � y.

例 1 设 x = (1/4, 1/2, 1/4), y = (1/3, 1/3, 1/3),
则 x,y 的重排分别为 (1/2, 1/4, 1/4)和(1/3, 1/3, 1/3),
且有 1

2 > 1
3 , 1

2 + 1
4 > 1

3 + 1
3 , 1

2 + 1
4 + 1

4 = 1
3 + 1

3 + 1
3 成立, 所

以 x � y.
定义 2 对任意 x ∈ H 和任意的置换矩阵 G, 都

有 xG ∈ H, 则集合 H ⊆ Rn称为对称的.
定义 3 对任意 x ∈ H 和任意的置换矩阵 G,都

有 φ (xG) = φ (x), 则函数 φ 在 H 上称为对称的.
定义 4 设集合 H ⊆ Rn, φ :H → R, 任取 x,

y ∈ H, 当 x � y 时, 都有 φ (x) > (6) φ (y) 成立, 则
称 φ 为 H 上的 Schur凸(凹)函数.

显然, 若 φ 是 Schur 凸函数, 当且仅当−φ 是 Schur
凹 函 数, 通 过 有 关Schur凸 函 数 的 不 等 式 反 向 即 可
得Schur凹函数的相应不等式.

定理 1 设 φ 是对称集H⊆Rn上的 Schur 凸(凹)
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函数, 则 φ 是 H 上的对称函数.
定理 2 设集合 H ⊆ Rn 是有内点的对称凸集,

φ : H → R 连续, 且在 H 中的内点都可微, 则 φ 为

Schur 凸函数的充分必要条件是 φ 在 H 上对称, 且对
H 的任意内点 x, 都有

(x1 − x2)
(

∂φ

∂x1
− ∂φ

∂x2

)
> 0.

定理 2 又称为 Schur 条件, 其作用巨大, 通过
Schur 条件可以导出一批著名不等式[3-4]. 同时，Schur
条件在控制理论和图论等研究领域也有广泛的应
用. 但在使用该定理证明形如 f(x) > (6)f(A(x))
不等式时, 不仅要求函数对称, 而且对任何 xi, xj(1 6

i, j 6n) 都要求满足条件 (xi−xj)(∂f/∂xi−∂f/∂xj)>

(6) 0, 条件比较苛刻. 本工作将介绍一类新的向量控
制方法, 以克服上述弊端.

2 向量压缩控制与压缩单调函数

为了直观地说明向量压缩控制(记为 �z), 本研究
先以如下的一个 4 维向量为例:

(4.5, 4, 2, 0) �z (4.2, 4, 2, 0.3) �z

(4, 4, 2, 0.5) �z (3.9, 3.9, 2, 0.7) �z

(3.8,3.8,2,0.9) �z (3.7,3.7,2,1.1) �z · · ·�z

(3.3, 3.3, 2, 1.9) �z (3.25, 3.25, 2, 2) �z

(3.2, 3.2, 2.05, 2.05) �z · · · �z

(2.625, 2.625, 2.625, 2.625 5).

为了定义此控制, 还需介绍一个引理.
引 理 1 设 向 量 a = (a1, a2, · · · , an), 其 从

大 到 小 排 列 后 的 向 量 为 ã, G = (a[1], a[2],

· · · , a[n]), 其 中 a[1] > a[2] > · · · > a[n], G 为 相

应 的 置 换 矩 阵. 若 设 a[1] > a[n], 则 任 取 d ∈[
A (a) , a[1]

]
, 存在唯一的实数 c、整数 s, t, 和向量

ãd =
(

d, · · · , d︸ ︷︷ ︸
s个

, a[s+1], a[s+2], · · · , a[n−t], c, · · · , c︸ ︷︷ ︸
t个

)
, 使

得 a[s] > d > a[s+1] > a[n−t] > c > a[n−t+1], 且 sd +
tc = a[1]+a[2]+· · ·+a[s]+a[n−t+1]+a[n−t+2]+· · ·+a[n].

证明 对于任何 d ∈
(
A (a) , a[1]

]
, 一定存在唯一

的 s ∈ N, 使得 a[s] > d > a[s+1]. 按照上述向量控制

方法, 数 t 和 c 是存在的.
下面证明 t 和 c 是由 s 唯一确定的.
符合条件 a[n−t] > c > a[n−t+1] 的 tc− (a[n−t+1]+

a[n−t+2] + · · ·+a[n]) 关于 t 严格单调增加. 另设有数对
(t1, c1) 且 t1 > t, 则有 c1 > a[n−t1+1] > c > a[n−t+1],

此时

t1c1−
(
a(n−t1+1) + a(n−t1+2) + · · ·+a(n)

)
−

(tc−
(
a[n−t+1]+ a[n−t+2]+· · ·+a[n]

)
)=

t1c1−tc−
(
a[n−t1+1] + a[n−t1+2] + · · ·+ a[n−t+2]

)
=(

c1 − a[n−t1+1]

)
+
(
c1 − a[n−t1+2]

)
+ · · ·+(

c1 − a[n−t+2]

)
+ t (c1 − c) > 0.

因此, 满足 tc −
(
a[n−t+1] + a[n−t+2] + · · ·+ a[n]

)
=

a[1] + a[2] + · · ·+ a[s] − sd 的数对 (t, c) 是唯一的.

若 d = A (a), 此时 s = n, t = 0, 命题也成立.

定义 5 设向量 a = (a1, a2, · · · , an), b = (b1,

b2, · · · , bn), 若存在 d ∈
[
A (a) , a[1]

]
, 使得 b = ad (其

中 ad 的定义见引理 1), 则称向量 a 压缩控制向量 b,
记为 a �z b.

评注 1 对于 a = (a1, a2, · · · , an), 若取 d = a[1],
知 a �z a; 若取 d = A (a), 可知

(a1, a2, · · · , an) �z (A (a) , A (a) , · · · , A (a)) .

定义 6 设集合 D ⊆ Rn, f : D → R, 任取 x,

y ∈ D, 当 x �z y 时, 都有 f (x) > (6) f (y) 成立, 则
称 f 为 D 上的压缩单调增(减)函数.

评注 2 参照定义 1 和 5 易知, 当 a �z b 时,
必有 a � b. 若集合 H ⊆ Rn, φ : H → R 为

Schur 凸(凹)函 数, 则 当 a �z b 时, 有 a � b 和
φ (a) > (6) φ (b), 所以 Schur 凸(凹)函数必为压缩

单调增(减)函数; 反之则不然. 其实 Schur凸(凹)函
数一定是对称函数, 而例 2∼5 中的函数都不是对称
函数(见第 3 节), 因此从范围上来说, 向量压缩控
制比经典的向量控制狭窄, 压缩单调增减函数范围

比Schur凸(凹)函数广.

以上定义是把文献[3-5]中所谓最值压缩定理中的
调整过程更加明确化, 因此, 本研究把压缩单调函数的
判定定理也称为最值压缩定理. 这里给出一个新的证

明方法, 在此先介绍引理 2, 其证明可参见文献[3-5].

引理 2 设区间 I = [m,M ] ⊂ R, f : I2 → R 的
偏导数存在且连续, 若 D = {(x1, x2) |m 6 x2 6 x1 6

M} ⊂ I2, 则 ∂f/∂x1 > (6) ∂f/∂x2 在 D 上恒成立
的充要条件为对满足 b < b + l 6 a − l < a 的任意

a, b ∈ I 和 l, 有 f (a, b) > (6) f (a− l, b + l).

定理 3 (最值压缩定理) 设集合 D ⊆ Rn 是有内
点的对称凸集, f : D → R 连续且存在连续偏导数,
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对于i = 1, 2, · · · , n, 记

^

Di = {x ∈ D|xi = max
16k6n

{xk}}−

{x ∈ D|x1 = x2 = · · ·= xn} ,
_

Di = {x ∈ D|xi = min
16k6n

{xk}}−

{x ∈ D|x1 = x2 = · · · = xn} .

若 j 6= i 时, 不等式 ∂f
∂xi

> (<) ∂f
∂xj

在
^

Di ∩
_

Dj 上恒
成立, 则对于任意向量 a, b ∈ D 和 a �z b, 都有
f (a) > (6) f (b), 即 f 为压缩单调增(减)函数.

证明 这里仅证明 f (a) > f (b)的情形.
若 b = ad 6= (A (a) , A (a) , · · · , A (a)), 则下面

的 d, c, s, t 如引理 1 所述. 对于函数 f , 把其中的
a[s+1], a[s+2], · · · , a[n−t] 看成常量, 其余的变量记为

a[1], a[2], · · · , a[s] 和 a[n−t+1], a[n−t+2], · · · , a[n], 则它

们的变化区间分别为 [d, M ] 和 [−M, c], 其中 d > c,
M 为充分大, 且为了记述上的方便, 仍记为 f . 记

A (a) = A 为常量, 在条件
s∑

i=1

a[i] +
n∑

i=n−t+1

a[i] =

nA−
n−t∑

i=s+1

a[i] = B 下, 利用拉格朗日方法, 考虑函数

f 的最小值问题.
若函数 f 的最小值在内点 u = (u1, u2, · · · , us,

un−t+1, un−t+2, · · · , un) 取到, 则设 ut0 = max
16i6s

{ui},

ut1 = min
n−t+16i6n

{ui}. 由于 d > c, 因此 ut0 > ut1 ,

(u1, u2, · · · , us, a[s+1], a[s+2], · · · , a[n−t],

un−t+1, un−t+2, · · · , un) ∈
^

Dt0 ∩
_

Dt1 . (1)

对于函数 F =f+λ

(
s∑

i=1

a[i]+
n∑

i=n−t+1

a[i] −B

)
, 有

∂F

∂a[i]

∣∣∣∣
u

=
(

∂F

∂a[i]
+ λ

)∣∣∣∣
u

= 0,

i = 1, 2, · · · , t, n− t + 1, n− t + 2, · · · , n.

第 t0 式与第 t1 式相减后, 有((
∂F

∂bt0

+λ

)
−
(

∂F

∂bt1

+λ

))∣∣∣∣
u

= 0,(
∂F

∂bt0

− ∂F

∂bt1

)∣∣∣∣
u

= 0,

这与式 (1) 和题设矛盾. 至此, 可知函数 f 的最小值在
边界上取到.

变量运动过程中, 当最大变量趋于 M 时, 由引

理 2 知函数值反而增大, f 的最小值点不可能落在
带有分量 M 的边界上. 因此, f 的最小值点分量有

d 或 c. 下面只要把此变量相应认成 d 或 c, 考虑少
一个变量的函数 f , 依上类推可知 f 的最小值点是(

d, d, · · · , d︸ ︷︷ ︸
s个

c, c, · · · c︸ ︷︷ ︸
t个

)
, 所以有 f (a) > f (ad).

若 ad = (A (a) , A (a) , · · · , A (a)), 令 d→ A (a),
由于 f 的连续性, f (a) > f(A (a) , A (a) , · · · , A (a))
成立. 证毕.

因为 (a1, a2, · · · , an) �z (A (a) , A (a) , · · · , A (a)),
以下推论成立.

推 论 1 设 集 合 D ⊆ Rn 是 有 内 点 的 对 称
凸 集, f : D → R 连 续 且 存 在 连 续 偏 导 数, 对 于
i = 1, 2, · · · , n, 记

^

Di = {x ∈ D|xi = max
16k6n

{xk}}−

{x ∈ D|x1 = x2 = · · · = xn} ,
_

Di = {x ∈ D|xi = min
16k6n

{xk}}−

{x∈D|x1 = x2 = · · · = xn} .

若 j 6= i 时, 不等式 ∂f
∂xi

> (<) ∂f
∂xj

在
^

Di ∩
_

Dj 上恒成
立, 则对于任意向量 a ∈ D, 都有

f (a1, a2, · · · , an) > (6) f (A (a) , A (a) , · · · , A (a)) .

3 一些常见函数的压缩单调性

例 2 设 ai > 0 (i = 1, 2, · · · , n), p, q > 1, 1/p+
1/q = 1, 则

f : (b1, b2, · · · , bn) ∈ (0,+∞)n →(
n∑

i=1

ai

)1/p( n∑
k=1

aibi

)1/q

−
n∑

i=1

aib
1/q
i

为压缩单调增加函数, 则 Holder 不等式
( n∑

i=1

ai

)1/p

·( n∑
k=1

aibi

)1/q

−
n∑

i=1

aib
1/q
i > 0 成立.

例 3 设 ai > 0 (i = 1, 2, · · · , n), p, q > 1, 1/p +
1/q = 1, 则

f : (b1, b2, · · · , bn) ∈ (0,+∞)n →(
n∑

k=1

akbk

)1/p

−

(
n∑

k=1

ak

(
b
1/p
k + 1

)p
)1/p

为 压 缩 单 调 增 加 函 数, 则 有
(

n∑
k=1

akbk

)1/p

+(
n∑

k=1

ak

)1/p

>

(
n∑

k=1

ak

(
b
1/p
k + 1

)p
)1/p

. 若 再 令

ak = xp
k, bk = yp

k/xp
k, 整理即得 Minkowski 不等式:
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n∑

k=1

xp
k

)1/p

+
(

n∑
k=1

yp
k

)1/p

>

(
n∑

k=1

(xk + yk)p

)1/p

,

其中 (x1, x2, · · · , xn) , (y1, y2, · · · , yn) ∈ (0,+∞)n.

例 4 设 0 < pi < 1, i = 1, 2, · · · , n,
n∑

i=1

pi = 1,

则 f : (b1, b2, · · · , bn) ∈ (0,+∞)n →
n∑

k=1

pkbk−
n∏

k=1

bpk

k

为压缩单调增加函数, 则有
n∑

k=1

pkbk >
n∏

k=1

bpk

k .

例 5 设 r>s, 则 f : (b1, b2, · · · , bn) ∈ (0,+∞)n

→
(

1
n

n∑
i=1

b
r/s
i

)1/r

−
(

1
n

n∑
i=1

bi

)1/s

为压缩单调增加函

数, 进而有
(

n∑
i=1

b
r/s
i /n

)1/r

>

(
n∑

i=1

bi/n

)1/s

.再令 bi=as
i ,

易知幂平均不等式
(

n∑
i=1

ar
i /n

)1/r

>

(
n∑

i=1

as
i /n

)1/s

成

立, 其中 (a1, a2, · · · , an) ∈ (0,+∞)n.

4 向量几何压缩控制与几何压缩单调函数

为了直观地说明向量几何压缩控制, 本研究先以

如下的一个 4 维向量为例:

(9, 4, 3, 1) �z (9/1.1, 4, 3, 1.1) �z

(9/1.5, 4, 3, 1.5) �z (4, 4, 3, 9/4) �z

(4.1, 4.1, 3, 36/(4.1)2) �z (
√

12,
√

12, 3, 3) �z · · · �z

( 4
√

108,
4
√

108,
4
√

108,
4
√

108).

定义 7 设 a = (a1, a2, · · · , an) , b = (b1, b2, · · · ,

bn) ∈ (0,+∞)n, 若

(ln a1, ln a2, · · · , ln an) �z (ln b1, ln b2, · · · , ln bn),
则称向量 a 几何压缩向量 b, 记为 lna �z ln b.

评注 3 对于 a = (a1, a2, · · · , an) ∈ (0,+∞)n,
可知 lna �z lna 和 ln (a1, a2, · · · , an) �z ln(G (a) ,

G (a) , · · · , G (a)).
定义 8 设集合 D ⊆ (0,+∞)n, f : D → R, 任

取 x,y ∈ D, 当 lnx �z lny 时, 都有 f (x) > (6) f (y)
成立, 则称 f 为 D 上的几何压缩单调增(减)函数.

定理 4 (最值几何压缩定理) 设集合 D ⊆ (0,

+∞)n 是有内点的对称凸集, f : D → R 连续且存在
连续偏导数, 对于 i = 1, 2, · · · , n,记

^

Di = {x ∈ D|xi = max
16k6n

{xk}}−

{x ∈ D|x1 = x2 = · · · = xn},
_

Di = {x ∈ D|xi = min
16k6n

{xk}}−

{x ∈ D|x1 = x2 = · · · = xn} .

若 j 6= i 时, 不等式 xi
∂f
∂xi

> (<) xj
∂f
∂xj

在
^

Di ∩
_

Dj 上

恒成立, 则对于任意向量 a, b ∈ D 和 lna �z ln b 都有
f (a) > (6) f (b), 即 f 为几何压缩单调增(减)函数.

证明 对于 x = (x1, x2, · · · , xn), 定义 lnD
def==

{lnx|x ∈ D} 和 g : t = (t1, t2, · · · , tn) ∈ lnD →
f (et) , 有 ∂g

∂ti
− ∂g

∂tj
= eti ∂f

∂xi
−etj ∂f

∂xj
= xi

∂f
∂xi

−xj
∂f
∂xj

.

函 数 g 在 ln
^

Di 和 ln
_

Dj 上 满 足 定 理 3 条 件,
对 于 任 意 ln a, ln b ∈ lnD, 当 lna �z ln b 时, 有
g (lna)>(6) g (ln b), f (a)>(6) f (b). 定理 4 得证.

推论 2 设集合 D ⊆ (0,+∞)n 是有内点的对
称凸集, f : D → R 连续且存在连续偏导数, 对于
i = 1, 2, · · · , n, 记

^

Di = {x∈D|xi = max
16k6n

{xk}}−

{x ∈ D|x1 = x2 = · · · = xn},
_

Di = {x∈D|xi = min
16k6n

{xk}}−

{x ∈ D|x1 = x2 = · · ·=xn} .

若 j 6=i 时, 不等式 xi
∂f
∂xi

> (<) xj
∂f
∂xj

在
^

Di ∩
_

Dj上恒

成立, 则对于任意向量 a ∈ D,
_

Di = {x ∈ D|xi =
min

16k6n
{xk}} − {x ∈ D|x1 = x2 = · · · = xn} , 都 有

f(a1, a2, · · · , an) > (6) f (G (a) , G (a) , · · · , G (a)) .

推论 3 设集合 D ⊆ (0,+∞)n 是有内点的对称
凸集, f : D → R 连续对称且存在连续偏导数, 记

^

D1 = {x∈D|xi = max
16k6n

{xk}}−

{x ∈ D|x1 = x2 = · · · = xn},
_

D2 = {x ∈ D|xi = min
16k6n

{xk}}−

{x ∈ D|x1 = x2 = · · · = xn} .

若不等式 x1
∂f
∂x1

> (<) x2
∂f
∂x2

在
^

D1 ∩
_

D2 上恒成立,
则对于任意向量 a ∈ D, 都有

f (a1, a2, · · · , an) > (6) f (G (a) , G (a) , · · · , G (a)) .

例 6 设 n > 3, n∈N, f : a ∈ (0,+∞)n → (n−
1)

n∑
i=1

an
i −

n∑
i=1

ai

n∑
i=1

an−1
i 为几何压缩单调增函数, 进

而有Janos Suranyi不等式

(n− 1)
n∑

i=1

an
i + n

n∏
i=1

ai >
n∑

i=1

ai

n∑
i=1

an−1
i

成立.

例 6 的详细证明可参见文献 [5].
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5 向量 p-幂压缩控制与 p 幂压缩单调函数

定义 9 设 a = (a1, a2, · · · , an) , b = (b1, b2, · · · ,

bn) ∈ (0,+∞)n, p 6= 0, 若

ap def== (ap
1, a

p
2, · · · , ap

n) �z bp def==(bp
1, b

p
2, · · · , bp

n) ,

则称向量 ap-幂压缩控制向量 b, 记为 ap �z bp.

评注 4 对于 a = (a1, a2, · · · , an) ∈ (0,+∞)n,
可以得到

(a1, a2, · · · , an)p �z (Mp (a) ,Mp (a) , · · · ,Mp (a))p
.

定 义 10 设 p 6= 0, 集 合 Dxp ⊆ (0,+∞)n,
f : D → R, 任取 x,y ∈ D, 当 xp �z yp 时, 都有
f (x) > (6) f (y) 成立, 则称 f 为 D 上的 p-幂压缩单

调增(减)函数.

定理 5 (最值p-幂压缩定理) 设 p 6= 0, 集合
D ⊆ (0,+∞)n 是有内点的对称凸集, f : D → R 连
续且存在连续偏导数, 对于 i = 1, 2, · · · , n, 记

^

Di = {x ∈ D|xi = max
16k6n

{xk}}−

{x ∈ D|x1 = x2 = · · · = xn},

_

Di = {x∈D|xi = min
16k6n

{xk}}−

{x ∈ D|x1 = x2 = · · · = xn} .

若 j 6= i 时, 不等式 x1−p
i

∂f
∂xi

> (<) x1−p
j

∂f
∂xj

在
^

Di∩
_

Dj

上恒成立, 则对于任意向量 a, b ∈ D 和 ap �z bp 都有
f (a) > (6) f (b), 即 f 为 p-幂压缩单调增(减)函数.

证明 设 Dp = {xp|x ∈ D}, g (t) = f
(
t1/p

)
,

g (t)
∂ti

=
1
p
t

1−p
p

i

∂f

∂xi
=

1
p
x1−p

i

∂f

∂xi
.

当 p > 0 时, 可知 g 在
^

D
p

i 和
_

D
p

j 上满足定理 3 的
条 件, 因 此, 对 ap �z bp, 有 g (ap) > (6) g (bp),
f (a) > (6) f (b).

当 p < 0 时, 由于
^

D
p

i = (
_

D
p

)i,
_

D
p

j = (
^

D
p

)j , 所以
g(t)
∂tj

− g(t)
∂ti

= 1
p (x1−p

j
∂f
∂xj

− x1−p
i

∂f
∂xi

) > 0. 由定理 3 知,
对于 ap �z bp, 有 g (ap) > g (bp) 和 f (a) > (6) f (b).
得证.

若 p = −1, 最值 p-幂压缩定理和 p-幂压缩单调
增(减)函数也可分别称为最值调和压缩定理以及调和
压缩单调增(减)函数.

推论 4 设 p 6= 0, 集合 D ⊆ (0,+∞)n 是有内点
的对称凸集, f : D → R 连续且存在连续偏导数, 对

于 i = 1, 2, · · · , n, 记

^

Di = {x ∈ D|xi = max
16k6n

{xk}}−

{x ∈ D|x1 = x2 = · · · = xn},
_

Di = {x ∈ D|xi = min
16k6n

{xk}}−

{x ∈ D|x1 = x2 = · · · = xn} .

若 j 6= i 时, 不等式 x1−p
i

∂f
∂xi

> (<) x1−p
j

∂f
∂xj

在
^

Di∩
_

Dj

上恒成立, 则对于任意向量 a ∈ D, 都有

f (a1, a2, · · · , an) > f (Mp (a) ,Mp (a) , · · · ,Mp (a)) .

推论 5 p 6= 0, 集合 D ⊆ (0,+∞)n 是有内点的
对称凸集, f : D → R 连续对称且存在连续偏导数, 记

^

D1 = {x ∈ D|x1 = max
16k6n

{xk}}−

{x∈D|x1 =x2 = · · · = xn},
_

D2 = {x ∈ D|x2 = min
16k6n

{xk}}−

{x ∈ D|x1 = x2 = · · · = xn} .

若不等式 x1−p
1

∂f
∂x1

> (<) x1−p
2

∂f
∂x2

在
^

D1 ∩
_

D2 上恒成
立, 则对于任意向量 a ∈ D 和它的幂平均 Mp (a),
都 有 f (a1, a2, · · · , an) > f(Mp (a) ,Mp (a) , · · · ,

Mp (a)).

例 7 设 n > 3, q > (n−1)
n−1

n

n , 则 f : a ∈
(0,+∞)n → qA (a) + (1− q)H (a) − G (a) 为调和
压缩单调增加函数, 进而有

(n−1)
n−1
n

n
A (a)+

(
1− (n−1)

n−1
n

n

)
H (a)>G (a) . (2)

证明 经简单计算, 有
∂f

∂a1
=

q

n
+ (1− q)

n

a2
1

(
n∑

i=1

a−1
i

)2 −
1

na1
G (a) ,

a2
1

∂f

∂a1
− a2

2

∂f

∂a2
= (a1 − a2)

(
q

n
(a1 + a2)−

1
n

G (a)
)

.

当 a ∈
^

D1 ∩
_

D2 时, 有

a2
1

∂f

∂a1
−a2

2

∂f

∂a2
> (a1 −a2) ·(

(n−1)
n−1

n

n2
(a1 + a2)−

1
n

a
n−1

n
1 a

1
n
2

)
=

1
n2

a2 (a1 − a2) ((n− 1)
n−1

n (t + 1)− nt
n−1

n ) def==

1
n2

a2 (a1 − a2) g (t) ,

式中, t = a1
a2

> 1.
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由 于 g′ (t) = (n− 1)
n−1

n − (n−1) t−
1
n =

t−
1
n (n− 1)

n−1
n · (t 1

n − (n− 1)
1
n ), 因此, g 在 (1, n− 1)

下降, 在 (n− 1, +∞) 上升, 在 t = n− 1 处取最小值.

g (n− 1) = (n− 1)
n−1

n (n− 1 + 1)− n (n− 1)
n−1

n = 0.

至此, 已证 a2
1

∂f
∂a1

− a2
2

∂f
∂a2

> 0 在 a ∈
^

D1 ∩
_

D2 成
立. 由定理 5(p = −1)可知, f 为调和压缩单调增加函
数. 对于任意 a 都有 f (a1, a2, · · · , an) > f(M−1 (a) ,

M−1 (a) , · · · ,M−1 (a)), 即

qA (a) + (1− q)H (a)−G (a) > 0.

再令 q → (n−1)
n−1

n

n , 可知式 (2) 成立.
评注 5 文献 [6] 证明了

n− 1
n

A (a) +
1
n

H (a) > G (a) . (3)

文献 [3] 设 r = n2

n2+4n−4 , 则

rA (a) + (1− r) H (a) > G (a) . (4)

由此可以证明
(n−1)

n−1
n

n 6 n2

n2+4n−4 6 n−1
n , 所以式

(2) 强于式 (3) 和 (4).

例 8 设 r = − ln n
(n−1)(ln n−ln(n−1)) , 则 可 证 r 6

−1 和 f : a ∈ (0,+∞) → A (a) (Mr (a))1/(n−1) −
Gn/(n−1) (a) 为 r-幂 压 缩 单 调 增 加 函 数, 进 而 有
A (a) Mn−1

1/r (a) 6 Gn (a) 6 An−1 (a) Mr (a).
例 8 的详细证明可参见文献 [5].
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