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　　Ｓｙｌｏｗ定理是有限群理论的一个非常重要的定
理．设有限群Ｇ的 Ｓｙｌｏｗｒ子群的个数为 ｎｒ，我们称
ｎｒ为有限群 Ｇ的 Ｓｙｌｏｗｒ数．由 Ｓｙｌｏｗ定理可知，一
个数量关系为 ｎｒ≡１（ｍｏｄｒ），但反之满足模 ｒ余１
的数并不一定就是 Ｓｙｌｏｗｒ数．例如，Ｈａｌｌ［１］利用有
限群的模表示证明了 ２２不是 Ｓｙｌｏｗ３数，２１不是
Ｓｙｌｏｗ５数，ｎ＝１＋３ｐ不是 Ｓｙｌｏｗｐ数（ｐ≥７）．关于
Ｓｙｌｏｗ数对有限群本身的影响，张继平［２］进行了系统

研究，证明了Ｈｕｐｐｅｒｔ猜想．现在提出一个有趣的问
题：哪些正整数可以成为一个 Ｓｙｌｏｗ数［１２］？显然任

何的奇数都是一个 Ｓｙｌｏｗ２数，因为在二面体群 Ｄ２ｎ

（ｎ奇数）中，Ｓｙｌｏｗ２数恰为 ｎ．而对于哪些偶数为
Ｓｙｌｏｗ数，还是一个未解决的问题．文献［２］给出了
一个未证明的结果：数２ｐ（ｐ奇素数）为 Ｓｙｌｏｗｒ数
当且仅当 ２ｐ＝１＋ｒ２ｍ．本研究继续文献［１２］的工
作，推广并得到以下定理．

定理１　有限群 Ｇ的 Ｓｙｌｏｗｒ子群的个数为
２ｐｎ，当且仅当２ｐｎ＝１＋ｒ２ｍ．

注：对于丢番图方程２ｐｎ＝１＋ｒ２ｍ（ｎ＞１，ｍ＞０）
的解，若ｎ＞２且是偶数，则除了 ｐ＝１３，ｒ＝２３９，ｍ＝
１，ｎ＝４以外，没有其他解［３］．若ｎ＝２，这是Ｐｅｌｌ数列
中的素数问题，到底有多少？这是一个著名的未解
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决的问题．若ｎ＞１是奇数，容易看出该方程没有解．

１　极大子群指数为２ｐｎ的单群
一个ｑｍ－１的素因子ｑｍ称本原素因子，如果ｑｍ

不整除ｑｎ－１（任意ｎ＜ｍ）．由Ｚｓｉｇｍｏｎｄｙ定理［４］知，

如果ｍ＞２且（ｑ，ｍ）≠（２，６），则本原素因子 ｑｍ一
直存在．记｜ｎ｜ｐ为数ｎ的ｐ部分．

首先，给出极大子群的指数为素数幂的单群［５］．
引理１　设 Ｇ是非交换有限单群，Ｈ＜Ｇ且

｜Ｇ：Ｈ｜＝ｐｎ，则下列结论成立：
（１）Ｇ＝Ａｍ，ＨＡｍ－１，其中ｍ＝ｐ

ｎ；

（２）Ｇ＝Ｌｍ（ｑ），Ｈ是直线或超平面的稳定化

子，于是｜Ｇ：Ｈ｜＝
ｑｍ－１
ｑ－１

，其中ｍ为素数；

（３）Ｇ＝Ｌ２（１１），ＨＡ５；
（４）Ｇ＝Ｍ２３且ＨＭ２２，或者Ｇ＝Ｍ１１且ＨＭ１０；
（５）Ｇ＝Ｕ４（２）Ｓ４（３），Ｈ是指数为２７的抛物

子群．
引理２　Ｇ是域 ＧＦ（ｑ）（ｑ＝ｒｆ）上的典型单群，

设Ｃｉ是文献［６］中定义的极大子群类，１≤ｉ≤８．如
果Ｈ∈Ｃｉ，则

（１）存在一个数ｃ∈Ｃ（其中 Ｃ参见表１），使得
ｒｃ－１的每个本原素因子整除｜Ｇ：Ｈ｜；

（２）若（Ｇ，｜Ｇ：Ｈ｜）≠ Ａｎ（ｑ），
ｑｎ＋１－１
ｑ( )－１

，则

ｐ｜｜Ｇ：Ｈ｜或存在ｃ１，ｃ２∈Ｃ（ｃ１≠ｃ２），使得 ｒ
ｃｉ－１（ｉ＝

１，２）的每个本原素因子整除｜Ｇ：Ｈ｜；
（３）若 ｐ＝２且 ｜Ｇ：Ｈ｜２ ＝２，则（Ｇ，Ｈ）＝

（Ｌ２（４），Ｓ３）．

表１　有限群Ｓｙｌｏｗ子群的个数的一个标记
Ｔａｂｌｅ１　ＡｎｏｔｅｏｎｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆＳｙｌｏｗｓｕｂｇｒｏｕｐｓｏｆｆｉｎｉｔｅ

ｇｒｏｕｐｓ

Ｇ Ｃ

Ａｎ（ｑ）（ｎ≥２） ｎｆ，（ｎ＋１）ｆ
Ｃｎ（ｑ）（ｎ≥３） ｎｆ，２ｎｆ，２（ｎ－１）ｆ
２Ａ２ｋ（ｑ）（ｋ≥２） ２（２ｋ＋１）ｆ，４ｋｆ，２（２ｋ－１）ｆ，２ｋｆ
２Ａｎ（ｑ）（ｎ≥３） ２（ｋ＋１）ｆ，４ｋｆ，２（２ｋ＋１）ｆ，４（ｋ＋１）ｆ
Ｂｎ（ｑ）（ｎ≥３） ｎｆ，２ｎｆ，２（ｎ－１）ｆ
Ｄｎ（ｑ）（ｎ≥４） ｎｆ，２（ｎ－１）ｆ，２（ｎ－２）ｆ
２Ｄｎ（ｑ）（ｎ≥４） ２ｎｆ，（ｎ－１）ｆ，２（ｎ－１）ｆ

　　证明　直接从文献［６］中的表３．５ＡＦ及第４
章计算可以得出以上结论．以下以 Ｇ＝Ａｎ（ｑ）的 Ｃ２
型极大子群为例来计算（其他的类型更为简单）．由

文献［４］中的第四章计算知

ＨΩ— 
（ｑ－１）ｔ－１（ｑ－１，ｍ）
（ｑ－１，ｎ＋１[ ]

）
．

Ｌｍ（ｑ）
ｔ．［（ｑ－１，ｍ）ｔ－１］．Ｓｔ，

式中，ｎ＋１＝ｍｔ且 ｔ≥２．由于 Ｈ为 Ｃ２型，故 Ｈ＝
ＨΩ—∩Ａｎ（ｑ）．

现考虑 Ｈ的 Ｓｙｌｏｗｒ子群的阶，明显｜Ｈ｜ｒ＝
｜Ｌｍ（ｑ）｜ｒ

ｔ·｜Ｓｔ｜ｒ，因此，

｜Ｈ｜ｒ＝ｒ
ｍ（ｍ－１）ｆｔ
２ ＋ [ ]ｔｒ ＋

ｔ
ｒ[ ]２＋ ｔ

ｒ[ ]２＋( )… ＜ｒ
ｍ（ｍ－１）ｆｔ
２ ＋

ｔ
ｒ－１，

显然，｜Ａｎ（ｑ）｜ｐ＝ｑ
ｎ（ｎ＋１）
２ ＝ｒ

ｍｔ（ｍｔ－１）ｆ
２ ．

设函数ｇ（ｔ）∶＝
１
２
ｍｔ（ｍｔ－１）ｆ－

１
２
ｍｔ（ｍ－１）·

ｆ－
ｔ
ｐ－１

，由于ｔ≥２且 ｐ≥２，故 ｇ（ｔ）≥ｍ２ｆ－２．如果

ｍ≥２或ｆ≥２，则ｇ（ｔ）≥０，故｜Ａｎ（ｑ）｜ｐ＞｜Ｈ｜ｐ，以上

结论成立．如果ｍ＝１且 ｆ＝１，则｜Ａｎ（ｑ）｜ｐ＝ｐ
ｔ（ｔ－１）
２ ，

而｜Ｈ｜ｒ＝｜Ｓｔ｜ｒ＝ｒ[ ]ｔｒ ＋ ｔ
ｒ[ ]２ ＋ ｔ

ｒ[ ]２ ＋… ＜ｒｔ，明显如果 ｔ≥
３，则｜Ａｎ（ｑ）｜ｒ≥ｒ

ｔ＞｜Ｈ｜ｒ，以上结论成立．若ｔ＝２，则

｜Ａｎ（ｑ）｜ｒ＝ｒ，但｜Ｈ｜ｒ＝ｒ
２[ ]ｒ ＋ ２

ｒ[ ]２ ＋ ２
ｒ[ ]２ ＋…≤ｒ，且当且

仅当ｐ＝２，等式成立，即此时Ａｎ（ｑ）＝Ｌ２（２），但这不
是单群，即有｜Ａｎ（ｑ）｜ｐ＞｜Ｈ｜ｐ，以上结论成立．用同
样的方法讨论函数 ｇ（ｔ）≥１的情况，可以得到结论
（２）成立．对于（３），ｐ＝２且｜Ｇ：Ｈ｜２＝２，因此，需要
解方程

１＋
ｍ（ｍ－１）ｆｔ

２
＋ ｔ[ ]２ ＋

ｔ
２[ ]２ ＋ ｔ

２[ ]２ ＋( )… ＝

ｍｔ（ｍｔ－１）ｆ
２

．

类似以上的讨论，可以得到解 Ｇ只能是 Ｌ２（４）且
Ｈ＝Ｓ３．

下面给出极大子群指数为２ｐｎ的单群的分类．
定理２　设 Ｇ是非交换有限单群，Ｈ是 Ｇ的极

大子群且｜Ｇ：Ｈ｜＝２ｐｎ，则有以下结论：
（１）Ｇ＝Ａｍ，Ｈ＝Ａｍ－１，其中ｍ＝２ｐ

ｎ；

（２）Ｇ＝Ｌ２（ｒ
２ｍ）且１＋ｒ２ｍ＝２ｐｎ，Ｈ为１维子空

间的稳定子；

（３）Ｇ＝Ｕ４（３），Ｈ＝Ｌ３（４），且｜Ｇ：Ｈ｜＝２·３
４；

（４）Ｇ＝Ｕ３（５），Ｈ＝Ａ７，且｜Ｇ：Ｈ｜＝２·５
２；

（５）Ｇ＝Ｍ２２，Ｈ＝Ｌ３（４），且｜Ｇ：Ｈ｜＝２·１１．
证明　设Ｇ是非交换单群，Ｈ为 Ｇ的极大子群

且｜Ｇ：Ｈ｜＝２ｐｎ，这里 ｐ为奇素数且 ｎ≥１．分以下４

０４６
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种情形考虑．
情形１：Ｇ为散在单群．
设Ｇ不是大魔群Ｍ时，Ｇ的所有极大子群 Ｈ在

文献［７１１］中列出，容易得出结论成立．假设Ｇ是大
魔群Ｍ时，文献［７，１２］列举了所有的局部极大子群
和２局部极大子群Ｈ，容易得出结论成立．如果Ｈ不
是局部极大子群，则Ｈ的所有根在文献［１２］中已给
出，容易看出｜Ｇ：Ｈ｜≠２ｐｎ．

情形２：Ｇ为交错单群Ａｍ（ｍ≥５）．
如果ｍ≤１３，直接根据文献［７］知，结论成立．假

定ｍ＞１３，设Ｈ是 Ｇ的极大子群且｜Ｇ：Ｈ｜＝２ｐｎ，如

果
ｍ
２
＜ｐ≤ｍ，则 ｜Ｇ：Ｈ｜＝２ｐ．当然，Ｇ可以看成是次

数为２ｐ的本原置换群．该本原置换群由 Ｌｉｅｂｅｃｋ和

Ｓａｘｌ［１３］完全分类，则有Ｇ＝Ａ２ｐ，或Ａｃ，这里
ｃ（ｃ－１）
２

＝

２ｐ．容易看出，ｃ＝４，５，故结论成立．如果ｐ≤
ｍ
２
，因为

ｍ＞１３，故可以取不超过 ｍ的最大和次大的素数 ｑ
和ｒ．当然，ｑ和ｒ都不整除｜Ｇ：Ｈ｜，由文献［１４］的定
理４知，存在 ｋ满足 ｑ≤ｋ≤ｍ，使得 ＡｋＨ≤Ｓｋ×
Ｓｍ－ｋ．显然Ｈ满足文献［１５］中第３６６页的结论（ａ），

故Ｈ＝Ａｍ∩（Ｓｋ×Ｓｍ－ｋ），于是｜Ａｍ：Ｈ｜＝
ｍ！

ｋ！（ｍ－ｋ）！
，

因此，有
ｍ！

ｋ！（ｍ－ｋ）！
＝２ｐｎ．根据文献［５］的定理２．１

知，ｐｎ≤ｍ．如果 ｋ≥２，而 ｍ＞１３，则
ｍ！

ｋ！（ｍ－ｋ）！
≥

１
２
ｍ（ｍ－１）＞２ｐｎ，不可能．故 ｋ＝１且 ｍ＝２ｐｎ，结论

成立．
情形３：Ｇ为在空间 Ｖ（ｎ，ｑ）上的典型单群，这

里ｑ＝ｒｆ．
当Ｇ＝Ａ１（ｑ），Ａ２（ｑ），Ｂ２（ｑ），

２Ａ２（ｑ），
２Ａ３（ｑ），

根据文献［１６］第 ３８７页的讨论，有 Ｇ＝２Ａ３（３），
２Ａ２（５）或Ｇ＝Ａ１（ｑ）且｜Ｇ：Ｈ｜＝ｑ＋１或 ｑ（ｑ±１），只
要ｑ＋１＝２ｐｎ或ｑ（ｑ±１）＝２ｐｎ．而ｇｃｄ（ｑ，ｑ±１）＝１，
故对于第２个方程，有ｑ＝２或ｑ±１＝２，即 ｑ＝１，２，
３，显然此时 Ｇ不是单群．对于方程 ｑ＋１＝２ｐｎ，即
ｒｆ＋１＝２ｐｎ，如果 ｆ＝２ｍ·ｌ且 ｌ为奇数，则 ｒｆ＋１＝
ｒ２ｍ·ｌ＝（１＋ｒ２ｍ）（ｒ２ｍ（ｌ－１）－ｒ２ｍ（ｌ－２）＋… ＋１）．显然 ｒ
为奇数，故 ２｜１＋ｒ２ｍ，如果 ｌ＞１，则有 ｐ｜ｒ２ｍ（ｌ－１）－
ｒ２ｍ（ｌ－２）＋…＋１，由Ｚｓｉｇｍｏｎｄｙ定理知，存在本原素因

子ｒｌ使得ｒｌ不是１＋ｒ
２ｍ的因子，故１＋ｒ２ｍ＝２，矛盾．

因此ｌ＝１，即１＋ｒ２ｍ＝２ｐｎ．由引理２中的结论（３），
假定表１中ｒｃ－１≠２６－１，明显ｒｃ＞２．由单群的极大

子群结构定理［６］，Ｇ的每个极大子群都在∪
８

ｉ＝１
Ｃｉ或 Ｓ

中．对于 Ｃｉ型的极大子群，如果（Ｇ，｜Ｇ：Ｈ｜）≠

Ａｍ－１（ｑ），
ｑｍ－１
ｑ( )－１

，则由引理 ２知，结论成立．如果

（Ｇ，｜Ｇ：Ｈ｜）＝ Ａｍ－１（ｑ），
ｑｍ－１
ｑ( )－１

，则
ｑｍ－１
ｑ－１

＝２ｐｎ．但

ｑｍ－１
ｑ－１

＝ｑｍ－１＋ｑｍ－２＋… ＋１，这样 ｑ是奇数且 ｍ是

偶数．若ｍ＝ｄｅ且ｄ，ｅ＞１，于是

２ｐｎ ＝
ｑｄｅ－１
ｑ－１

＝

（ｑｄ（ｅ－１）＋ｑｄ（ｅ－２）＋… ＋１）（ｑｅ－１）
ｑ－１

．

但ｑｄ（ｅ－１）＋ｑｄ（ｅ－２）＋… ＋１和
ｑｅ－１
ｑ－１

都大于２且存在

不同的本原素因子，矛盾．所以ｍ＝２，即Ｇ＝Ｌ２（ｑ）．
其他情况讨论与Ｇ＝Ａ１（ｑ）一致，故结论成立．

如果Ｈ∈Ｓ，则由文献［１６］，只需将２ａ·３ｂ换成
２ｐｎ即可，结论成立．

２　定理的证明
由文献［１］知，任何有限群 Ｇ的 Ｓｙｌｏｗｒ数是两

种类型数的乘积：① 非交换单群的Ｓｙｌｏｗｒ数；② 素
数幂ｑｔ满足 ｑｔ≡１（ｍｏｄｒ）．因此，若 Ｓｙｌｏｗｒ数为
２ｐｎ，可以假定Ｇ为非交换单群．设Ｇ的Ｓｙｌｏｗｒ子群
为Ｒ，Ｎ为ＮＧ（Ｒ）．取包含 Ｎ的极大子群为 Ｈ．由于
｜Ｇ：Ｎ｜＝２ｐｎ，故｜Ｇ：Ｈ｜＝ｐａ或２ｐｂ，这里ａ，ｂ≥１．如
果｜Ｇ：Ｈ｜＝ｐａ，由引理１知，ｇｃｄ（ｐ，｜Ｈ｜）＝１，这样
ａ＝ｎ．故｜Ｈ：Ｎ｜＝２，于是 ＮＨ，这样 Ｈ≤ＮＧ（Ｎ）＝
ＮＧ（ＮＧ（Ｒ））＝ＮＧ（Ｒ），有Ｈ＝Ｎ，矛盾．如果｜Ｇ：Ｈ｜＝
２ｐｂ，同样由定理２知，ｇｃｄ（ｐ，｜Ｈ｜）＝１，这样ｂ＝ｎ，即
Ｈ＝Ｎ，这说明ＮＧ（Ｒ）是Ｇ的极大子群．由定理２，可
以分以下几种情形进行讨论：

（１）Ｇ＝Ａ２ｐｎ且 ＮＡ２ｐｎ－１，此时 Ｎ＝ＮＧ（Ｒ）
Ａ２ｐｎ－１为单群，即ＲＡ２ｐｎ－１，矛盾；

（２）Ｇ＝Ｌ２（ｒ
２ｍ）且 １＋ｒ２ｍ ＝２ｐｎ，此时易知

Ｌ２（２
２ｍ）的Ｓｙｌｏｗｒ子群为１＋ｒ２ｍ，故结论成立；
（３）Ｇ＝Ｕ４（３），Ｕ３（５），Ｍ２２，则 Ｈ为单群，明显

不可能．

１４６
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