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内积空间上向量值 Ｐａｄé型逼近表的块状结构特征
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摘要：从多项式空间到向量空间引入一种广义线性泛函，在内积空间上定义和构造向量值 Ｐａｄé型逼近．借助向量
值Ｐａｄé型逼近的误差公式，给出关于线性泛函的正交多项式的定义，同时推导出向量值Ｐａｄé型逼近表的块状结构
特征．利用Ｐａｄé型逼近表的这一特征，可以减少向量值Ｐａｄé型逼近的计算量．最后，通过数值实例说明该方法的有
效性．
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　　Ｐａｄé型逼近在理论物理、系统控制理论、模型
简化和积分方程领域都有着广泛的应用．从１９７９年
法国数学家 Ｂｒｅｚｉｎｓｋｉ［１］研究了数量 Ｐａｄé型逼近开
始，许多数学工作者将 Ｐａｄé型逼近理论加以发展．
１９８３年，Ｄｒａｕｘ［２］将Ｐａｄé型逼近从数量情形推广到
非交换代数的情形，并提出矩阵 Ｐａｄé型逼近．１９９９
年，Ｓａｌａｍ［３］将Ｐａｄé型逼近推广到向量情形，向量值
Ｐａｄé型逼近是借助于 Ｃｌｉｆｆｏｒｄ代数的方法来定义，
该方法在具体计算中很难实现．２００４年，顾传青［４］

引入一种从多项式空间到矩阵空间上的广义线性泛

函，从而在矩阵内积的基础上构造和定义了矩阵值

Ｐａｄé型逼近．
本研究借助于向量值 Ｐａｄé型逼近的误差公式

及高阶向量值Ｐａｄé型逼近［５７］，推导出向量值Ｐａｄé
型逼近表的块状结构特征，即当向量值Ｐａｄé型逼近
的生成多项式取为关于线性泛函的正交多项式时，

块状结构特征表中的逼近元素及逼近阶是完全相同

的，可以利用该特征在计算高阶向量值Ｐａｄé型逼近
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时减少计算量．

１　向量值Ｐａｄé型逼近的定义与构造

向量ａ＝（ａ１，ａ２，…，ａｄ）∈Ｃ
ｄ，ｂ＝（ｂ１，ｂ２，…，

ｂｄ）∈Ｃ
ｄ，ａｉ，ｂｉ∈Ｃ．它们的内积定义为

（ａ，ｂ）＝ａ·ｂ＝∑
ｄ

ｉ＝１
ａｉｂｉ， （１）

定义向量ｇ＝（ｇ１，ｇ２，…，ｇｄ）∈Ｃ
ｄ的范数

‖ｇ２‖ ＝ｇ·ｇ ＝∑
ｄ

ｉ＝１
｜ｇｉ｜

２，

这里ｇ表示ｇ的复共轭．
向量ｇ的广义逆（Ｓａｍｅｌｓｏｎ逆）定义为
ｇ－１ ＝１／ｇ＝ｇ／‖ｇ‖２，ｇ≠０，ｇ∈Ｃｄ．

　　设Ｐ是一元实系数多项式，Ｐｋ表示 Ｐ中次数
不超过ｋ的多项式的集合．设向量ｇ形式幂级数为

ｆ（ｚ）＝ｃ０＋ｃ１ｚ＋ｃ２ｚ
２＋… ＋ｃｎｚ

ｎ＋…，（２）
式中，ｃｉ∈Ｃ

ｄ，ｚ∈Ｃ．
设：Ｐ→Ｃｄ为作用在多项式空间到向量空间

上的线性泛函，定义为

（ｘｎ）＝ｃｎ，ｃｎ∈Ｃ
ｄ，ｎ＝０，１，…．

如果｜ｘｚ｜＜１，则有 （１－ｘｚ）－１＝１＋ｘｚ＋（ｘｚ）２＋…．
将线性泛函作用在（１－ｘｚ）－１上，可得
（（１－ｘｚ）－１）＝（１＋ｘｚ＋（ｘｚ）２＋…）＝
ｃ０＋ｃ１ｚ＋ｃ２ｚ

２＋… ＋ｃｎｚ
ｎ＋… ＝ｆ（ｚ）．

　　设ｖ∈Ｐｎ是次数为ｎ的数量多项式，有
ｖ（ｚ）＝ｂ０＋ｂ１ｚ＋… ＋ｂｎｚ

ｎ，ｂｎ≠０， （３）
定义具有向量值系数的多项式Ｗ（ｚ）为

Ｗ（ｚ）＝ｖ（ｘ）－ｖ（ｚ）( )ｘ－ｚ
． （４）

注意到 是作用于多项式空间的广义线性泛函，因
而Ｗ（ｚ）是关于ｚ的次数为ｎ－１的具有向量值系数
的多项式．再令

ｖ～（ｚ）＝ｚｎｖ（ｚ－１），Ｗ
～
（ｚ）＝ｚｎ－１Ｗ（ｚ－１）．（５）

　　定理１［５］　设 ｖ～（０）≠０，则成立

Ｗ
～
（ｚ）／ｖ～（ｚ）－ｆ（ｚ）＝Ｏ（ｚｎ）（ｚ→０）．

　　定义１　定义向量值函数Ｒｎ－１，ｎ（ｚ）＝Ｗ
～
（ｚ）／ｖ～

（ｚ）为（ｎ－１，ｎ）阶向量值Ｐａｄé型逼近，记为（ｎ－１／
ｎ）ｆ（ｚ）．

设（ｌ）：Ｐ→Ｃｄ是作用于多项式空间到向量空
间的广义线性泛函，定义为

（ｌ）（ｘｋ）＝ｃｌ＋ｋ，ｋ＝０，１，…，ｌ＝ｍ－ｎ＋１， （６）

当ｌ＋ｋ＜０时，规定（ｌ）（ｘｋ）＝０．
设

Ｗｌ（ｚ）＝
（ｍ－ｎ＋１） ｖ（ｘ）－ｖ（ｚ）( )ｘ－ｚ

， （７）

和

Ｗ
～
ｌ（ｚ）＝ｚ

ｌ－１Ｗｌ（ｚ
－１），

根据构造公式（４）～（７），定义

Ｐｍｎ（ｚ）＝ｖ～（ｚ）∑
ｍ－ｎ

ｉ＝０
ｃｉｚ
ｉ＋ｚｍ－ｎ＋１Ｗ

～
ｌ（ｚ），ｍ≥ｎ．（８）

　　定理 ２［５］　设 ｖ～（０）≠０，则成立 Ｐｍｎ（ｚ）／

ｖ～（ｚ）－ｆ（ｚ）＝Ｏ（ｚｍ＋１）．
定义２　定义向量值函数 Ｒｍ，ｎ（ｚ）＝Ｐｍｎ（ｚ）／

ｖ～（ｚ）为 （ｍ，ｎ）阶向量值 Ｐａｄé型逼近，记为
（ｍ／ｎ）ｆ（ｚ）．

２　向量值Ｐａｄé型逼近表的结构特征

由向量值Ｐａｄé型逼近误差公式［５］，有

ｆ（ｚ）－（ｍ／ｎ）ｆ（ｚ）＝
ｚｍ＋１

ｖ～（ｚ）
（ｍ－ｎ＋１） ｖ（ｘ）

１( )－ｘｚ
＝

ｚｍ＋１

ｖ～（ｚ）
（（ｍ－ｎ＋１）（ｖ）＋（ｍ－ｎ＋１）（ｘｖ）ｚ＋

（ｍ－ｎ＋１）（ｘ２ｖ）ｚ２＋…）． （９）
　　根据（ｍ／ｎ）ｆ（ｚ）的构造方式可知，（ｍ／ｎ）ｆ（ｚ）实
际上取决于ｎ个任意常数，为此令
　（ｍ－ｎ＋１）（ｘｋｖ（ｘ））＝０，ｋ＝０，１，…，ｎ－１．（１０）
　　定义３　满足方程（１０）的数量多项式ｖ（ｘ）定义
为关于广义线性泛函 （ｍ－ｎ＋１）的正交多项式，由正
交多项式ｖ（ｘ）所确定的（ｍ／ｎ）ｆ（ｚ），称为给定向量
幂级数ｆ（ｚ）的高阶向量Ｐａｄé型逼近．

若在式（１０）中代入 ｖ（ｚ）＝ｂ０＋ｂ１ｚ＋… ＋ｂｎｚ
ｎ，

施加广义线性泛函（ｍ－ｎ＋１），并与向量ｃｍ－ｎ＋１分别作
内积，得到下列线性方程组：

ｂ０（ｃｍ－ｎ＋１，ｃｍ－ｎ＋１）＋ｂ１（ｃｍ－ｎ＋１，ｃｍ－ｎ＋２）＋… ＋

　　ｂｎ（ｃｍ－ｎ＋１，ｃｍ＋１）＝０，

ｂ０（ｃｍ－ｎ＋１，ｃｍ－ｎ＋２）＋ｂ１（ｃｍ－ｎ＋１，ｃｍ－ｎ＋３）＋… ＋

　　ｂｎ（ｃｍ－ｎ＋１，ｃｍ＋２）＝０，

　　　　　　　　…
ｂ０（ｃｍ－ｎ＋１，ｃｍ）＋ｂ１（ｃｍ－ｎ＋１，ｃｍ＋１）＋… ＋

　　ｂｎ（ｃｍ－ｎ＋１，ｃｍ＋ｎ）＝０

















．
　　通过上述方程组已完整建立向量值 Ｐａｄé型逼
近的行列式表达式［５］．本研究在此基础上讨论由正

４５２
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交关系（１０）确定的生成多项式所构造的向量值
Ｐａｄé型逼近表的分布特征．

定理３　设 （１）ｖｎ（ｘ）满足

（ｍ－ｎ＋１）（ｘｋｖｎ（ｘ））＝０，ｋ＝０，１，…，ｎ－１，
而ｕｐ（ｚ）是任一关于 ｚ的 ｐ次多项式（０≤ｐ≤ｎ）；
（２）（ｍ／ｎ）ｆ（ｚ）是 ｆ（ｚ）的以 ｖｎ（ｚ）为生成多项式的
向量Ｐａｄé型逼近，则向量幂级数 ｆ（ｚ）的以 ｖ（ｚ）＝
ｕｐ（ｚ）ｖｎ（ｚ）为生成多项式的（ｍ＋ｐ＋ｈ／ｎ＋ｐ）ｆ（ｚ）向
量值Ｐａｄé型逼近满足

（ｍ＋ｐ＋ｈ／ｎ＋ｐ）ｆ（ｚ）＝（ｍ／ｎ）ｆ（ｚ），
式中，０≤ｐ＋ｈ≤ｎ．

证明　由高阶向量值Ｐａｄé型逼近的定义得

（ｍ／ｎ）ｆ（ｚ）＝∑
ｍ－ｎ

ｋ＝０
ｃｋｚ

ｋ＋ｚｍ－ｎ＋１
Ｗ
～
ｌ（ｚ）

ｖ～ｎ（ｚ）
，

ｌ＝ｍ－ｎ＋１． （１１）
将式中ｍ换为ｍ＋ｐ＋ｈ，ｎ换为ｎ＋ｐ，以ｖｎ（ｚ）ｕｐ（ｚ）
为生成多项式，构造的向量值Ｐａｄé型逼近，有

（ｍ＋ｐ＋ｈ／ｎ＋ｐ）ｆ（ｚ）＝∑
ｍ＋ｈ－ｎ

ｋ＝０
ｃｋｚ

ｋ＋ｚｍ＋ｈ－ｎ＋１·

Ｗ
～
′（ｚ）

ｕｐ（ｚ）ｖ槇ｎ（ｚ）
＝∑

ｍ－ｎ

ｋ＝０
ｃｋｚ

ｋ＋ ∑
ｍ＋ｈ－ｎ

ｋ＝ｍ－ｎ＋１
ｃｋｚ

ｋ＋

ｚｍ＋ｈ－ｎ＋１
Ｗ
～
′（ｚ）

ｕｐ（ｚ）ｖ槇ｎ（ｚ）
， （１２）

式中，

Ｗｌ（ｚ）＝
（ｍ－ｎ＋１） ｖｎ（ｘ）－ｖｎ（ｚ）( )ｘ－ｚ

，

Ｗ′（ｚ）＝（ｍ＋ｈ－ｎ＋１） ｖｎ（ｘ）ｕｐ（ｘ）－ｕｐ（ｚ）ｖｎ（ｚ）( )ｘ－ｚ
＝

（ｍ－ｎ＋１） ｘｈ
ｕｐ（ｘ）ｖｎ（ｘ）－ｕｐ（ｚ）ｖｎ（ｚ）{ }ｘ－ｚ

＝

（ｍ－ｎ＋１ {） ｖｎ（ｘ）－ｖｎ（ｚ）ｘ－ｚ ｕｐ（ｚ）ｚ
ｈ－

ｘｈ－ｚｈ
ｘ－ｚｕｐ（ｚ）ｖｎ（ｚ）＋

ｕｐ（ｘ）ｘ
ｈ－ｕｐ（ｚ）ｚ

ｈ

ｘ－ｚ ｖｎ（ｘ }） ． （１３）

因为
ｕｐ（ｘ）ｘ

ｈ－ｕｐ（ｚ）ｚ
ｈ

ｘ－ｚ 是 ｘ的 ｐ＋ｈ－１＜ｎ次多项

式，由定理的正交条件可得

（ｍ－ｎ＋１） ｕｐ（ｘ）ｘ
ｈ－ｕｐ（ｚ）ｚ

ｈ

ｘ－ｚ ｖｎ（ｘ( )） ＝０．（１４）

由式（１４），可推出

Ｗ′（ｚ）＝ｚｈｕｐ（ｚ）
（ｍ－ｎ＋１） ｖｎ（ｘ）－ｖｎ（ｚ）( )ｘ－ｚ

－

ｕｐ（ｚ）ｖｎ（ｚ）
（ｍ－ｎ＋１） ｘｈ－ｚｈ( )ｘ－ｚ

＝

ｚｈｕｐ（ｚ）Ｗｌ（ｚ）－

ｕｐ（ｚ）ｖｎ（ｚ）
（ｍ－ｎ＋１） ∑

ｈ－１

ｋ＝０
ｘｈ－１－ｋｚ( )ｋ ．（１５）

注意到泛函只作用在ｘ上，观察式（１３）发现，Ｗ′（ｚ）
实际上是关于ｚ的ｎ＋ｐ－１次多项式，即

Ｗ
～
′（ｚ）＝ｚｎ＋ｐ－１Ｗ′（ｚ－１），

于是，有

Ｗ
～
′（ｚ）＝ｚｎ＋ｐ－１｛ｚ－ｈｕｐ（ｚ

－１）Ｗｌ（ｚ
－１）－ｕｐ（ｚ

－１）ｖｎ（ｚ
－１）·

（ｍ－ｎ＋１）（∑
ｎ－１

ｋ＝０
ｘｐ－１－ｋｚ－ｋ）｝＝

ｚ－ｈ｛ｕ～ｐ（ｚ）Ｗ
～
ｌ（ｚ）－ｕ～ｐ（ｚ）ｖ～ｎ（ｚ）·

（ｍ－ｎ＋１） ∑
ｈ－１

ｋ＝０
（ｘｚ）( )ｋ｝， （１６）

式中，ｕ～ｐ（ｚ）＝ｚ
－ｈｕｐ（ｚ

－１），ｖ～ｎ（ｚ）＝ｚ
－ｎｖｎ（ｚ

－１）．

再将式（１６）的Ｗ
～
′（ｚ）代入式（１２），得

（ｍ＋ｐ＋ｈ／ｎ＋ｐ）ｆ（ｚ）＝∑
ｍ－ｎ

ｋ＝０
ｃｋｚ

ｋ＋∑
ｍ＋ｈ－ｎ

ｍ－ｎ＋１
ｃｋｚ

ｋ＋

ｚｍ＋ｈ－ｎ＋１

ｕ～ｐ（ｚ）ｖ～ｎ（ｚ
{
）
ｚ {－ｈ ｕ～ｐ（ｚ）Ｗ

～
ｌ（ｚ）－

ｕ～ｐ（ｚ）ｖ～ｎ（ｚ）
（ｍ－ｎ＋１） ∑

ｈ－１

ｋ＝０
（ｘｚ( )） } }ｋ ＝

∑
ｍ－ｎ

ｋ＝０
ｃｋｚ

ｋ＋ ∑
ｍ＋ｈ－ｎ

ｋ＝ｍ－ｎ＋１
ｃｋｚ

ｋ＋ｚｍ－ｎ＋１
Ｗ
～
ｌ（ｚ）

ｖ～ｎ（ｚ）
－

∑
ｍ＋ｈ－ｎ

ｍ－ｎ＋１
ｃｋｚ

ｋ ＝（ｍ／ｎ）ｆ（ｚ）． （１７）

　　注解１　只有在给定生成多项式且此生成多项
式是有正交关系确定的条件下，定理３成立．

例　当 ｍ＝３，ｎ＝２，即 ｍ－ｎ＋１＝２时，设
ｖ２（ｚ）＝ｂ０＋ｂ１ｚ＋ｂ２ｚ

２（不妨设ｂ２＝１），令

（２）（ｖ２（ｘ））＝ｂ０ｃ２＋ｂ１ｃ３＋ｃ４ ＝０，

（２）（ｘｖ２（ｘ））＝ｂ０ｃ３＋ｂ１ｃ４＋ｃ５ ＝０
{ ．

（１８）

　　对方程组（１８）中的每一个方程分别与向量 ｃ２
作内积，所求得的形式正交多项式为 ｖ２（ｚ）．记（３／
２）ｆ（ｚ）是以 ｖ２（ｚ）为生成多项式的 Ｐａｄé型逼近，则

５５２
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由定理３得
（３＋ｐ＋ｈ／２＋ｐ）ｆ（ｚ）＝（３／２）ｆ（ｚ），

０≤ｐ＋ｈ≤２，
式中，（３＋ｐ＋ｈ／２＋ｐ）ｆ（ｚ）是以ｕｐ（ｚ）ｖ２（ｚ）为生成多
项式的Ｐａｄé型逼近，ｕｐ（ｚ）是任意 ｐ次多项式（０≤
ｐ≤２）．如此得到向量值 Ｐａｄé型逼近表块状结构特
征，即如下的逼近元素相同（逼近阶也完全相同）：

（３／２）ｆ（ｚ），

（４／２）ｆ（ｚ）（４／３）ｆ（ｚ），

（５／２）ｆ（ｚ）（５／３）ｆ（ｚ）（５／４）ｆ（ｚ）．
　　注解２　若要计算（５／４）ｆ（ｚ），根据注解１，只要
计算（３／２）ｆ（ｚ）．这样减少了向量值 Ｐａｄé型逼近的
计算量，但逼近阶却达到Ｏ（ｚ６）．

例１　考察控制论中的向量指数函数
ｆ（ｚ）＝ｅｚＡ ＝（１，０，０，１）Ｔ＋（０，１，０，－２）Ｔｚ＋
（０，－１，０，２）Ｔｚ２＋（０，２／３，０，－４／３）Ｔｚ３＋
（０，１／３，０，２／３）Ｔｚ４＋（０，２／１５，０，４／１５）Ｔｚ５＋…，
式中，Ａ＝（０，１，０，－２）Ｔ．求（５／４）ｆ（ｚ）．

解　当把向量值Ｐａｄé型逼近（５／４）ｆ（ｚ）的生成

多项式取为正交多项式 ｖ～２（ｚ）时，根据定理２，只需
计算（３／２）ｆ（ｚ），其分子、分母分别计算

［５］如下：

ｖ～２（ｚ）＝ｄｅｔ
（ｃ２，ｃ２） （ｃ２，ｃ３） （ｃ２，ｃ４）

（ｃ２，ｃ３） （ｃ２，ｃ４） （ｃ２，ｃ５）

ｚ２ ｚ









１

＝

　　　　（－１／９）（２１ｚ２＋４８ｚ＋５５），
Ｐ３２（ｚ）＝

ｄｅｔ

（ｃ２，ｃ２） （ｃ２，ｃ３） （ｃ２，ｃ４）

（ｃ２，ｃ３） （ｃ２，ｃ４） （ｃ２，ｃ５）

ｃ０ｚ
３＋ｃ１ｚ

２ ｃ０ｚ＋ｃ１ｚ
２＋ｃ２ｚ

３ ｃ０＋ｃ１ｚ＋ｃ２ｚ
２＋ｃ３ｚ









３
＝

（－１／９）（２１ｚ２＋４８ｚ＋５５，（２９／３）ｚ３－７ｚ２＋５５ｚ，
０，（－５８／３）ｚ３＋３５ｚ２－６２ｚ＋５５）Ｔ．

易验证（３／２）ｆ（ｚ）＝（５／４）ｆ（ｚ）＝Ｐ３２（ｚ）／ｖ～２（ｚ）．
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