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极小子群及４阶循环子群的半覆盖远离性
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摘要：群Ｇ的一个子群Ｈ称为在Ｇ中具有半覆盖远离性，如果存在Ｇ的一个主群列１＝Ｇ０＜Ｇ１＜…＜Ｇｌ＝Ｇ，使得
对每一个ｊ＝１，２，…，ｌ，或者Ｈ覆盖Ｇｊ／Ｇｊ－１，或者Ｈ远离Ｇｊ／Ｇｊ－１．利用极小子群及４阶循环子群具有半覆盖远离性
的性质，得到一些新的关于有限群为幂零群或超可解群的充分必要条件，推广了以前的结论．
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　　通过极小子群的性质研究有限群的结构成为近
年来人们感兴趣的课题之一，新的研究成果层出不

穷．Ｉｔ曾经证明：如果对某个奇素数 ｐ，有限群 Ｇ的
每个ｐ阶子群均在Ｇ的中心，那么Ｇ是ｐ幂零的．此
后，研究人员从各个方面来推广这一结果．Ｗａｎｇ［１］

引入ｃ正规的概念，并证明若群 Ｇ的极小子群及４
阶循环子群在 Ｇ中 ｃ正规，则 Ｇ是超可解．樊恽
等［２］引入半覆盖远离性（覆盖远离性和 ｃ正规性二
者的推广），并证明若有限群Ｇ的极小子群及４阶循

环子群在 Ｇ中具有半覆盖远离性，则 Ｇ是超可解
的．本研究在上述研究的基础上，分别考虑有限群 Ｇ
的每个极小子群含于 Ｇ的超中心和含于 Ｇ的最大
超可解嵌入子群，而４阶循环子群在 Ｇ中具有半覆
盖远离性的情况，得到一些新的结果，推广了上述

Ｉｔ定理和文献［３］的一些结论．
本文涉及的群均为有限群，ｐ，ｑ表示素数，

π（Ｇ）表示群Ｇ阶的所有素因子的集合．
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１　基本引理
如果Ｍ和Ｎ都是群Ｇ的正规子群且 ＮＭ，则

称商群Ｍ／Ｎ为Ｇ的正规因子．显然，Ｇ的每个主因
子均为正规因子．设 Ｈ是群 Ｇ的一个子群，Ｍ／Ｎ为
Ｇ的正规因子，如果 Ｈ·Ｍ＝Ｈ·Ｎ，则称 Ｈ覆盖
Ｍ／Ｎ；当Ｈ∩Ｍ＝Ｈ∩Ｎ时，则称Ｈ远离Ｍ／Ｎ．

定义１［２］　设 Ｈ是群 Ｇ的一个子群，如果存在
群Ｇ的一个主群列１＝Ｇ０＜Ｇ１＜…＜Ｇｌ＝Ｇ，使得对
每一个ｊ＝１，２，…，ｌ，或者Ｈ覆盖Ｇｊ／Ｇｊ－１，或者Ｈ远
离Ｇｊ／Ｇｊ－１，则称Ｈ在Ｇ中具有半覆盖远离性．

定义２［４］　设 Ｇ为有限群，记 ＳＥ（Ｇ）为 Ｇ的最
大超可解嵌入子群，它是 Ｇ中一切超可解嵌入子群
之积．

引理１［５］　设 Ｈ是群 Ｇ的一个子群．如果 Ｈ在
群Ｇ中具有半覆盖远离性，那么对任意满足Ｈ≤Ｋ≤
Ｇ的子群Ｋ，Ｈ在群Ｋ中具有半覆盖远离性．

引理 ２［６］　设 ｐ是 ｜Ｇ｜的最小素因子，Ｐ∈
Ｓｙｌｐ（Ｇ），且Ｐ循环，则Ｇ有正规ｐ补．

引理３［６］　设 Ｈ是群 Ｇ的一个子群，Ｎ
—
Ｇ．若

Ｎ≤Φ（Ｈ），则Ｎ≤Φ（Ｇ）．
引理４［７］　若Ｇ为内ｐ幂零群，则
（１）Ｇ＝Ｐ×｜Ｑ，Ｐ是 Ｇ的 Ｓｙｌｏｗｐ子群，Ｑ是 Ｇ

的非正规 Ｓｙｌｏｗｑ子群，且 Ｑ是循环的，Ｐ／Φ（Ｐ）是
Ｇ／Φ（Ｐ）的极小正规子群；

（２）当 ｐ＞２时，ｅｘｐ（Ｐ）＝ｐ；当 ｐ＝２时，
ｅｘｐ（Ｐ）≤４；

（３）若Ｐ为Ａｂｅｌ群，则Ｐ为初等Ａｂｅｌ群；
（４）ｃ∈Ｐ＼Φ（Ｐ）当且仅当［ｃ，ｂ］≠１，其中 ｂ是

Ｑ的生成元；
（５）Ｚ（Ｇ）＝Φ（Ｇ）＝Φ（Ｐ）×Φ（Ｑ）．
引理５［７］　Ｇ为内超可解群，则
（１）Ｇ＝Ｐ×｜Ｍ，Ｐ是Ｇ的Ｓｙｌｏｗｐ子群，Ｍ是超

可解的，Ｐ／Φ（Ｐ）是 Ｇ／Φ（Ｐ）的极小正规子群，且 Ｐ
是非循环的；

（２）当 ｐ＞２时，ｅｘｐ（Ｐ）＝ｐ；当 ｐ＝２时，
ｅｘｐ（Ｐ）≤４，此时Ｇ为内幂零群；

（３）若Ｐ为Ａｂｅｌ群，则Ｐ为初等Ａｂｅｌ群；
（４）若Ｐ为非Ａｂｅｌ群，则Φ（Ｐ）＝Ｚ（Ｐ）＝Ｐ′；

（５）存在ｘ∈Ｐ＼Φ（Ｐ），使得〈ｘ〉Ｇ．

２　主要结果及证明
引理６　设ｐ∈π（Ｇ），且Ｇ为内ｐ幂零群，Ｐ是

Ｇ的Ｓｙｌｏｗｐ子群，若存在 ｘ∈Ｐ＼Φ（Ｐ），使〈ｘ〉在 Ｇ
中具有半覆盖远离性，则Ｐ＝〈ｘ〉．

证明　因Ｇ为内ｐ幂零群，由引理４可知，Ｐ是
Ｇ的正规子群，且 Ｐ／Φ（Ｐ）是 Ｇ／Φ（Ｐ）的极小正规
子群．由假设条件知，〈ｘ〉在 Ｇ中具有半覆盖远离
性，从而存在 Ｇ的一个主群列 １＝Ｇ０＜Ｇ１＜… ＜
Ｇｌ＝Ｇ，使得对每一个 ｊ＝１，２，… ＜ｌ，〈ｘ〉或者覆盖
Ｇｊ／Ｇｊ－１，或者远离 Ｇｊ／Ｇｊ－１．由于 ｘ∈Ｇ，所以存在正
整数ｋ，使得ｘ不属于Ｇｋ，但ｘ∈Ｇｋ＋１，于是Ｇｋ∩〈ｘ〉≠
Ｇｋ＋１∩〈ｘ〉，从而〈ｘ〉覆盖 Ｇｋ＋１／Ｇｋ，即 Ｇｋ〈ｘ〉＝
Ｇｋ＋１〈ｘ〉＝Ｇｋ＋１．由 Ｐ∩ Ｇｋ

—
Ｇ和 Ｐ／Φ（Ｐ）是

Ｇ／Φ（Ｐ）的极小正规子群，有（Ｐ∩Ｇｋ）Φ（Ｐ）＝
Φ（Ｐ）或Ｐ．如果（Ｐ∩Ｇｋ）Φ（Ｐ）＝Ｐ，则 Ｐ∩Ｇｋ＝Ｐ，
这与ｘ∈＼Ｐ∩Ｇｋ矛盾．故（Ｐ∩Ｇｋ）Φ（Ｐ）＝Φ（Ｐ），从
而Ｐ∩Ｇｋ≤Φ（Ｐ）．再考虑 Ｇ的正规子群（Ｐ∩Ｇｋ＋１）
Φ（Ｐ），则有 Ｐ＝（Ｐ∩Ｇｋ＋１）Φ（Ｐ）＝（Ｐ∩〈ｘ〉Ｇｋ）
Φ（Ｐ）＝〈ｘ〉（Ｐ∩Ｇｋ）Φ（Ｐ）＝〈ｘ〉．

定理１　设Ｎ是群Ｇ的正规子群，且 Ｇ／Ｎ为 ｐ
幂零群．若Ｎ的每个ｐ阶子群含于Ｚ∞（Ｇ），且当ｐ＝
２时，４阶循环子群在 Ｇ中具有半覆盖远离性，则 Ｇ
是ｐ幂零群．

证明　若定理不成立，设Ｇ为极小阶反例．
（１）Ｇ是内ｐ幂零群．
设Ｋ是Ｇ的任意真子群，则 Ｋ∩Ｎ

—
Ｋ，Ｋ／Ｋ∩

ＮＫＮ／Ｎ≤Ｇ／Ｎ为 ｐ幂零群．由引理１及假设条件
可知，Ｋ∩Ｎ的每个 ｐ阶子群包含于 Ｚ∞（Ｇ）∩
ＫＺ∞（Ｋ）．当ｐ＝２时，它的４阶循环子群在Ｋ中具有
半覆盖远离性，从而Ｋ满足定理假设条件．由Ｇ阶的
极小性，可知Ｋ是ｐ幂零群，从而Ｇ是内ｐ幂零群．

（２）ｐ＝２，且ｅｘｐ（Ｐ）＝４，Ｐ非循环．
由（１）知Ｇ是内ｐ幂零群，根据引理４的性质，

可知Ｇ＝Ｐ×｜Ｑ，Ｐ是Ｇ的Ｓｙｌｏｗｐ子群，Ｑ是Ｇ的非
正规Ｓｙｌｏｗｑ子群，Ｐ／Φ（Ｐ）是Ｇ／Φ（Ｐ）的极小正规
子群，且当 ｐ＞２时，ｅｘｐ（Ｐ）＝ｐ；当 ｐ＝２时，
ｅｘｐ（Ｐ）≤４．由Ｇ／Ｎ是ｐ幂零的，可以断言Ｐ≤Ｎ．事
实上，由Ｐ／Φ（Ｐ）是Ｇ／Φ（Ｐ）的极小正规子群，可知
Φ（Ｐ）（Ｐ∩Ｎ）＝Ｐ或 Φ（Ｐ）．若 Φ（Ｐ）（Ｐ∩Ｎ）＝
Φ（Ｐ），则Ｐ∩Ｎ≤Φ（Ｐ），因为 Ｇ／（Ｐ∩Ｎ）

槇
＜Ｇ／Ｎ×

Ｇ／Ｐ为ｐ幂零群，故Ｇ／Φ（Ｐ）为 ｐ幂零群．由引理３
知Φ（Ｐ）≤Φ（Ｇ），从而 Ｇ／Φ（Ｇ）为 ｐ幂零群，故 Ｇ
是ｐ幂零群，矛盾．故必有 Ｐ∩Ｎ＝Ｐ，即 Ｐ≤Ｎ．若
ｅｘｐ（Ｐ）＝ｐ，由假设条件知 Ｐ≤Ｚ∞（Ｇ）．又 Ｇ／ＰＱ

９６２
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为幂零群，故Ｇ／Ｚ∞（Ｇ）为幂零群，从而Ｇ为幂零群，
矛盾．所以必有ｐ＝２，且ｅｘｐ（Ｐ）＝４．若Ｐ是循环，由
引理２可知，Ｇ是ｐ幂零群，矛盾，从而Ｐ非循环．

（３）对任意的ｘ∈Ｐ＼Φ（Ｐ），则ｏ（ｘ）＝４．
若否，设存在 ｘ∈Ｐ＼Φ（Ｐ），使得 ｏ（ｘ）＝２．令

Ｍ＝〈ｘ〉Ｇ，则 Ｍ≤ Ｐ且 １＜ＭΦ（Ｐ）／Φ（Ｐ）
—

Ｇ／Φ（Ｐ）．由Ｐ／Φ（Ｐ）是 Ｇ／Φ（Ｐ）的极小正规子群，
可知 Ｐ＝ＭΦ（Ｐ）＝Ｍ．又对任意的 ｇ∈Ｇ，ａｇ是２阶
元，由假设条件可知 ａｇ∈Ｚ∞（Ｇ），从而 Ｐ＝Ｍ≤
Ｚ∞（Ｇ）．又 Ｇ／Ｐ为幂零群，故 Ｇ／Ｚ∞（Ｇ）为幂零群，
从而Ｇ为幂零群，矛盾．

（４）导出矛盾．
设ｘ∈Ｐ＼Φ（Ｐ），则ｏ（ｘ）＝４．由假设条件知〈ｘ〉

在Ｇ中具有半覆盖远离性，根据引理 ６，可知Ｐ＝
〈ｘ〉，即Ｐ是循环群，这与（２）中的 Ｐ非循环矛盾．
证毕．

推论１　ｐ∈π（Ｇ）且群 Ｇ的每个 ｐ阶子群含于
Ｚ∞（Ｇ），进一步，当ｐ＝２时，４阶循环子群在 Ｇ中具
有半覆盖远离性，则Ｇ是ｐ幂零群．

推论２　设 Ｎ是群 Ｇ的正规子群，Ｇ／Ｎ为幂零
群．若Ｎ的每个极小子群含于 Ｚ∞（Ｇ），且４阶循环
子群在Ｇ中具有半覆盖远离性，则Ｇ是幂零群．

推论３　若群Ｇ的每个极小子群含于 Ｚ∞（Ｇ），
且４阶循环子群在 Ｇ中具有半覆盖远离性，则 Ｇ是
幂零群．

根据推论２，若 Ｎ＝ＧＮ，可以得到一个幂零群的
判别准则，这里ＧＮ为群Ｇ的幂零剩余．

定理２　设ＧＮ为群Ｇ的幂零剩余，则Ｇ是幂零
群当且仅当 ＧＮ的每个极小子群含于 Ｚ∞（Ｇ），且４
阶循环子群在Ｇ中具有半覆盖远离性．

证明　由推论２可知充分性显然成立．若 Ｇ是
幂零群，则此时 ＧＮ＝１，Ｚ∞（Ｇ）＝Ｇ，则 Ｇ

Ｎ的每个子

群在Ｇ中具有半覆盖远离性．从而必要性也成立．
推论４［５］　设Ｇ为一有限群，ＧＮ为Ｇ的幂零剩

余，则 Ｇ是幂零群当且仅当 ＧＮ的每个极小子群含
于Ｚ∞（Ｇ），且４阶循环子群在Ｇ中ｃ正规．

定理３　设群Ｇ＝ＡＢ，其中 Ａ，Ｂ为 Ｇ的 Ｈａｌｌ子
群．如果Ａ与Ｂ的每个极小子群含于 Ｚ∞（Ｇ），且 Ｇ
的４阶循环子群在 Ｇ中具有半覆盖远离性，则 Ｇ是
幂零群．

证明　设 Ｌ为 Ａ的任意一个极小子群，由题设
可知，Ｌ≤Ｚ∞（Ｇ）∩Ａ≤Ｚ∞（Ａ）．由引理１可知，Ａ中
的４阶循环子群在 Ａ中具有半覆盖远离性．根据推

论３可得Ａ为幂零群，同理可证Ｂ也为幂零群，因而
Ｇ＝ＡＢ为可解群．令 Ｈ为 Ｇ的任意一个极小子群，
因为Ａ，Ｂ为Ｇ的Ｈａｌｌ子群，则存在ｇ∈Ｇ，使得Ｈｇ≤
Ａ或Ｈｇ≤Ｂ．根据题设可知 Ｈｇ≤Ｚ∞（Ｇ），从而 Ｈ≤
Ｚ∞（Ｇ）．再由推论３可得，Ｇ是幂零群．

因为Ｚ∞（Ｇ）≤ＳＥ（Ｇ），下面考虑Ｇ的每个极小
子群含于ＳＥ（Ｇ），且４阶循环子群在 Ｇ中具有半覆
盖远离性的情况，得到下述定理．

定理４　设 Ｎ是群 Ｇ的正规子群，Ｇ／Ｎ为超可
解群．若Ｎ的每个极小子群含于 ＳＥ（Ｇ），且４阶循
环子群在 Ｇ中具有半覆盖远离性，则 Ｇ为超可
解群．

证明　若定理不成立，设Ｇ为极小阶反例，则
（１）Ｇ是内超可解群．
设Ｋ是Ｇ的任意的真子群，则Ｋ∩Ｎ

—
Ｋ，Ｋ／Ｋ∩

ＮＫＮ／Ｎ≤Ｇ／Ｎ为超可解群．因为 Ｋ∩Ｎ的每个极
小子群包含于 ＳＥ（Ｇ）∩Ｋ，而 ＳＥ（Ｇ）∩Ｋ为 Ｋ的超
可解嵌入子群，又ＳＥ（Ｋ）为 Ｋ的最大超可解嵌入子
群，所以ＳＥ（Ｇ）∩Ｋ≤ＳＥ（Ｋ）．由引理１知Ｋ∩Ｎ的４
阶循环子群在 Ｋ中具有半覆盖远离性，从而 Ｋ满足
假设条件．由 Ｇ阶的极小性，可知 Ｋ为超可解群，从
而Ｇ是内超可解群．

（２）Ｐ≤Ｎ．
由（１）知 Ｇ为内超可解群，则 Ｇ满足引理５中

的（１）～（５）条件．由Ｐ／Φ（Ｐ）是Ｇ／Φ（Ｐ）的极小正
规子群，又 Ｐ∩Ｎ

—
Ｇ，故（Ｐ∩Ｎ）Φ（Ｐ）＝Ｐ或

Φ（Ｐ）．若（Ｐ∩Ｎ）Φ（Ｐ）＝Φ（Ｐ），则Ｐ∩Ｎ≤Φ（Ｐ）．
由Ｇ／ＰＭ为超可解和Ｇ／（Ｐ∩Ｎ）

槇
＜Ｇ／Ｐ×Ｇ／Ｎ，可

知Ｇ／Ｐ∩Ｎ为超可解群，故 Ｇ／Φ（Ｐ）超可解．故 Ｇ／
Φ（Ｇ）超可解，从而 Ｇ超可解，矛盾．则 （Ｐ∩
Ｎ）Φ（Ｐ）＝Ｐ，即Ｐ∩Ｎ＝Ｐ，从而Ｐ≤Ｎ．

（３）Ｇ为２ａｑｂ阶的内２幂零群．
若ｅｘｐ（Ｐ）＝ｐ，由假设条件和（２）知 Ｐ≤

ＳＥ（Ｇ），又Ｇ／Ｐ为超可解，故 Ｇ超可解，矛盾．所以
必有ｐ＝２，ｅｘｐ（Ｐ）＝４．此时由引理５的（２）知 Ｇ是
内幂零群，即Ｇ为２ａｑｂ阶的内２幂零群．

（４）对任意的ｘ∈Ｐ＼Φ（Ｐ），则ｏ（ｘ）＝４．
若否，设存在 ｘ∈Ｐ＼Φ（Ｐ），使得 ｏ（ｘ）＝２．令

Ｔ＝〈ｘ〉Ｇ，则Ｔ≤Ｐ且１＜ＴΦ（Ｐ）／Φ（Ｐ）≤Ｇ／Φ（Ｐ）．
由Ｐ／Φ（Ｐ）是 Ｇ／Φ（Ｐ）的极小正规子群，可知 Ｐ＝
ＴΦ（Ｐ）＝Ｔ．又对任意的ｇ∈Ｇ，ａｇ是２阶元，由假设
条件可知 ａｇ∈ＳＥ（Ｇ），从而 Ｐ＝Ｔ≤ＳＥ（Ｇ）．又 Ｇ／Ｐ
为超可解，故Ｇ超可解，矛盾．
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（５）导出矛盾．
设ｘ∈Ｐ＼Φ（Ｐ），则 ｏ（ｘ）＝４，由条件知，〈ｘ〉在

Ｇ中具有半覆盖远离性．由引理６可知Ｐ＝〈ｘ〉，即Ｐ
是循环群．由引理５的（１）知Ｐ是非循环的，矛盾．

推论５　若群 Ｇ的每个极小子群含于 ＳＥ（Ｇ），
且４阶循环子群在 Ｇ中具有半覆盖远离性，则 Ｇ为
超可解群．

注：若定理４中的假设条件不变，不能推出Ｇ是
幂零群．例如，群 Ｇ＝Ｓ３，取 Ｎ为 Ｓ３的正规的 Ｓｌｙｏｗ
３子群，满足定理４的假设条件，但Ｓ３不是幂零群．

根据文献［２］中的结论：群 Ｇ是超可解当且仅
当Ｇ的每个子群在Ｇ中具有覆盖远离性，因为覆盖
远离性蕴含着半覆盖远离性，可以得到一个超可解

群的判别准则．
定理５　设Ｇ为群，则 Ｇ是超可解群当且仅当

Ｇ的每个极小子群含于 ＳＥ（Ｇ），且４阶循环子群在
Ｇ中具有半覆盖远离性．

证明　由推论５知充分性显然成立．若 Ｇ是超
可解群，则ＳＥ（Ｇ）＝Ｇ，由超可解群的每个子群都具
有半覆盖远离性，可知必要性也是成立的．

定理６　设群Ｇ＝ＡＢ，其中 Ａ，Ｂ为 Ｇ的 Ｈａｌｌ子
群，且Ａ，Ｂ中有一个为 Ｇ的正规子群．如果 Ａ与 Ｂ
的每个极小子群含于ＳＥ（Ｇ），且 Ｇ的４阶循环子群
在Ｇ中具有半覆盖远离性，则Ｇ为超可解群．

证明　设Ｎ为Ａ的极小子群，由题意可知 Ｎ≤
ＳＥ（Ｇ）∩Ａ≤ＳＥ（Ａ）．由引理１可知，Ａ中的４阶循环

子群在 Ａ中具有半覆盖远离性，根据推论５可得 Ａ
为超可解群．同理可证Ｂ也为超可解群．不妨设 Ａ

—

Ｇ，则ＡＢ／ＡＢ超可解，故Ｇ＝ＡＢ为可解群．令Ｌ为
Ｇ的任意一个极小子群，因为 Ａ，Ｂ为 Ｇ的 Ｈａｌｌ子
群，则存在ｇ∈Ｇ，使得 Ｌｇ≤Ａ或 Ｌｇ≤Ｂ．根据题意可
知Ｌｇ≤ＳＥ（Ｇ），从而Ｌ≤ＳＥ（Ｇ）．再由推论５可得，Ｇ
为超可解群．
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