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迷向面积测度与凸体的投影
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摘要：凸体的迷向面积测度与其投影的极值问题密切相关．首先讨论两个凸体具有迷向面积测度时，其Ｂｌａｓｃｈｋｅ和
的投影问题；然后就凸体的面积测度迷向时，讨论Ｓｃｈｎｅｉｄｅｒ投影问题，并得到它与极小表面积的一个关系．
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　　ｎ维欧氏空间 Ｒｎ中一个有非空内点的紧凸集
称为Ｒｎ中的一个凸体，Ｒｎ中所有凸体的集合记为
Ｋｎ．一个凸体Ｋ的支撑函数ｈ（Ｋ，·）可定义为
ｈ（Ｋ，ｕ）＝ｍａｘ｛〈ｕ，ｘ〉，ｘ∈Ｋ｝，ｕ∈Ｓｎ－１，

式中，〈ｕ，ｘ〉为Ｒｎ中通常的内积，Ｓｎ－１表示 Ｒｎ中的
ｎ－１维单位球面．凸体 Ｋ可以被它的支撑函数
ｈ（Ｋ，·）唯一确定．把凸体 Ｋ的体积记为Ｖ（Ｋ），Ｒｎ

中单位球的体积记为 ωｎ，Ｒ
ｎ－１中单位球的体积记为

ωｎ－１．如果Ｋ１，Ｋ２，…，Ｋｒ∈Ｋ
ｎ，λ１，λ２，…，λｒ为一列

非负实数，那么一个重要的事实是，λ１Ｋ１，λ２Ｋ２，…，
λｒＫｒ的 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ和的体积可展开为关于 λ１，λ２，

…，λｒ的一个ｎ次齐次多项式
［１］，即

Ｖ（λ１Ｋ１＋λ２Ｋ２＋… ＋λｒＫｒ）＝

∑
ｒ

ｉ１＝１
…∑

ｒ

ｉｎ＝１
λｉ１λｉ２…λｉｎＶ（Ｋｉ１，Ｋｉ２，…，Ｋｉｎ），

式中，系数Ｖ（Ｋｉ１，Ｋｉ２，…，Ｋｉｎ）在 Ｋｉ１，Ｋｉ２，…，Ｋｉｎ的位
置置换下是不变的，称为 Ｋｉ１，Ｋｉ２，…，Ｋｉｎ的混合
体积．

相伴于 Ｋ１，Ｋ２，…，Ｋｎ－１∈Ｋ
ｎ，在 Ｓｎ－１上存在唯

一的一个Ｂｏｒｅｌ测度［１］Ｓ（Ｋ１，Ｋ２，…，Ｋｎ－１；·），使得
对任意的Ｋ∈Ｋｎ，有

Ｖ（Ｋ１，Ｋ２，…，Ｋｎ－１，Ｋ）＝
１
ｎ∫Ｓｎ－１ｈ（Ｋ，ｕ）ｄＳ（Ｋ１，Ｋ２，…，Ｋｎ－１；ｕ），

式中，Ｓ（Ｋ１，Ｋ２，…，Ｋｎ－１；·）通常被称作相伴于 Ｋ１，
Ｋ２，…，Ｋｎ－１的混合面积测度．

混合面积测度Ｓ（Ｋ，…，Ｋ；·）被称为 Ｋ的表面
积测度，通常记为 σＫ（·）．由 Ｇａｕｓｓ映射的定义可
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知，如果Ａ是Ｓｎ－１上的一个Ｂｏｒｅｌ子集，ｕｘ表示 Ｋ在
ｘ的单位外法向量，那么

σＫ（Ａ）＝υ｛ｘ∈ｂｄ（Ｋ）：ｕｘ∈Ａ｝，
式中，υ为 Ｋ上的 ｎ－１维面积测度．这样 Ｋ的表面
积（Ｋ）可表示为

（Ｋ）＝σＫ（Ｓ
ｎ－１）．

　　对任意Ｋ∈Ｋｎ，存在如下的一个仿射不变量［２３］

Ｋ ＝ｍｉｎ｛（Ｋ）／Ｖ（Ｋ）
ｎ－１
ｎ：Ｔ∈Ｌ（Ｒｎ，Ｒｎ），

｜ｄｅｔＴ｜＝１｝，
式中，Ｌ（Ｒｎ，Ｒｎ）表示 Ｒｎ上的所有线性变换．通常，
Ｋ被称为Ｋ的极小表面积．

定义１［３４］　Ｓｎ－１上的一个 Ｂｏｒｅｌ测度 μ被称作
是迷向的，如果对任意θ∈Ｓｎ－１，有

∫Ｓｎ－１｜〈ｕ，θ〉｜２ｄμ（ｕ）＝
μ（Ｓｎ－１）
ｎ
．

　　如果一个凸体 Ｋ的表面积测度 σＫ（·）是迷向
的，那么称凸体Ｋ是表面迷向的．

Ｐｅｔｔｙ定理［５］是关于迷向面积测度的一个重要

结果．
定理１（Ｐｅｔｔｙ定理）　如果Ｋ是 Ｒｎ中的一个凸

体，那么

（Ｋ）＝ＫＶ（Ｋ）
ｎ－１
ｎ，

当且仅当σＫ（·）是迷向的．
迷向面积测度与凸体的一些极值问题密切相

关［６８］，本研究讨论表面迷向凸体投影的一些极值性质．

１　凸体Ｂｌａｓｃｈｋｅ和的投影
Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ存在性定理［１］给出了 Ｓｎ－１上测度与

凸体的关系．
定理２（Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ存在性定理）　如果 μ是定

义在Ｓｎ－１上的Ｂｏｒｅｌ测度，并且满足：
（１）存在 Ｓｎ－１上的 Ｂｏｒｅｌ可测集 Ｂ１，Ｂ２，…，Ｂｎ

及线性无关的向量ｕ１∈Ｂ１，ｕ２∈Ｂ２，…，ｕｎ∈Ｂｎ，使得
μ（Ｂｉ）≠０，ｉ＝１，２，…，ｎ；

（２）∫Ｓｎ－１ｕｄμ（ｕ）＝０，那么存在一个凸体Ｋ，使
得μ＝σＫ（·）．

如果 Ｋ１，Ｋ２∈Ｋ
ｎ，那么由混合面积测度的性

质，知σＫ１（·）和σＫ２（·）满足 Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ定理的假
设，所以

∫Ｓｎ－１ｕｄ（σＫ１（ｕ）＋σＫ２（ｕ））＝０．
对λ１，λ２∈Ｒ

＋，由Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ定理可知，存在一个凸
体λ１·Ｋ１＋λ２·Ｋ２，使得

σλ１·Ｋ１＋λ２·Ｋ２（·）＝λ１σＫ１（·）＋λ２σＫ２（·），
式中，λ１·Ｋ１ ＋λ２·Ｋ２ 通常被称作 Ｋ１，Ｋ２ 的
Ｂｌａｓｃｈｋｅ和．

对于任意两个凸体的 Ｂｌａｓｃｈｋｅ和，可得如下
定理．

定理３　如果Ｋ１，Ｋ２是Ｋ
ｎ中表面迷向的两个体

积为１的凸体，则对任意的θ∈Ｓｎ－１，λ１，λ２∈Ｒ
＋，有

λ１Ｋ１＋λ２Ｋ２
２ｎ

≤ｖｏｌｎ－１（Ｐθ（λ１·Ｋ１＋λ２·Ｋ２））≤

λ１Ｋ１＋λ２Ｋ２
２槡ｎ

，

式中，Ｐθ表示在垂直于θ的子空间θ
⊥上的正交投影

算子，ｖｏｌｎ－１表示ｎ－１维体积．
证明　凸体 Ｋ的投影的体积与它的面积测度

σＫ（·）的关系如下：

ｖｏｌｎ－１Ｐθ（Ｋ）＝
１
２∫Ｓｎ－１｜〈ｕ，θ〉｜ｄσＫ（ｕ）．

由ＣａｕｃｈｙＳｃｈｗａｒｚ不等式及Ｐｅｔｔｙ定理，得
ｖｏｌｎ－１Ｐθ（λ１·Ｋ１＋λ２·Ｋ２）＝
１
２∫Ｓｎ－１｜〈ｕ，θ〉｜ｄσλ１·Ｋ１＋λ２·Ｋ２（ｕ）＝
１
２∫Ｓｎ－１｜〈ｕ，θ〉｜ｄλ１σＫ１（ｕ）＋
１
２∫Ｓｎ－１｜〈ｕ，θ〉｜ｄλ２σＫ２（ｕ）≤
１
２∫Ｓｎ－１｜〈ｕ，θ〉｜２ｄλ１σＫ１（ｕ( )）

１
２ ∫Ｓｎ－１ｄλ１σＫ１（ｕ( )）

１
２ ＋

１
２∫Ｓｎ－１｜〈ｕ，θ〉｜２ｄλ２σＫ２（ｕ( )）

１
２ ∫Ｓｎ－１ｄλ２σＫ２（ｕ( )）

１
２ ＝

１
２
λ１σＫ１（Ｓ

ｎ－１）( )ｎ

１
２

（λ１σＫ１（Ｓ
ｎ－１））

１
２ ＋

１
２
λ２σＫ２（Ｓ

ｎ－１）( )ｎ

１
２

（λ２σＫ２（Ｓ
ｎ－１））

１
２ ＝

λ１Ｋ１＋λ２Ｋ２
２槡ｎ

．

　下面证明定理３的不等式的左边，
ｖｏｌｎ－１Ｐθ（λ１·Ｋ１＋λ２·Ｋ２）＝
１
２∫Ｓｎ－１｜〈ｕ，θ〉｜ｄσλ１·Ｋ１＋λ２·Ｋ２（ｕ）＝
１
２∫Ｓｎ－１｜〈ｕ，θ〉｜ｄλ１σＫ１（ｕ）＋
１
２∫Ｓｎ－１｜〈ｕ，θ〉｜ｄλ２σＫ２（ｕ）≥
１
２∫Ｓｎ－１｜〈ｕ，θ〉｜２ｄλ１σＫ１（ｕ）＋

５９３
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１
２∫Ｓｎ－１｜〈ｕ，θ〉｜２ｄλ２σＫ２（ｕ）＝
λ１Ｋ１＋λ２Ｋ２

２ｎ
．

　　在定理３中，如果令 Ｋ１＝Ｋ，λ１＝１，λ２＝０，则
有如下的推论．

推论１　如果Ｋ是Ｋｎ中体积为１的表面迷向
凸体，则对任意的θ∈Ｓｎ－１，有

Ｋ
２ｎ
≤ｖｏｌｎ－１Ｐθ（Ｋ）≤

Ｋ
２槡ｎ
．

２　关于Ｓｃｈｎｅｉｄｅｒ投影问题的一个结果
　　如果Ｋ是一个凸体，那么它的投影体 ΠＫ的支
撑函数定义为

ｈ（ΠＫ）＝ｖｏｌｎ－１（Ｐθ（Ｋ）），θ∈Ｓ
ｎ－１．

　　关于投影体，一个重要的未解决的问题是
Ｓｃｈｎｅｉｄｅｒ投影问题，即当 Ｋ在中心对称的凸体类中
变化时，确定仿射不变量的最小上界

［Ｖ（ΠＫ）／Ｖ（Ｋ）ｎ－１］１／ｎ．
　　Ｓｃｈｎｅｉｄｅｒ最先提出了这个问题，并对其解给出
了猜想及其在随机几何中的应用．之后，Ｓｃｈｎｅｉｄｅｒ投
影问题及其修正形式又引发了许多的研究［９１０］．

本研究就凸体的表面积测度迷向时，给出

Ｓｃｈｎｅｉｄｅｒ投影问题的仿射不变量与凸体极小表面积
的一个关系，得到如下定理．

定理４　如果Ｋ是关于原点中心对称的表面迷
向凸体，那么

［Ｖ（ΠＫ）／Ｖ（Ｋ）ｎ－１］１／ｎ≤
１
ｎ
ωｎ－１ω

１
ｎ－１
ｎ Ｋ．

　　如果Ｋ是一个关于原点中心对称的凸体，那么
它的极体Ｋ可定义为
Ｋ ＝｛ｘ∈Ｒｎ：｜〈ｘ，ｙ〉｜≤１，ｙ∈Ｋ｝．

　　关于凸体和它的极体的关系由定理５中的不等
式［１］给出．

定理５（ＢｌａｓｃｈｋｅＳａｎｔａｌ不等式）　如果Ｋ是关
于原点中心对称的凸体，那么

Ｖ（Ｋ）Ｖ（Ｋ）≤ω２ｎ，
当且仅当Ｋ是一个椭球，等号成立．

定理４的证明　对任意的凸体 Ｋ，Ｃａｕｃｈｙ表面
积公式［１］可表示为

∫Ｓｎ－１ｖｏｌｎ－１（Ｐθ（Ｋ））σ（ｄθ）＝
ωｎ－１
ｎωｎ
（Ｋ）．

由逆向Ｈｌｄｅｒ不等式及Ｃａｕｃｈｙ表面积公式，可得

Ｖ（ΠＫ）＝ωｎ∫Ｓｎ－１
１

［ｖｏｌｎ－１（Ｐθ（Ｋ））］
ｎσ（ｄθ）≥

ωｎ∫Ｓｎ－１ｖｏｌｎ－１（Ｐθ（Ｋ））σ（ｄθ[ ]） －ｎ
·

∫Ｓｎ－１１
１
１＋ｎσ（ｄθ[ ]）１＋ｎ

＝ωｎ
ωｎ－１
ｎωｎ
（Ｋ[ ]）

－ｎ

．

应用ＢｌａｓｃｈｋｅＳａｎｔａｌ不等式，可得

Ｖ（ΠＫ）≤ωｎ
ωｎ－１
ｎωｎ
（Ｋ[ ]）

ｎ

．

因为σＫ（·）迷向，由Ｐｅｔｔｙ定理，有

Ｖ（ΠＫ）／Ｖ（Ｋ）ｎ－１≤ωｎ
ωｎ－１
ｎω

[ ]
ｎ

ｎ

ｎＫ，

因此，得

［Ｖ（ΠＫ）／Ｖ（Ｋ）ｎ－１］
１
ｎ≤

１
ｎ
ωｎ－１ω

１
ｎ－１
ｎ Ｋ．
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