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Abstract We present a replenishment scheduling problem to minimize the number of vehicles, when the

retailers face a periodic demand and the supplier adopts direct delivery strategy. First, we prove a sufficient

condition of one vehicle to replenish several retailers. Based on this sufficient condition, we design a subsets

dividing strategy, which divides the set of all the retailers into several subsets and ensures one vehicle can

replenish the entire retailers in any one subset. Further, we prove the number of vehicles which is given by

our strategy would not exceed 2.29 times of the minimal number of vehicles.

Keywords inventory routing problem; direct delivery; replenishment scheduling

1 ÉËÊÌcÍcÎcÏcÐcÑ �cÒcÓ (VMI) ÔcÕ ÏcÖc×cØcÙcÚcÛ , Ü_ÝaÞcßcàcá VMI
×câcãcäcåcæcØcÙcçcè

. VMI éêcëcìcícîcï_ðaÎcÏcÐcñcòcócÐcôcõc×cöc÷cÎcÏcø �c�_ù ,
òcócÐcúcûcìcüc×cýcþcÿ��cÎcÏcÐ����������c×

���
,
ÎcÏcÐ�	�
����còcócÐc×cýcþ���cÿ � ì���� ��� ��� ( ��� ���c× ������� ,

�����
,
���������

),� òcócÐcý������� �! ÒcÓ ×cì�"cÎ»Ï»ø Ô»Õ . #%$ ã�& VMI
×cäcå�'���( ù ë�)cí � ú : (1) VMI �c�

ù�*�+ âcãc×�, Ô�-�. , /�0�1c
 ��� ù ×�2�3 -�. [1]; (2)
ÎcÏcÐ 
 òcócÐ�4 � ×�5�6 
 â�7�8�9cã � [2];

(3) VMI 
�:�; ÎcÏcø�< � ×>=�? [3].@�Ac×cäcå�B�&�Ccìcí � ú
, D � úc×cìcí�E�Fcäcå -�.cé�G 2 Ò»Óc
�*�H�I�J ×�K�L -�. , McÒcÓ�NO -�. (IRP). P�Qcßcà äcå�R�S�" IRP

×�T�U
, Kleyweget

�
[4] V�W Rcìcí IRP

âcãcäcåc×�X�Y
. Z�[�\

IRP
×�]�^�_

,
!c× ßcà Í�`�& IRP

×cì�"�a�b�c�U
, M�d � ��� × IRP(IRPDD). d � ����e é êcëcì�fg ×cì�h ��� ù�i V ìcícòcócÐ � � . Gallego

�
[5]
äcå�R�
�j�k�L ÒcÓ ñ *�H�l Ö�m # ×»× IRPDD,

ä
å�n>o�p�qcícòcócÐc×�r�s�t ��u�v�w g�x � ×

70%
�

, d � ��� ÔcÕ ×�y�z�{ W :�;�| ! ÒcÓ�N O ÔcÕ×
94%. Barnes-Schuster

�
[6]
äcå�R d � ��� ÔcÕ ×cõ�@�y�z , ;�} ×�<�~cäcå�����n>o d � ��� ÔcÕ 	

�������
: 2011-08-29�������
: ��������������� (60736027, 71071123); ����������������������� (60921003)�������
: ����  (1985–), ¡ , ¢�£�¤ , ¥�¦�����§ , ����¨�© : ª�«�¬� ; ®�¯�° (1962–), ± , ²�³�¤ , ´�µ , ����¨�© : ¶�·�¸¹

.
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�Ê \�P�Ë ×���� . Reiman
�

[7] Ì�W q�h ����u�Í \ g ×�j�Î�Ï x � × ÔcÕ 	�
�Ð�Ê *�H�l Ö�j�k , M�d� ��� ÔcÕcé j�Ñ�! *�H y�zc× ÔcÕ . Ò � , ;�} ë�A�Ó ù�Ô�Õ ìcü Ó ëcìcí>Öaüc×�m | !còcó»Ð ��� ×�×Ø
,
Ð�Ê�qcìcícòcócÐ u !�Ù�Úc× ��� h�Ú

.
m�Rcäcå D�Ô�Õ , Li

�
[8]
äcå�RcìcícÎcÏcÐcÖcì�f g V Q ícòócÐ d � ��� ���c×�	�ÛÝÜ � ���»× Ó ë�Þ�ß . á &�à�ác×�c�U , ;�} Ê \ Rcì�"�à�ác×�Ü � ��� ,

� á &?�â�ãc×�c�U
, ;�} V�W Rcìcí�ä�å�	�Û�Ü � ���c×�å�æ .ç Þ , èc	 òcócÐc×cýcþ é Öaüc× [9] é é Ì�êc× [10], IRPDD

× ��� -�. u Ñ�! ����ë�ì ×�a�í , Mcá&�qcìcícòcócÐ u ý���îcì�ï ����e���� ì�h����
,
p Ò�ð ï ��� 	�
 é Öaüc×�ñ à 	�Tc× .

pcòcócÐ u Ø
ò�ó�ô � �

,
ÎcÏcÐ /�õ , Ô ý���ö�!c×�jcï g f�Úc× -�. e õ�Rcì»í�÷�ø�^�,c×�ù ��-�. . D�-�. ë�A�ú

[8] ù�û Ì�W , ü�ý ! V�W ^�, � æ .@�A���5>þ�!�A�úcñ�ù � ýcþ , Ì�W R�j�k�L g f�Úc×cÎcÏcÐ d � ��� -�. :
ëcìcí_ðaìcícÎcÏcÐcñ QícòcócÐcôcõc×cöc÷cÎcÏcø �c�_ù ,

òcócÐ á &cì�"�����q�ÿ�!>Öaüc×cýcþcÿ��cØ ò�ó�ô � .
ÎcÏcÐcý�� Qf g Ö�&�mcòcócÐ ��� ���

,
� ì�f g qcì�ÿ i�� V ìcícòcócÐ ��� ��� . -�.cé�/�õ , Ô jcïc× g f�Ú�
� /�õ�� Û g fc×�Ü � ��� ?

D�-�.c
��c� n -�. Y�� , ücé�D�-�. Ñ�! ����ë�ì ×�a�í�Ð :���� & �c� n -�. . �c� n -�. þ�r û	 o�m
NP 
���-�. [11],

@�A Ì�W ×cÎcÏcÐ ��� -�. æ P ]»ë Q�� ����� Ý��\ j�K�^ , � ç�@�A�'��cäå D ÎcÏcÐ ��� -�. ×�����å�æ .
ë � Û -�.������ X���4�� , V�W ì�f g Ó ë�	�Û�Ü������ � òcócÐ�j�Î����ë�ì���� ×���X�Þ�ß

,
ë�ç������ Ì�W�� (���X ÔcÕ ,  w�! òcócÐ�(�5���Xcõ�"�#cí�	 û ì�f g ���× � ( , $ , Ô jcïcý��c× g f�Ú . Ò �  w X�� � (���X � æ $ 	 o D»ÔcÕ ×�_ � .

j�� V�W ìcí�å�%cÖ
&�&>o � (���X ÔcÕ ×�Ñ�'�(�)�*�+�,�-�.�/10 .

2 24345464748:9
;�<�=�>�?�@�A�B�C�D�E�F

(VMI) G�H�I @�A�J�K�L1M ,
>�?�@�A�B�N�O�P

n
?�Q�R�B�S�T�>�U�V�W

.X�>�?�Q�R�B�Y�Z�-�[�A G E�F�/�\�]^X�_1`ba G N�c , d�e�f qi

]
di (i = 1, 2, · · · , n) g�h ,

*�i�X�>�?
Q�R�B�Y�j�k�l�m�V

. n @�A�B�Z p o�p Z�[�q�r�s�/�\ q G V�t , f�u P�v�Z G Q�R�B�S�T�V�W ,
X�> ot�X�_�w�/�P�>�?�Q�R�B^S�T^V^W

.
N�O�x�y G�z�{�| @�A�B�}^~^��a^��� G t o^� p ��� ,�v�Z G Q�RB�Y�j���m�V

.P���x�y G���� , ����������� ;�< : (1)
X�_ n @�A�B�=�Q�R�B G N�c���������S�T�V�W , ��� _�S�T

G V�W�� f�u�� _ ��������� _ G N�c ; (2) q ≥ max{q1, q2, · · · , qn} ��� ,�X�>���S�T�Y�/���Q�R�B G E�F�����
; (3) � >�_���X�?�Q�R�B�Y���Z�����E�F�� .��}

, � q1 = 100, d1 = 40,
= � 1

_
,
Q�R�B

1
Z�E�F�P

100  �¡�G V�W ,
= � 1

_�¢�] � 2
_�¢

,£ G E�F�¤�¥ d�e P 60
]

20  �¡ .
}�¦�= � 3

_�§�¨�©�Z�ª�«���S�T G V�W ,
=�¬�>�_����®�¯

20  �¡
G m�V . °�u j�k�l�m�V ,

v � Q�R�B 1
A n = � 3

_�ª�«���S�T G V�W . ��±�²�³ ,
P�����Q�R�B

1
j�m

V
,
- d�e N�O�= � 3,5,7,· · ·

_�ª�´�S�T
, µ � ��¶ ��Q�R�B 1 G N�c�·�¸ b 100

40 c = 2.
>�¹�º�» � ,

Q�R�B
iX

ri = b qi

di
c
_�¼�½�N�O�ª�´�S�T�>��

, � ¨ £�¾ � � =�½ u ri

_�¿�ª�´�S�T
.
<

ri

P�Q�R�B
i G ����S�T·�¸

, À X�>�?�Q�R�B�¿�Á�A�>�?�����S�T�·�¸ , n
?�Q�R�B G ����S�T�·�¸�Â�Ã�Ä�Å S = {r1, r2, · · · , rn} .j�Æ�>�¹�.

,
;�<

r1 ≤ r2 ≤ · · · ≤ rn.O^Ç^� �^È^G @^A^B^S^T z^{ , É c^�^Ê^Ç^j^Ë^Ì^Í , Î P n^z^{^Ï^Ð^Ñ^g^z^{^²^Ò , Ó^Ð^Ñ^g^z^{ÕÔÖ�× ,�Í�P�>�?
NP Ø�Ù�z�{ , Î�±�Ú�Û <�Ü���>�?�Ý�Ä�Þ d�ß�à�f�u�É c n @�A�B�S�T z�{�G�á^Ò Ç .Á u�â a G Q�R�B����^S^T�·^¸�Ä^Å S = {r1, r2, · · · , rn},

@�A�B�P���ã������ G t o^� p,
� ��ä�fÞ d Ä�Å G���å .

�Ä�Å
S = {r1, r2, · · · , rn}

Þ d Ã p
?�Ý�Ä

,
Á u�æ ~�>�?�Ý�Ä ,

}�¦�/�ç � , f > o t¿�� � P n Ý�Ä1M G v�Z�Q�R�B�S�T�V�W Ó j�®�¯�m^V G�è , é�ê ¿�� ��f p o t�P�Ä�Å S
M G n

?�Q�R
B�S�T�V�W

, µ ã���� n @�A�B�S�T z�{�G >�? á�Ò Ç . ë�ì���È�í�î ,
= � 3 ï M â���p ' G @�A�B�S�T

ß�à , µ Ý�Ä�Þ d�ß�à�G <�Ü ,
*�ð�>�ñ d�ò ,1ó n�ß�à�G Ê�ô�.�/ .

3 õ4ö4÷4ø4ù4ú:ûýüýþ:7ý8ý9
Ý�Ä�Þ d�ß�à�G�ÿ O í�î�| �Q�R�B�Ä�Å ë�ì -���. S = {r1, r2, · · · , rn}

Þ d Ã p
?�Ý�Ä

,
Þ d�G���À
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|�� , n Ý�Ä1M�v�Z G Q^R�B^Y^� �^f > o t�S^T^V�W Ó j^®^¯�m^V . ±�� ¿�� f p o t�P�v�Z�Q�R�B�ST�V�W

.
x�y�����]��������

: (1) d�ò *�,1ó�> o t�� � S�T � Q^R�B^���^S�T^·�¸���� G��^d���� ; (2)Ý�Ä G Þ d���å , ��G�|�� ,���� (1)
M ��d�����G � ���  � Ä�Å�Þ d Ã�����½ G Ý�Ä ; (3) d�ò Þ d�G ÝÄ Ï�� Ä�Å G�� K ,

ð�>�ñ�,1ó n�ß�à�G .�/ , µ ,1ó n�ß�à v�N�O G t o�� j��������^½�N�O^t o^��G� 
� .

3.1 !�"�#�$�%�&�'�(�)*�+ d^ò *^,Õób> o t^� � S^T � Q^R^B^�^�^S^T^·^¸���� G��^d^��� .
Á u^â a G Q^R^B^�^�^S^T·�¸ G Ä�Å S = {r1, r2, · · · , rn},

}�¦�� � ,1ó f > o t�/�ç�P n Ä�Å1M�Á�A G v�Z�Q�R^B�S�T�V^W Ó j��®�¯�m�V
, é�ê�, Á u Ä�Å S = {r1, r2, · · · , rn},

F�=�> o t G ��-/. Ñ�0�1 . 2�3�G���å�| <�Ü � >�U���-
G . Ñ�0�1^�^å P^¬ n

?^Q^R^B^S^T^V^W
,
*^,Õó54 f^n^�^å /^ç � ,^v^Z G Q^R^B^Y^j^�^m^V .

= Û�6
[8]
M

, â�� ��>�?�F�=�> o t G ��-/. Ñ�0�1�G���d���� , 7�8 D 1.9�:
1[8] â a S = {r1, r2, · · · , rn}, r1 ≤ r2 ≤ · · · ≤ rn, ;

S1 = {r1, r2, · · · , rm1}, rm1 < 2r1 ≤ rm1+1

S2 = {rm1+1, rm1+2, · · · , rm2}, rm2 < 22r1 ≤ rm2+1

...
...

Sk = {rmk−1+1, rmk−1+2, · · · , rmk
}, rmk

< 2kr1 ≤ rmk+1

Sk+1 = {rmk+1, rmk+2, · · · , rn}, rn < 2k+1r1

� m1

r1
+ m2−m1

2r1
+ · · · + n−mk

2kr1
≤ 1 � ,

F�=�> o t G ��-/. Ñ�0�1 .

°�u�8 D 1
M â���G���d���� 0=<�>�? ,

j ��u 4 f ,
= ±�@�A�È�Ú�Û = 8 D 2

M â�� ��>�?�<�B�C G
��d���� .9�:

2 � Q�R�B G ����S�T�·�¸ S = {r1, r2, · · · , rn}, r1 ≤ r2 ≤ · · · ≤ rn

��� ∑n

i=1
1
ri

≤ 1
2 � ,

F�=
> o t G ��-/. Ñ�0�1 .D�E *�+ f�²�Ò�u�8 D 1 G���å a�F S1, S2, · · · , Sk+1. Î P rj ≤ 2ir1,

-1M
rj ∈ Si, µ Si

M�v�Z GG�H Y�� u�I�u 2ir1, é�ê 1
r1

+ 1
r2

+ · · ·+ 1
rn

≥ m1

2r1
+ m2−m1

22r1
+ · · ·+ mk−mk−1

2kr1
+ n−mk

2k+1r1
, J Z ∑n

i=1
1
ri

≤ 1
2 ,v � m1

2r1
+ m2−m1

22r1
+ · · · +

mk−mk−1

2kr1
+ n−mk

2k+1r1
≤ 1

2 ,
� ¶ m1

r1
+ m2−m1

2r1
+ · · · + n−mk

2kr1
≤ 1.

°K8 D 1
�ML

, ±M� F = > o t G �M-/. Ñ�0�1 . ° ± ¶ , � Q R B G � ��S�T ·�¸ S = {r1, r2, · · · , rn}��� ∑n

i=1
1
ri

≤ 1
2 � ,

F�=�> o t G ��-/. Ñ�0�1 .
,�N

.4 f�8 D 2
M G���d���� ,

<�Ü ����G Ý�Ä�Þ d�ß�à�f�u Þ d Q�R�B�Ä�Å ,
* ¶ ��@�A�B�N�O G t o�� .

!�"�#�$�%�& :

Step 1
Á u�â a G Q�R�B�����S�T�·�¸�Ä�Å S = {r1, r2, · · · , rn}, r1 ≤ r2 ≤ · · · ≤ rn, ë�ì 1

ri
> 1

17

]
1
ri

≤ 1
17

�Ä�Å
S = {r1, r2, · · · , rn}

Þ d Ã H ?�Ä�Å S′ = {r1, r2, · · · , rn∗−1}
]

S′′ = {rn∗ , rn∗+1, · · · , rn},-1M
1

rn∗
−1

> 1
17 , 1

rn∗

≤ 1
17 .

Step 2
�Ä�Å

S′ = {r1, r2, · · · , rn∗−1} ë�ì�����O�À Þ d Ã�P�?�Ý^Ä : Q r1 R�S ,
*�+��T�U G r1?^Q^R^B^Þ d �^Ä^Å S1 = {r1, r2, · · · , rk1−1},

Ä^Å
S1

M G�H G ? � P |S1| = r1;
¨ � �T�U G rk1

?
Q�R�B�Þ d ��Ä�Å S2 = {rk1 , rk1+1, · · · , rk2−1},

Z
|S2| = rk1 ; ��±�²�³ ,

�T�U G rk(p1−1)

?�Q�R�B�Þ d�^Ä^Å
Sp1 = {rk(p1−1)

, rk(p1−1)+1, · · · , rkp1−1},
Z

|Sp1 | = rk(p1−1)
;
� � ^j�� rkp1

?^Q^R^B^Þ d �^Ä^Å
Sp∗ = {rkp1

, rkp1+1, · · · , rn∗−1},
Z

|Sp∗ | < rkp1 V�W |Sp∗ | = 0( � kp1 = n∗ � ). X�±���å �Ä�Å S′
Þ d Ã�

p1 + 1
?�Ý�Ä�Å

.

Step 3
�Ä�Å

S′′ = {rn∗ , rn∗+1, · · · , rn} ë�ì�����O�À Þ d Ã�P�?�Ý�Ä : Q rn∗ R�S ,
}�¦ ∑t1−1

i=n∗

1
ri

≤
1
2 , Ó ∑t1

i=n∗

1
ri

> 1
2 , À �¬�T�U G t1 − n∗

?�Q�R�B�Þ d ��Ä�Å Sp1+1 = {rn∗ , rn∗+1, · · · , rt1−1}
M

;
¨ �

Q rt1 R�S ,
}^¦ ∑t2−1

i=t1
1
ri

≤ 1
2 Ó ∑t2

i=t1
1
ri

> 1
2 , À ^¬�T�U G t2 − t1

?^Q^R^B^Þ d �^Ä^Å Sp1+2 =

{rt1 , rt1+1, · · · , rt2−1}
M

; ��±�²�³ , Q rt(p2−1) R�S ,
}�¦ ∑tp2−1

i=t(p2−1)

1
ri

≤ 1
2 Ó ∑tp2

i=t(p2−1)

1
ri

> 1
2 , À �¬�TU G tp2 − t(p2−1)

?�Q�R�B�Þ d ��Ä�Å Sp1+p2 = {rt(p2−1)
, rt(p2−1)+1, · · · , rtp2−1}

M
;
� � v�Z�Y ��G Q�R�B��� ∑n

i=tp2

1
ri

≤ 1
2 ,
�-�Þ d ��Ä�Å Sp∗∗ = {rtp2

, rtp2+1, · · · , rn}
M

. X�±���å �Ä�Å S′′
Þ d Ã�� p2 + 1?�Ý�Ä�Å

.

Step 4 Z�[ Step 2
]

Step 3,
Ä�Å

S = {r1, r2, · · · , rn}
× Þ d Ã�� p1 + p2 + 2

?�Ý�Ä�Å
, d�e�f 1
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o t�P 1
?�Ý�Ä�Å1M G Q�R�B�S�T�V�W , {S1, S2, · · · , Sp1 , Sp1+1, · · · , Sp1+p2 , Sp∗ , Sp∗∗}

��P�N�O
p1 + p2 + 2

o t .Ý�Ä�Þ d�ß�à *�+��Q�R^B�Ä^Å�Þ d Ã^� H ?^Ä�Å S′
]

S′′,
Á u Ä�Å S′ G�r D�s å , Î P� æ�t�G

ri

?�����S�T�·�¸�P
ri G Q�R�B�u�v�>�?�Ä�Å ,

� ��f > o t�ð�-�S�T Ó j��^m�V ( n t � ri

P�·�¸
,
>

?�·�¸xw�X�_ d�e P�j�q G Q�R^B^S�T^V^W ),
v ��f > o t�y�a ¾ � � P ri

?�����S�T�·�¸�j�� u ri GQ�R�B�S�T
, µ � ��� , f Step 2 G���å v�Þ d�G X�>�?�Ý�Ä�ÅÕM G Q^R�B^Y�� ��f > o t^S�T^V�W Ó j��®�¯�m�V
. p�z . Ñ�0�1���å :


S′
Þ d�G�æ�t >�?�Ý�Ä Si

M�v�Z G G�H�{�| Ã Si

M G�� >�? G�H , �
± P�·�¸�X�_�P�j�q G Q�R�B�S�T�V�W .

Á u Ä�Å S′′ G�r D�s å , °=8 D 2 � ,���>�?�Ý�Ä�Å1M G Q�R�BY�� ��f > o t�S�T�V�W Ó j���®�¯�m�V . p�z . Ñ�0�1���å ��}�~ 8 D 1
v�Á�A G�í�� , µ  S′′

M G�æ
t rj(rj ∈ Si)

{�| Ã
2i−1r1,

¨ ��� 2i−1r1

P�·�¸�P
rj

S�T�V�W
.

��È <�Ü G Ý�Ä�Þ d�ß�à�â�� ����a�@�A�B�N�O G t o���G���å ,
4 f�n�ß�à � ��¶ � n @�A�B�S�T z

{�G >�?���-�Ç , n Ç�*�����Ê�Ç , Î�±�n�ß�à�G Ê�ô�.�/���N�O���ð�>�ñ G�d�ò�Ï ,1ó .

3.2 %�&�����$��
Ú�Û�2 � d�ò Ý�Ä�Þ d�ß�à v â���G t o���Ï ��½�N^O G t o^��G 0=� ,

� d�ò�n�ß�à�G .�/ . µ � �
¶ � ä�f Ý�Ä�Þ d�ß�à v ¶ � G t o�� ��P�j���������½�N�O G t o���G� � , � ¨ n� �� �������1ó n�ß
à ��� .

*�+ d�ò ��½�N�O G t o�� ,
)�P10=< G�@�� .9�:

3
Á u�â a G Q�R�B�����S�T�·�¸�Ä�Å S = {r1, r2, · · · , rn},

@�A�B���½�N�O G t o�� P ∑n

i=1
1
ri

.

8 D 3 f�� , å������ ,1ó ,
= ± ,1ó=� Ñ���à . @�u�8 D 3,

* 2 � d�ò Ý�Ä�Þ d�ß�à�G�� D ,
=�a�D

1
M�,1ó�� n�ß�à�G .�/10 .��:

1
Ý�Ä�Þ d�ß�à�G .�/10�P 2.29, µ 4 f Ý�Ä�Þ d�ß�à v ¶ � G t o�� p1 + p2 + 2 Ï ��½�N�O Gt o�� ∑n

i=1
1
ri

��� � K�� p1 + p2 + 2 < 2.29×
∑n

i=1
1
ri

+ 2.D�E Z�[ Ý^Ä^Þ d^ß^à ,
Ä^Å

S = {r1, r2, · · · , rn}
× Þ d Ã H ?^Ä^Å S′ = {r1, r2, · · · , rn∗−1}

]
S′′ = {rn∗ , rn∗+1, · · · , rn}, ����d�e ,1ó p1 < 2.29×

∑n∗

−1
i=1

1
ri

]
p2 < 2.29×

∑n

i=n∗

1
ri

.

(1)
Ä�Å

S′ = {r1, r2, · · · , rn∗−1}
M

1
ri

> 1
17 ,
Á u�æ�t Ý�Ä�Å Sj , j ∈ {1, 2, · · · , p1} ,

<
rx

P n Ä�Å1M G
� > ? GMH , Î P n Ä Å MK� Z rx

? GMH
, é ê Z ∑

ri∈Sj

1
ri

≥ 1
rx

+ rx−1
16 , � rx = 4 � 1

rx
+ rx−1

16 � ¶ � �M� , µ
∑

ri∈Sj

1
ri

≥ 7
16 .


p1

?�Ä�Å1M G 1
ri

c�]
, À Z ∑kp1−1

i=1
1
ri

≥ 7
16p1, µ p1 < 2.29×

∑kp1−1

i=1
1
ri

≤ 2.29×
∑n∗

−1
i=1

1
ri

.

(2)
Ä�Å

S′′ = {rn∗ , rn∗+1, · · · , rn}
M

1
ri

≤ 1
17 ,
Á u�æ�t Ý�Ä�Å Sj , j ∈ {p1 + 1, p1 + 2, · · · , p1 + p2},

∑

ri∈Sj

1
ri

≤ 1
2 , Ó ∑

ri∈Sj

1
ri

+ 1
rk

> 1
2 ,
-1M

rk | Ý�Ä�Å Sj+1

M G�� >�? G�H , À Z ∑

ri∈Sj

1
ri

≥ 1
2 − 1

17 = 15
34 .


p2

?�Ä�Å1M G 1
ri

c�]
, À Z ∑tp2−1

i=n∗

1
ri

≥ 15
34p2, µ p2 < 2.27×

∑tp2−1

i=n∗

1
ri

< 2.29×
∑n

i=n∗

1
ri

.

° (1)
]

(2) G ,Õób��L p1 < 2.29 ×
∑n∗

−1
i=1

1
ri

]
p2 < 2.29 ×

∑n

i=n∗

1
ri

, Î^± � ¶ p1 + p2 + 2 <

2.29×
∑n

i=1
1
ri

+ 2,
a�D

1 ¶ , .

4 ���4849
����f >�?������1ó Ú�Û�����G Ý�Ä�Þ d�ß�à�G^p�z (�) . â a n = 35

?�Q�R�B G ����S�T�·�¸ G ÄÅ
S = {2, 4, 4, 6, 9, 12, 16, 17, 18, · · · , 18

︸ ︷︷ ︸

9 �
, 23, 25, · · · , 25

︸ ︷︷ ︸

15 �
, 30, 31} , z�{�| @�A�B�¼�½�N�O�P�½ o t���/�P�v�Z

G Q�R�B�S�T�V�W � � ¶ v�Z G Q�R�B�Y�j���m�V .

ë�ì�Ú�Û M ����G Ý�Ä�Þ d�ß�à ,
+��Ä�Å

S
Þ d Ã H ?�Ä�Å S′

]
S′′,
-1M

S′ = {2, 4, 4, 6, 9, 12, 16},

S′′ = {17, 18, · · · , 18
︸ ︷︷ ︸

9 �
, 23, 25, · · · , 25

︸ ︷︷ ︸

15 �
, 30, 31} .

Á u Ä�Å S′, °�u r1 = 2,
 ����G 2

?�Q�R�B�u�v�Ä�Å
S1,

Z
S1 = {2, 4}; ��Q r3 = 4 R�S ,

 �^�^G 4
?^Q^R^B�u�v^Ä^Å

S2,
Z

S2 = {4, 6, 9, 12}; °bu Ä^Å S′Y �^G G�H ? � ½ u r7 = 16 ,
�Y �^G^Ù�� G�H u�v^Ä^Å Sp∗

M
,
Z

Sp∗ = {16}.
Á u Ä^Å S′′, °bu

∑15
i=8

1
ri

≈ 0.45 < 1
2 , Ó ∑16

i=8
1
ri

≈ 0.503 > 1
2 ,


r8, r9, · · · , r15

�
8
? G�H u�v�Ä�Å

S3 = {17, 18, · · · , 18
︸ ︷︷ ︸

7 �
};

Q r16 = 18 R�S , °�u ∑26
i=16

1
ri

≈ 0.47 < 1
2 , Ó ∑27

i=16
1
ri

≈ 0.51 > 1
2 ,


r16, r17, · · · , r26

�
11
? G�H u�v



2676 ��������	�
����� � 32 �
Ä�Å

S4 = {18, 18, 23, 25, · · · , 25
︸ ︷︷ ︸

8 �
}; Q r27 = 25

�
r35 = 31, °�u ∑35

i=27
1
ri

≈ 0.35 < 1
2 ,
�Y ��G v�Z G�H u

v�Ý�Ä�Å
Sp∗∗ = {25, · · · , 25

︸ ︷︷ ︸

7 �
, 30, 31}.

�����Ä�Å
S
Þ d Ã�� 6

?�Ý�Ä�Å
{S1, S2, S3, S4, Sp∗ , Sp∗∗} ,

@�A�B

d�e�f 1 o t�P�>�?�Ý�Ä�Å1M G v�Z�Q�R�B�S�T�V�W , µ�� ��N�O 6 o t�P�v�Z G Q�R�B�S�T�V�W .

°=8 D 3
��L

,
Á u Ä�Å S,

��½�N�O G t o�� P ∑35
i=1

1
ri

≈ 2.69 . Î�±1° Ý�Ä�Þ d�ß�à v â���G t o
��Ï ��½�N�O G t o�� ������� � K�� 6 < 1.49× 2.69 + 2 , µ = n ���1M ,

Ý�Ä�Þ d�ß�à�G .�/10�P 1.49.

5 �� 
Ú^Û^�^� �^= VMI ¡ �ÕMbQ^R^B p Z^·^¸^.^N^c ,

@^A^B ä^f�¢ ª^S^T ß^à º^» � , � �^�^�^t o^�P �¤£�G @�A�B�S�T z�{ .
¨ � 4 f �v�Z�Q�R�B G Ä�Å�Þ d Ã�P�?�Ý�Ä�Å G�í�� ,

= � ,�X�?�Ý�Ä�Å1M GQ�R�B�Y�/�ç f > o t�S�T�V�W Ó j�®�¯�m�V G������ ,
�������t o���G @�A�B�S�T z�{�¥ | Ã���}�~�Q�R�B�Ä�Å�Þ d Ã�����/�½ G Ý�Ä^Å G^z^{ .

4 f�±�í�� , Ú�Û���� ��Ý�Ä�Þ d�ß�à ,
*�ð�>�ñ�,1ó�� n�ß

à v ¶ � G t o�� ��P�j���������½^N�O G t o^��G 2.29  . n x�y�¦�¦�� � P�W�§�[ ���x¨�� @^>�a GD�©�}�~
.=�ª�?�x�y�� Ñ M , É ã�> o t�F�=���-/. Ñ�0�1�� Q�R�B G ����S�T�·�¸�N�O���� G���d�����| > ?���

,
Z�� n�����G�� ,���/�Á�Ä�Å�ð�-�Å�D G Þ d ,

*�i�� � 4 f�n�����d�ò�� Ý�Ä�Þ d�ß�à�G .�/10 . Î
± ,
}�¦�� ��« ð�> o t�F�=���-/. Ñ�0�1�G��^d���� ,

}�,1ó � ∑n

i=1
1
ri

≤ x, ( 1
2 < x ≤ 5

6 ) � F�=�> o t
G ��-/. Ñ�0�1 ,

¿�� ��¶ ��.�/10=¬�� G^ß�à , Q�Ó ¬����Ç�� n @�A�B^S�T z�{ .
¬ | Z�®�ð�>�ñ�x�y

G w � .
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