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考虑振动模态耦合的结构声振特性
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摘要：为掌握结构辐射噪声控制机理，通过辐射阻抗计算方法的改进，给出声学特征量解析解，结合简支板案例研究

振动模态耦合项对结构声辐射特性的影响，给出噪声水平与结构振动时空分布的关系、以及改变振动时空分布的基

本原则和方法。
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　　板是广泛应用于舰船、航空、车辆、土木等工程领域的基
本结构单元，获得其声学特征量解析解，对掌握结构辐射噪

声控制机理具有普遍的意义。结构声振耦合问题的模态分

析中，辐射阻抗表示结构振动和辐射声场之间相互作用，成

为评价振动结构声辐射性能前提和关键，尤其是结构向重流

体中辐射时，需要快速、精确地计算模态辐射阻抗。比较代

表性的是将结构表面划分网格，利用波数近似以及傅氏变换

的方法求得单元辐射阻抗并求和［１］，然而稠密单元网格带来

巨大计算量的同时，严重制约了频率分析范围。而且，各阶

振动模态对结构声学量的贡献并不相互独立［２－４］。由此需

要改进辐射阻抗计算方法，进一步研究考虑振动模态耦合的

结构声振特性。在文献［５－７］的基础上，本文采用坐标变换
和级数逼近的方法，推导任意频率下简支板结构的模态辐射

阻抗，研究其声辐射特性随振动模态耦合的变化规律，为噪

声控制提供技术基础。

１　板结构声辐射模型

为利用经典的板结构振动和声辐射理论，获得结构辐射

噪声控制机理，首先建立结构的声辐射模型，分析板结构辐

射噪声产生原因及其组成。考虑嵌在无限障板中的矩形平

板，以角频率ω作简谐振动，法向振动速度为 ｖｘ，( )ｙ。假设
平板位于ｚ＝０平面，向无穷大空间辐射声波，选取空间中任
意一点Ａｘ，ｙ，( )ｚ，Ｂ ｘ，( )ｙ为平板上的点，声场介质密度为ρ，
声速为ｃ，如图１所示。



图１　嵌在无限障板中矩形板

　　由根据瑞利积分公式，声场中任意一点ｒｘ，ｙ，( )ｚ的声压

ｐ（ｒ）＝ｉωρ２π∫ｓｖ（ｘ′，ｙ′）ｅ
－ｉｋＲ

Ｒ ｄｘ′ｄｙ′ （１）

式（１）中，Ｒ＝ ｒ－ｒ′，为平板上任一点到声场点的距离，ｋ＝
ω
ｃ，为波数。矩形板表面法向振速 ｖｘ，( )ｙ表示为结构振动

模态的叠加，即

ｖ（ｘ，ｙ）＝∑
ｍ
∑
ｎ
ｕｍｎψｍｎ（ｘ，ｙ） （２）

表示成矩阵形式

ｖ（ｘ，ｙ）＝ψＴｕ （３）
式（３）中，ｕｍｎ为模态振速幅值，ψｍｎ振型函数。利用结构振动
表面处的声强积分，可以得到板结构辐射声功率：

Ｗ ＝ １２∫ｓＲｅｖ（ｒ）ｐ（ｒ）ｚ＝
{ }

０ ｄｘｄｙ （４）

将式（１）和（２）代入方程（４），则
Ｗ ＝ｕＨ{ }Ｒｕ （５）

式（５）中，Ｒ为声辐射阻即声功率传递矩阵，其第项元素：

Ｒｍｎ，ｍ′ｎ′＝
ｋρｃ
４π∫

ａ

０∫
ｂ

０∫
ａ

０∫
ｂ

０
ψｍｎ（ｘ，ｙ）ψｍ′ｎ′（ｘ′，ｙ′）

ｓｉｎｋＲ
Ｒ ｄｘ′ｄｙ′ｄｘｄｙ

（６）
　　由声场互易性原理知，辐射阻矩阵是对称矩阵，其对角
线元素对应自辐射阻，表示第（ｍ，ｎ）阶振动模态对声功率贡
献，非对角线项对应互辐射阻抗，表示第（ｍ，ｎ）与（ｍ′，ｎ′）阶
模态之间的耦合对声功率贡献。

为研究结构振动模态耦合对辐射声功率的影响，将

其记：

Ｗ ＝∑
ｍ
∑
ｎ
Ｒｍｎ，ｍｎ ｕｍｎ

２＋∑
ｍ′
∑
ｎ′
Ｒｍｎ′，ｍ′ｎＲｅｕｍｎｕ( ){ }ｍ′ｎ′

（７）
可知声功率由两部分组成，其一是各阶振动模态自身产生的

自辐射声功率，即

Ｗｍｎ，ｍｎ ＝Ｒｍｎ，ｍｎ ｕｍｎ
２ （８）

是正定矩阵，其特征值恒为正，则对角线元素Ｒｍｎ，ｍｎ＞０，对于
任意的模态振动速度 ｕｍｎ≠０恒有 Ｗｍｎ，ｍｎ＞０，故各阶模态的
自辐射声功率将增强结构的总辐射功率。

其二是，声场使得振动模态发生耦合，模态耦合产生互

辐射声功率。将第与阶模态振速表示为，则

Ｗｍｎ，ｍ′ｎ′＝Ｒｍｎ，ｍ′ｎ′ ｕｒｕ′ｒ＋ｕｉｕ′( )
ｉ ＋ｉｕｉｕ′ｒ－ｕｒｕ′( )[ ]

ｉ

Ｗｍ′ｎ′，ｍｎ ＝Ｒｍ′ｎ′，ｍｎ ｕｒｕ′ｒ＋ｕｉｕ′( )
ｉ ＋ｉｕｒｕ′ｉ－ｕｉｕ′( )[ ]

ｒ

（９）

可以看出，和虚部相抵消，互辐射声功率：

Ｗｍｎ，ｍ′ｎ′＋Ｗｍ′ｎ′，ｍｎ ＝２Ｒｍｎ，ｍ′ｎ′ ｕｒｕ′ｒ＋ｕｉｕ′( )
ｉ （１０）

式（１０）中，互辐射阻 Ｒｍｎ，ｍ′ｎ′是结构的固有属性，它与结构的
材料、尺寸、形状、以及边界条件与激励频率等因素有关，而

ｕｒｕ′ｒ＋ｕｉｕ′还与激励力位置和相位相关。因此，结构振动模
态间的耦合对辐射声功率的影响存在不确定性，需要进一步

从模态分析的角度比较自辐射阻抗与互辐射阻抗下的声学

特征量。

结构辐射效率是衡量结构声辐射能力的重要指标，定义

σ＝ Ｗ
ρｃＳ〈珋ｖ２ｎ〉

（１１）

式（１１）中，〈珋ｖ２ｎ〉表示结构表面法向振速均方值，对于矩形板

结构而言，〈珋ｖ２ｎ〉＝ ｖｎ
２／８。

根据式（８）、（１０）和（１１），求得第（ｍ，ｎ）阶结构振动模
态的自辐射效率

σｍｎ ＝
８
ρｃａｂ
Ｒｍｎ，ｍｎ （１２）

以及第（ｍ，ｎ）阶模态与第（ｍ′，ｎ′）阶模态间的互辐射效率

σｍｎ，ｍ′ｎ′＝
８
ρｃａｂＲｍｎ，ｍ′ｎ′

（１３）

２　模态辐射阻推导

研究典型的简支板模型，对不同边界和形状辐射体的声

振特性分析具有参考价值。简支板的振型函数ψｍｎ表示：
ψｍｎ（ｘ，ｙ）＝ｓｉｎαｍ( )ｘｓｉｎβｎ( )ｙ （１４）

式（１４）中，αｍ＝ｍπ／ａ，βｍ＝ｎπ／ｂ。
由于模态辐射阻表达式是四重积分，直接计算比较困

难，需运用坐标变换化简为二重积分。即令 ε＝ｘ－ｘ′，ν＝
ｙ－ｙ′，η＝ｘ＋ｘ′，τ＝ｙ＋ｙ′。根据模态数ｍ与ｍ′、ｎ与ｎ′的关
系，得到

Ｒｍｎ，ｍ′ｎ′＝
ｋρｃδ（ｎ′－ｎ）δ（ｍ′－ｍ）

４π
×

ｃ１Α１＋ｃ２Α２＋ｃ３Α３＋ｃ４Α{ }
４ （１４）

式（１４）中

δ（ｍ′－ｍ）＝
１ ｍ′＝ｍ
０ ｍ′－ｍ＝±１，±３，… ±（２ｌ－１）
２ ｍ′－ｍ＝±２，±４，… ±２

{
ｌ

（１５）
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ｂ

０∫
ａ

０

１

ａ－( )ε（ｂ－ν）

（ｂ－ν）
ａ－( )

{ }
ε

ｓｉｎαｍεｓｉｎβｎν

ｃｏｓαｍεｃｏｓβｎν

ｓｉｎαｍεｃｏｓβｎν

ｃｏｓαｍεｓｉｎβｎ
{ }

ν

×

ｓｉｎｋ ε２＋ν槡
２

ε２＋ν槡
２
ｄεｄν （１６）

　　１）在中低频情况下，考虑到解析解式（１６）的积分实现，

对
ｓｉｎｋ ε２＋ν槡

２

ε２＋ν槡
２
应用麦克劳林级数，并结合函数 ａ＋( )ｘｍ幂

级数展开式，可以得到辐射阻矩阵简化后的解析式：

７１高晟耀，等：考虑振动模态耦合的结构声振特性




Ｒｍｎ，ｍｎ ＝
ρｃａ２
４π∑

∞

ｐ＝０
∑
ｐ

ｑ＝０
ｓ^ｐｑＴｍ ２ｐ－２( )ｑＴｎ ２( )ｑ

Ｒｍｎ，ｍｎ′＝
ρｃａ２
４π∑

∞

ｐ＝０
∑
ｐ

ｑ＝０
ｓ^ｐｑＴｍ ２ｐ－２( )ｑＵｎｎ′ ２( )ｑ

Ｒｍｎ，ｍ′ｎ ＝
ρｃａ２
４π∑

∞

ｐ＝０
∑
ｐ

ｑ＝０
ｓ^ｐｑＵｍｍ′ ２ｐ－２( )ｑＴｎ ２( )ｑ

Ｒｍｎ，ｍ′ｎ′＝
ρｃａ２
４π∑

∞

ｐ＝０
∑
ｐ

ｑ＝０
ｓ^ｐｑＵｍｍ′ ２ｐ－２( )ｑＵｎｎ′ ２( )ｑ

（１７）

其中

Ｕｍｍ′ ２( )ｐ＝
δ( )ｍ′－ｍ
π（ｍ′２－ｍ２）

ｍＢｍ′ ２( )ｐ－ｍ′Ｂｍ ２( )( )ｐ

Ｔｍ ２( )ｐ＝∑
ｐ

ｒ＝１

（－１）ｍ＋ｒ２ｒ（２ｐ）！
（２ｐ－２ｒ＋２）！（ｍπ）２{ }ｒ ＋

　（－１）ｐ １－（－１）[ ]ｍ （２ｐ＋２）（２ｐ）！
（ｍπ）２ｐ＋２

（１８）

　　２）在高频情况下，波数增大时，式（１８）需要足够多的级
数展开项才能保证其截断误差，为此ｓｉｎ（ｍπε）和ｃｏｓ（ｍπε）
需用其泰勒级数展开替代，得到一组Ｂｍ（２ｐ）和 Ｔｍ ２( )ｐ的修
正式：

Ｂｍ（２ｐ）＝∑
∞

ｒ＝１

（－１）ｒ－１（ｍπ）２ｒ－１
（２ｐ＋２ｒ）（２ｒ－１）！

Ｔｍ ２( )ｐ＝∑
∞

ｒ＝１

（－１）ｒ－１（ｍπ）２ｒ－２（ｐ＋２ｒ－１）
（ｐ＋ｒ）（２ｐ＋２ｒ－１）（２ｒ－１）！

（１９）

３　案例分析

选取四边简支的薄板，其几何尺寸为 １ｍ×０．７５ｍ×
０００３ｍ，材料密度 ρ＝７８００ｋｇ／ｍ３，泊松比 υ＝０．３，弹性模
量Ｅ＝２．１×ｅ１１Ｎ／ｍ２，模态阻尼因子η＝０．０１，空气密度ρ０＝

１．２１ｋｇ／ｍ３，声速ｃ＝３４３ｍ／ｓ。
３．１　模态辐射阻抗变化规律

从图２中可以看出，变化趋势上，模态自辐射阻随波数
增大而变大，达到峰值后逐渐趋于１，模态互辐射阻与其相比
较小，在本征频率附近出现较大起伏振荡后趋于０；取值上，
自辐射模态阻恒为正，而模态耦合项可能为负，低阶模态间

的辐射阻明显大于高阶模态间辐射阻，并随着波数增加，各

振动模态之间的耦合项减弱，即在高频段，振动结构的辐射

声功率无需考虑模态之间的耦合作用。

　　图３为不同纵横比下模态自辐射和互辐射阻随波数变
化曲线。图（ａ）表明，随着纵横比的减小，自辐射阻的驼峰增
宽并向较高波数偏移；图（ｂ）利用第１阶模态的自辐射阻对
互辐射阻作归一化处理，可看出，两较宽薄板自辐射阻最大

值出现在ｋａ＝０处，矩形板变窄时，互辐射阻抗的峰值向高
波数偏移，印证模态耦合在低频段对方板的辐射特性影响显

著。以上两图反映了结构振动向声能的转化能力与振动面

的几何特征相关。

图２　模态自辐射与互辐射阻
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图３　纵横比对辐射阻影响

３．２　振动模态耦合对声辐射特性影响
考虑简支薄板在位置（ｘ０，ｙ０）处受集中简谐力Ｆｓｉｎ（ωｔ）

的激励，模态分析理论知其（ｍ，ｎ）阶模态速度表达式

ｕｍｎ ＝
ｉωＦψｍｎ（ｘ０，ｙ０）

ω２ｍｎ １＋ｉ( )η－ω[ ]２ Ｍｍｎ
（２０）

式 （２０）中，η为 阻 尼 损 耗 因 子，模 态 质 量 Ｍｍｎ ＝

∫
ａ
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ｂ

０
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结构模态辐射效率反映了简支板不同模态所辐射声功

率能力的大小。对应（１，１），（２，１），（３，１），（１，２）模态自辐
射效率为σ１１，σ２２，σ３３，σ４４，（１，１）阶模态与（３，１）阶模态的
互辐射效率为σ１４，（２，１）阶模态与（２，３）阶模态的互辐射效
率为σ２８，计算结果如图所４所示。

图４　模态自辐射和互辐射效率

　　由图４看出，低频时的各阶模态自辐射模态效率有较大
差异，模态阶数越高，其辐射效率越小。对于同一阶振动模

态，频率越高，波长越短，辐射效率愈大。（奇，奇）模态的自

辐射效率最高，（偶，奇）或（奇，偶）模态次之，（偶，偶）模态

的自辐射效率最低。随着波数的增大，各阶振动模态的自辐

射效率逐渐提高，最终趋向于１。对于振动模态的耦合，低频
时，模态（１，１）和（１，３）的互辐射效率仅（１，１）低于阶模态的
自辐射效率。高频时，各阶模态的自辐射频率均大于其互辐

射频率，表明结构（奇，奇）振动模态低频时有较强耦合作用，

高频时这种耦合相对振动模态自身的辐射声功率能力较弱。

　　为考虑结构振动模态耦合对辐射声功率的影响，分别在
矩形板（０．２５ｍ，０．１８７５ｍ）和（０．５ｍ，０．３５ｍ）处施加单位

大小的简谐激励力时，结构（偶，奇）振动模态（２，１）和（２，３）
之间耦合项对应的取值符号ｓｉｇｎ（ｗ２１，２３），如图５所示。从图
中可以看出，振动模态间的耦合对辐射声功率的影响与激励

频率和激励位置有关。在某段频率内，耦合项对辐射声功率

的贡献可能为负，如果适当调整模态振速的相位，式（１０）第
２项与第１项抵消，可以降低振动结构的辐射声功率，正是结
构有源噪声控制的机理，即在不改变系统的能量输入和耗散

的情况下，重置结构表面振速分布，使其成为弱辐射体［８］。

图５　不同激励位置的模态耦合项取值符号

　　图６给出了激励力作用在第一个位置时考虑模态间耦
合和不考虑模态间的耦合的辐射声功率曲线。两条曲线基

本吻合，模态耦合对辐射声功率的影响较小，仅在局部小幅

改变曲线的数值，此算例中的耦合作用可以忽略不计。所

以，抑制表面模态振速幅值，可减小结构的辐射声功率，达到

控制噪声的目的。模态耦合项与结构材料、尺寸、形状、边界

条件以及激励频率、位置和相位等因素都有关系，虽然难以

给出是否考虑模态耦合项的具体准则，但可看出它对结构声

振特性影响的程度较小。

　　取前１、２、４、６阶模态时的辐射声功率，如图７所示，可
以看出，在分析频段内选取较少数目的低阶振动模态可以保

证辐射声功率的计算精度。从侧面反映了，若在该频段进行

结构噪声的控制，仅对前 ｎ阶振动模态加以控制，便可显著
降低结构的辐射声功率。结构发生共振时，共振结构模态对

结构振动响应贡献最大，需对此共振模态予以控制。

９１高晟耀，等：考虑振动模态耦合的结构声振特性




图６　考虑模态耦合和不考虑模态耦合的辐射声功率

图７　结构各阶振动模态对声功率贡献

４　结束语

上述研究表明，采用坐标变换和级数逼近的方法计算模

态辐射阻抗计算方法是准确有效的，可用于任意频率范围的

结构振动和声辐射研究。振动模态耦合与结构几何和物理

参数、边界条件以及激励频率、位置和相位等因素有关，在不

改变系统的能量输入和耗散的情况下，可通过重置结构表面

振速分布的方式使其成为弱辐射体，并给出了改变振动时空

分布的基本原则和方法，为噪声控制提供了技术基础。
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