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基于 NSGA-Ⅱ算法任意分布参数刨链啮合运动精度
可靠性稳健设计

张　 强1,2,3,付云飞1

(1． 辽宁工程技术大学 机械工程学院,辽宁 阜新　 123000;2． 大连理工大学 工业装备结构分析国家重点实验室,辽宁 大连　 116023;3． 中国煤

矿机械装备有限责任公司,北京　 100011)

摘　 要:将可靠性优化设计理论、可靠性灵敏度技术和稳健设计方法相结合,讨论了具有任意分布

参数的刨煤机刨链与链轮运动精度可靠性稳健设计问题,提出了可靠性稳健设计的数值计算方法,
在基本随机参数的前四阶矩已知的情况下,采用 NSGA-Ⅱ算法编制计算机程序实现刨链啮合运动

精度可靠性稳健优化设计,基于所建立的刨链啮合运动模型,给出运动机构的稳健优化设计实例,
验证该方法能够准确得到刨链啮合运动机构的设计信息。
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Reliability-based robust design for kinematic accuracy of the plow plane
chain mesh with arbitrary distribution parameters base on NSGA-II algorithm
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Abstract:By combining the reliability-based optimization design theory,the reliability sensitivity technique and the ro-
bust design method,the reliability-based robust design for the kinematic accuracy of the plow chain with arbitrary dis-
tribution parameters was discussed extensively. Subsequently,a numerical method for reliability-based robust design
was proposed. Under the condition that the first four moments of basic random parameters are available,NSGA-II algo-
rithm computer programs based on this model can be used to complete the reliability-based robust design for kinematic
accuracy of plow chain accurately and quickly. Based on the proposed models,an example shows that the proposed
method is practical and effective.
Key words:plow chain;kinematic accuracy;reliability-based robust optimization;sensitivity;NSGA-II algorithm

　 　 在传统的机构分析和设计过程中,研究者经常采

用确定的研究模型,然而机构构件在加工过程、装配

过程中难免产生误差,机构在使用过程中,还会出现

热变形、装配误差、啮合受力不均衡等客观因素影响,
因此,在实际使用时候,理论上可行的结构,往往结构

尺寸的偏差,很难达到设计要求,在设计结构时,设法

减轻它们对加工精度对可靠性的影响却是相对容易,
也就是对结构加工精度可靠性稳健设计,把结构精度

可靠度和可靠性灵敏度加入到目标函数之中,使设计

所得结构在具有高精度的同时具有较高的加工精度

可靠性和稳健性。 东北大学的张义民、黄贤根、贺向

东等[1-3]将可靠性设计理论、可靠性灵敏度技术和稳

健设计方法相结合,讨论平面连杆机构运动精度可靠

性稳健问题,提出了数值计算方法。 长沙大学郭惠昕

等[4-7],考虑杆的制造误差和运动间隙的影响,提出

平面连杆机构稳健设计方法。 华东交通大学程贤福
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等[8-10]采用独立公差和信息公差等稳健设计关系,建
立公差设计与文件设计的数学模型。 湖南科技大学

岳文辉等[11-13]提出基于系统性能稳健偏差的文件设

计优化方法。 上海交通大学郑丞等[14-17] 结合合作博

弈理论和装配产生公差稳健理论,提出一种 NASH 仲

裁均衡的公差稳健设计方法。 日本学者田口光一博

士提出稳健设计方法,并很快在汽车行业得到了广泛

应用,取得了良好的效果,随后欧美等国家掀起了研

究稳健设计的热潮[18-21]。 本文综合考虑加工精度、
可靠性以及可靠性稳健要求,结合可靠性优化设计、
可靠性灵敏度设计和稳健设计理论,采用随机摄动

法、Edgeworth 级数方法,以工程中刨煤机刨链与链轮

啮合运动为例,提出一种结构配合加工精度可靠性稳

健设计的数值计算方法[22-24]。

1　 刨链的运动精度模型

设刨链的输入、输出关系可由一组独立的运动方

程描述 F(U,V,L)= 0,其中,F 为独立运动方程组;U
为机构输出参数向量;V 为机构输入参数向量;L 为

机构结构件参数向量。
采用矩阵法对机构运动精度分析得出:

∂F
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ΔU = AΔY
式中,A 为灵敏系数矩阵;ΔY 为基本设计参数误差向

量。

2　 可靠性稳健设计

要计算可靠度或失效概率,需要知道概率密度函

数或联合概率密度函数。 但是由于缺少足够的试验

数据,很难精确地确定设计参数的分布规律,即使是

近似地指定概率分布,在大多数情况下也很难进行积

分计算而获得可靠度或失效概率,而数值积分往往是

不实用的。 对于无法确定分布概型的情况,但有足够

的资料来确定设计参数的前四阶矩(即均值、方差和

协方差、三阶矩、四阶矩)时,作为可供选择的实用方

法,可采用摄动法求得可靠性指标,然后应用四阶矩

技术和 Edgeworth 级数及相应的经验修正公式[22-24]

把未知的状态函数的概率分布展开成标准的正态分

布表达式,进而可以确定机械结构件的可靠度。 根据

Edgewort 级数方法,可以把服从任意分布的标准化了

的随机参数的概率分布函数近似地展开成标准正态

分布函数,即
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　 　 H j(y)为 j 阶 Hermite 多项式,其递推关系为
H j +1(y) = yH j(y) - jH j -1(y)
H0(y) = 1,H1(y) = y{

　 　 Edgeworth 级数可以任意精确地逼近随机参数的

真实分布,通常取级数的前四项即可得到较好的近

似。 但是由于只取了级数的前四项,有时所模拟的近

似分布函数与真实分布函数的偏差会使可靠度出现

R>1 的情况。 计算实践表明,当有 R>1 情况出现时,
采用下述经验修正公式要比使用 Edgeworth 级数所

获得的计算结果更接近于 Monte Carlo 数值模拟结

果;当没有 R>1 情况出现时,Edgeworth 级数可以获

得足够精确的解。

R∗(β) = R(β) - R(β) - Φ(β)
{1 + [R(β) - Φ(β)]β} β

　 　 可以看出,在推导过程中放松了对随机参数的分

布概型的限制,使之更接近于工程实际。
当设计要求为 P { g (X) ≥0} ≥R0 时,有 R =

P{g(X)≥0}≥R0,这里 R0 是给定约束应满足的概

率值,可靠度 R 由前述的 Edgeworth 级数或经验修正

公式获得。 概率优化设计模型就可以近似地转化如

下的确定型模型来求解,即

min f(X) = E f(X){ } = f(X
-
)

R ≥ R0

qi(X) ≥ 0,( i = 1,…,l)
h j(X) = 0,( j = 1,…,m)

　 　 则结构稳定可靠性稳健设计问题可转为如下数

学模型,即

min f(X) = ∑
n

k-1
wk fk(X

-
)

R - R0 ≥0,qi(X
-
) ≥ 0　 　 ( i = 1,…,l)

式中,wk 为分目标 fk(X
-
)的加权因子,wk≥0,其值决

定于各目标函数的数量级及重要程度,本文采用加权

组合法来确定加权因子,取 f1 (X
-
) 为刨链的质量,

f2(X
-
)为结构的稳定可靠度对设计参数向量 x = (x1 　

x2 　 …　 xn) T 均值的灵敏度的平方和然后开方;R0

为给定应满足要求的可靠度;qi(X
-
)为不等式约束。

3　 刨链可靠性稳健优化设计

在绝对坐标系下,链轮在任意时刻的运动可以链
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轮中心三维坐标系 O0 在绝对坐标系 Oxyz 的 x,y,z
轴的移动 u0,v0,w0 和链轮在绝对坐标系下的方向角

φ0,θ0,ψ0 确定。
q0 = {u0,v0,w0,φ0,θ0,ψ0} T = { s0,Φ0} T

　 　 链条缠绕链轮转动,绕 z 轴转动 ψ 角度,在 x,y
轴不转动,因此在动坐标系下的链轮的角速度矢量为

ω0 = Aψex0 + Aψey0 + ψ′ez0

式中,ex0,ey0,ez0 分别为沿着坐标轴 x0,y0,z0 的单位

矢量。

Aψ =
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　 　 链环 j 的坐标中心 O j
h 沿着绝对坐标系 Oxyz 的

x,y,z 轴的移动 u j
h,vjh,w j

h 和链环在绝对坐标系下的

方向角 φj
h,θ j

h,ψ j
h 确定。 其运动坐标为 q j

h = {u j
h,vjh,

w j
h,φ j

h,θ j
h,ψ j

h} T = {sjh,Φ j
h} T,j = 1,2,…,Z,Z 为与链

轮啮合的链环的数量。
由图 1 可以得出链轮、链环的位置矢量关系为

sjh = s0 + Ahs′j0h
式中,s0 ={u0,v0,w0} T,sjh ={u j

h,vjh,w j
h} T 为链轮、链环

在绝对坐标系下 Oxyz 的位置矢量;s′j0h = { u′j0h,v′j0h,
w′j0h} T 为链环几何中心在链轮坐标系下的相对位置

矢量;Ah 为绝对坐标系到链轮坐标系的方向变化矩

阵。

图 1　 刨链与链轮啮合

Fig． 1　 Plan chain and sprocket meshing

如图 1 所示刨链运动机构,以刨链中点的位置坐

标 M(x,y)和输出角度 φ0,θ0,ψ0 为研究对象,则输出

向量可表示为 U=[x,y,φ0,θ0,ψ0],输入运动参数为

V=ω0,结构参数(设计参数)向量为 L=[ t,l,r] T。
采用右手定则,角度的拟时针方向为正,且矢量

角度总是在其根部而非头部度量,可建立刨链运行机

构输入与输出关系的均值模型:

F =

x - cos(φ0 + ωi
0)

r + t
2

sin φ0

y - sin(φ0 + ωi
0)

r + t
2

sin φ0

φ0 - ωi
0

θ0 - ωi
0 + π

4

ì

î

í

　 　 由该均值模型即可求出有关雅克比矩阵,对刨链

运行机构进行精度可靠性稳健设计,得出设计变量的

几何尺寸。

4　 数值算例

用可靠性稳健设计方法设计如图 1 所示的链轮

与刨链运动机构,使点 M 的轨迹经过表 1 中的 8 点,

已知啮合运动机构角速度 a·1 =10 rad / s,刨链及链轮

的加工误差一般服从正态分布,而刨链结合尺寸为刨

链加工尺寸与链轮加工尺寸差值的绝对值,即刨链的

结合尺寸服从正态分布规律;链轮旋转加速度服从正

态分析,刨链绕链轮旋转加速度服从任意分布,啮合

旋转角加速度为链轮旋转加速度与刨链绕链轮旋转

加速度差值的绝对值,即啮合旋转角加速度服从任意

分布,其前四阶矩为

ä1 = 0 rad / s2,6． 400 0 × 10 -3 rad2 / s4, - 1． 232 ×
10 -3 rad3 / s6,5． 979 7 × 10 -4 rad4 / s8

　 　 点 M 的坐标( x,y)运动精度误差的允许值为

δ1 =0． 001 mm,δ2 = 0． 000 5 mm。 要求设计机构在整

个啮合过程中 M 点的输出坐标的可靠度为 R≥
0． 999;点轨迹精确地经过 1 和 8 点两个位置。

表 1　 点 M 的理想轨迹

Table 1　 Prospective locus of point M

序号 a1 / ( °) X∗ / mm Y∗ / mm

1 10 -22． 660 142． 206
2 25 -95． 077 107． 073
3 40 -123． 634 72． 127
4 55 -142． 045 -8． 568
5 70 -133． 229 -52． 019
6 85 -87． 674 -108． 253
7 100 -40． 917 -138． 064
8 115 41． 636 -136． 345

4． 1　 设计变量

啮合运动机构几何尺寸的标准差根据公差标准

705
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确定,一般情况公差尺寸为名义尺寸的 0． 001 5 倍,
这里取公差尺寸的 3σ 水平,则变差系数 c= 0． 000 5,
因此刨链的几何尺寸的均值为基本设计变量。
4． 2　 建立目标函数

以点 M 轨迹偏差最小为设计目标,则

f1(x) = ∑
8

1
[(xi

M - x∗( i)
M ) 2 + (yi

M - y∗( i)
M ) 2]

式中,(xi
M,x∗( i)

M )和(yi
M,y∗( i)

M )分别为点 M 实际经过

位置的坐标以及理想情况下应经过位置的坐标。
以机构在各位置处的运动精度可靠度满足设计

要求为设计目标,则
f2(x) = (min R( i)

x - Rx0) 2 + (min R( i)
y - Ry0) 2

式中,R( i)
x ,R( i)

y 为在 i 位置处点 M 轨迹在 x,y 轴方向

的运动精度可靠度;Rx0,Ry0 为点 M 轨迹在 x,y 轴方

向的所求的可靠度。
以特定位置处啮合运动精度可靠度对基本设计

变量均值的灵敏度最小为设计目标,则

f3(x) = ∑
i = 1,8

∑
6
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式中,
∂R( i)

xL

∂X j
,
∂R( i)

yL

∂X j
表示在 i 位置处点 M 轨迹满足下

限 Δx≤δ1 和 Δx≤δ2 时,运动精度可靠度对设计参数

均值的灵敏度;
∂R( i)

xU

∂X j
,
∂R( i)

yU

∂X j
表示在点 M 轨迹在满足

上限 Δx≥-δ1 和 Δx≥-δ2 时,运动精度可靠度对设计

参数均值的灵敏度。
4． 3　 建立约束条件

x - cos(φ0 + ωi
0)

r + t
2

sin φ0
≤0

y - sin(φ0 + ωi
0)

r + t
2

sin φ0
≤0

φ0 - ωi
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θ0 - ωi
0 + π

4
≤ 0

点 M 轨迹要精确经过 1,8 两个位置,则
x1
M = - 22． 660

y1
M = 142． 206

x8
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y8
M = - 136． 345
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4． 4　 优化求解

由设计变量、目标函数和约束条件建立优化设计

模型,并采用 NSGA-Ⅱ主程序算法(非支配排序算法

的多目标进化算法,采用的精英保留策略是通过保留

父代的全部个体完成,这样不仅增加了算法的计算复

杂度,同时,由于其父代是经过锦标赛选择后得到的,
有可能真正的最优解没有被选择到,从而降低算法的

收敛性)编制计算机程序求解,NSGA-Ⅱ主程序算法

是将随机初始化一个父代种群 P0,并将所有个体按

非支配关系排序且指定一个适度值,然后采用选择、
交叉、变异算子产生下一代种群 Q0,大小为 N,其流

程图如图 2 所示。

图 2　 NSGA-Ⅱ流程

Fig． 2　 NSGA-II flow diagram

首先将第 t 代产生的新种群 Qt 与父代种群 P t 合

并组成 R t,种群大小为 2N,然后 R t 进行非支配排序,
产生一系列非支配集 F i 并计算排挤度。 由于子代和

父代个体都包含在 R t 中,则经过非支配排序以后的

非支配集 F1 中包含的个体是 R t 中最好的,先将 F1

放入新的父代种群 P t+1 中,如果 F1 的大小小于 N,对
F3 中的个体进行排挤度排序,取前 N- P t+1 个个体,
使 P t+1 个体数量达到 N。 然后通过遗传算子(选择、
交叉、变异)产生新的子代种群 Qt+1。

使用 NSGA-Ⅱ主程序算法,对某型号刨煤机刨

链进行优化计算,设置 NSGA-Ⅱ算法的控制参数为:
种群大小为 600,交叉概率为 0． 85,变异概率为 0． 15,
最大进化代数为 100 代,经过 100 次迭代获得 Pareto
最优解集,得到点 M 的轨迹及其运动精度可靠度(表
2)。
4． 5　 实验测试分析

实验在大型工矿装备辽宁省重点实验室刨煤机

的试验台上进行(图 3),根据链轮的应力分布分析在

齿根过渡圆角处敷设应变传感器,并将测试装置直接

安装于被测链轮齿轮测试点附近,使传感器和检测装

置与被测链轮一起运动(在链轮伸出轴端加装集流
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表 2　 点 M 的轨迹及其运动精度可靠度

Table 2　 Kinematic accuracy reliability and locus of point M

序号 a1 / ( °) X / mm Y / mm Rx Ry

1 10 -22． 660 142． 206 0． 999 918 958 8 0． 999 965 188 0
2 25 -95． 077 107． 073 0． 999 954 990 4 0． 999 953 584 3
3 40 -123． 634 72． 127 0． 999 977 086 4 0． 999 932 714 6
4 55 -142． 045 -8． 568 0． 999 984 995 2 0． 999 930 293 4
5 70 -133． 229 -52． 019 0． 999 987 866 3 0． 999 954 667 5
6 85 -87． 674 -108． 253 0． 999 980 804 3 0． 999 973 848 9
7 100 -40． 917 -138． 064 0． 999 937 553 8 0． 999 997 034 5
8 115 41． 636 -136． 345 0． 999 968 533 6 0． 999 991 160 2

图 3　 实验流程

Fig． 3　 The test flow diagram

环,避免链轮运转测试过程中应变片引出线会被拉

断,无法测试到应变信号)。 装置具有数据自动存储

功能,无需任何其它设备,也没有外部引线,即可完成

测试工作。 在进行测试时,先让被测链轮进入正常工

作状态,然后用光控开关控制检测装置开始工作,将
链轮处的应力变化记录下来。 测试结束后,取下装

置,由计算机通过接口读出装置记录的数据,经过处

理,即可得到啮合应力变化。
采用啮合应力最大点测试方法分析链条与链轮

的啮合点情况,图 4 中 R1,R2 为工作片;R3,R4 为补

偿片。 链轮齿根圆角 1 和 2 分别产生正应变和负应

变,形成 R1 为电桥正桥臂,R2 为电桥负桥臂。 R3,
R4 粘贴在与链轮材料相同的悬臂梁上,悬臂梁用环

氧树脂粘贴在链轮不产生应变的部位,使 R3,R4 不

产生应变只起温度补偿作用。 采用该方法测试得 M
点运动位置的应力变化数据(一般认为应力最大的

点为链条与链轮啮合点),得到啮合等效应力分布

点(表 3)。 并得到理论与实际测试(图 5)的啮合点

对比曲线如图 6 所示。

图 4　 应变片布置示意

Fig． 4　 Strain gauge sketch

表 3　 啮合等效应力分布点 M 的轨迹

Table 3　 Engagement stress locus of point M

序号 a1 / ( °) X′ / mm Y′ / mm ∣ X-X′∣ / mm ∣ Y-Y′∣ / mm ∣ S ∣ / mm

1 10 -22． 659 6 142． 205 8 0． 000 4 0． 000 2 0． 000 447
2 25 -95． 076 9 107． 072 8 0． 000 2 0． 000 2 0． 000 282
3 40 -123． 634 5 72． 127 3 0． 000 5 0． 000 3 0． 000 583
4 55 -142． 045 9 -8． 568 9 0． 000 9 0． 000 9 0． 001 772
5 70 -133． 230 5 -52． 020 8 0． 001 5 0． 001 8 0． 002 343
6 85 -87． 675 8 -108． 254 2 0． 001 8 0． 001 2 0． 002 163
7 100 -40． 918 1 -138． 065 0 0． 001 1 0． 001 0 0． 001 486
8 115 41． 636 5 -136． 345 3 0． 000 5 0． 000 3 0． 000 583

5　 结　 　 论

(1)以刨链与链轮啮合点轨迹偏差最小、运动精

度可靠度最高、啮合运动精度可靠度对基本设计变量

均值的灵敏度最小为设计目标,采用 NSGA-Ⅱ主程

序算法,提出一种能够很好解决具有任意分布参数的

刨链啮合运动机构精度可靠性稳健设计方法。
(2)实验与仿真结果表明:M 点的运行精度得到

提高,在 x 方向上运动可靠度最大为 0． 999 980 804 3,
在 y 方向上运动可靠度最大为 0． 999 997 034 5;实测

的啮合点位置与理论点的最大位置误差为 0． 002 163,
刨链与链轮啮合点与理论分析点基本一致,这就验证
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图 5　 啮合点 M 运动轨迹测试试验

Fig． 5　 The motion M accuracy test

图 6　 啮合点的对比曲线

Fig． 6　 Meshing point contrast curves

刨链啮合运动机构精度可靠性稳健设计方法是可行

的。
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