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郝燕玲，单志明，沈　锋
（哈尔滨工程大学自动化学院，黑龙江 哈尔滨１５０００１）

　　摘　要：基于马尔可夫链蒙特卡罗（ＭａｒｋｏｖｃｈａｉｎＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ，ＭＣＭＣ）方法的α稳定分布参数估计具有良

好的性能，但不合适的提议函数常导致算法不收敛或混合性能不好。针对提议函数难以选择的问题，提出了一种

基于自适应 Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ算法的非对称α稳定分布参数估计新方法。该方法利用 Ｍａｒｋｏｖ链的历史信息自动调整

提议函数的协方差矩阵，使其不断地逼近目标分布，从而获得更好的估计结果。理论分析和仿真结果表明，此方

法不仅能准确地估计出α稳定分布的４个参数，而且具有良好的鲁棒性和灵活性。
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０　引　言

　　高斯模型在传统的信号处理中占据主导地位，原因有

二：其一，理论上有中心极限定理的支持；其二，这种假设给

算法的研究带来极大方便，使得算法存在简单的表达式，便

于进行理论分析［１］。然而，在实际应用中所遇到的许多信

号或噪声往往具有显著的尖峰脉冲特性，例如水声信号、低

频大气噪声、生物医学信号和金融数据等［２４］。这类信号的

统计特性显著偏离高斯分布，特别是其概率密度函数具有

比高斯分布更厚的拖尾，此时由于高斯模型不能与实际情

况相匹配，从而导致信号处理器性能显著退化。

在描述非高斯信号方面，α稳定分布作为目前唯一的

一类满足广义中心极限定理的分布得到了广泛的研究与应

用［５９］。α稳定分布又称为非高斯稳定分布、重尾分布，它

是一种更加广义化的高斯分布，能够保持自然噪声过程的

产生机制和传播条件，非常好地与实际数据相吻合［１］。因

此，通常用α稳定分布模型来描述这类具有显著尖峰脉冲

波形和较厚概率密度函数拖尾的随机信号。由于α稳定分

布的特性完全由其特征函数的４个参数来确定，因此如何

由稳定分布的一个样本实现来估计这４个参数成为实际应

用中首先要解决的问题。

目前，常用的α稳定分布的参数估计方法主要有最大

似然法［１０１１］、样本分位数法［１２１３］、样本特征函数法［１４１５］、渐

进极值法［１６］、负阶矩法和对数法［１７］以及基于贝叶斯的参数
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估计方法［２，１８］等。最大似然方法属于复杂的非线性优化问

题，并且没有初始值选择原则和收敛性分析可供利用；样本

分位数法受到查找表的限制，仅适用于特征指数大于０．６

的情况；渐进极值法不能正确地估计较大的α值；特征函数

法、负阶矩法和对数法都有良好的性能，且计算量小容易实

现，但仅适用于对称稳定分布（ｓｙｍｍｅｔｒｉｃαｓｔａｂｌｅ，ＳαＳ）的

情况，因此无法估计对称参数β。然而在实际应用中，由于

观测值往往反映出分布的某种偏斜特性（β≠０），当α值较

小时，样本均值与真实位置参数也相去甚远，这在一定程度

上都影响了分布模型的准确性。而贝叶斯方法不仅实现了

α稳定分布参数的同时估计，而且具有很好的性能，但是提

议函数及其方差的选择会影响算法性能。为此，本文提出

一种基于自适应 Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ（ａｄａｐｔｉｖｅＭｅｔｒｏｐｏｌｉｓ，ＡＭ）算

法的非对称α稳定分布参数估计方法，该方法利用马尔可

夫链的历史信息自动优化提议函数的协方差矩阵，马尔可

夫链蒙特卡罗（ＭａｒｋｏｖｃｈａｉｎＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ，ＭＣＭＣ）模拟方

法不再依赖于参数的初始建议分布，使算法在保持良好遍

历性的同时提高了抽样效率。文中首先介绍了α稳定分布

的基本理论，然后建立稳定分布的贝叶斯推理模型，在分析

标准 ＭｅｔｒｏｐｏｌｉｓＨａｓｔｉｎｇｓ（ＭＨ）算法的基础上，提出了建

议函数的自适应调整策略，最后通过仿真验证了该算法的

正确性和高效性。

１　α稳定分布

α稳定分布是广义的高斯分布，它比高斯分布具有更

广泛的适用性，甚至可以描述许多不满足中心极限定理的

数据。但与其他统计模型不同，除少数情况外，α稳定分布

没有统一封闭的概率密度函数，通常用其特征函数和４个

参数｛α，β，γ，μ｝描述。

φ（狋）＝

ｅｘｐ｛ｊμ狋－狘γ狋狘
α［１－ｊβｓｉｇｎ（狋）ｔａｎ（

πα
２
）］｝，α≠１

ｅｘｐ｛ｊμ狋－狘γ狋狘［１＋ｊβｓｉｇｎ（狋）
２

π
ｌｎ狘狋狘］｝，α＝

烅

烄

烆
１

（１）

式中，ｓｉｇｎ（·）是符号函数；α∈（０，２］为特征指数，α值越

小，分布的拖尾也就越厚，因此脉冲特性越显著，这个特点

使得α稳定分布可以很好地描述某些脉冲性比较显著的信

号，用α稳定分布作为建模工具是非常灵活的，其原因在于

０＜α≤２可以用于控制分布拖尾的厚度；β∈［－１，＋１］为偏

斜参数，表示分布的对称特性，当β＝０时，称为对称α稳定

分布（记为ＳαＳ）；γ＞０为分散系数，表示α稳定分布的分散

程度，类似于高斯分布的方差；μ为位置参数，对于ＳαＳ，μ∈

（－∞，＋∞）表示分布的均值（１＜α≤２）或中值（０＜α≤１），

当γ＝１，μ＝０时，α稳定分布称为标准α稳定分布。α稳定

分布存在３种特殊情况：高斯分布（α＝２，β＝０）、柯西分布

（α＝１，β＝０）和Ｌｅｖｙ分布（α＝１／２，β＝±１）。此处定义０＜

α＜２为分数低阶α稳定分布，以区别于α＝２的高斯分布，

若随机变量犡服从稳定分布，则记为：犡～犛α（γ，β，μ）。

α稳定分布的概率密度函数是其特征函数的傅里叶逆

变换，因此可以通过计算式（２）积分得到：

犳α，β（狓狘γ，μ）＝犉
－１（φ（狋））＝

１

２π∫
＋∞

－∞
ｅｘｐ（－ｊ狋狓）φ（狋）ｄ狋

（２）

　　除上述３种特殊情况外，式（２）不存在最终的解析表达

式，这严重阻碍了α稳定分布的研究与应用。为此，Ｎｏｌａｎ

提出一种计算稳定密度的数值方法，该方法基于一种特殊

的积分表达式推导出稳定密度的积分公式，其中被积函数

是连续、有界、非震荡函数，并且积分区间有界［１９］。鉴于

此，本文将Ｎｏｌａｎ的积分公式与自适应积分方法相结合，可

以方便地计算α稳定分布概率密度函数。

２　α稳定分布的贝叶斯推理模型

贝叶斯推理本质上是通过观测数据把参数的先验概率

分布转化为参数的后验概率分布。它的一般模式：先验信

息 ＋ 样本信息 → 后验信息。利用贝叶斯条件概率计算后

验概率分布的计算式如下：

狆（犃狘犅）＝
狆（犅狘犃）狆（犃）

狆（犅）
（３）

式中，狆（犃）是未知量的先验密度；狆（犅｜犃）是参数犃的似然函

数；狆（犃｜犅）是已知犅时犃的后验密度；狆（犅）＝∫狆（犅｜犃）·
狆（犃）ｄ犃是归一化常数。因此，贝叶斯思想也可表示为

狆（犃狘犅）∝狆（犅狘犃）狆（犃） （４）

　　由此可见，贝叶斯定理提供了一种形式优美的估计未

知量的方法论。推理过程既利用了似然函数，又利用了参

数的先验信息，因此贝叶斯估计量具有更小的方差，能得到

更精确的预测结果。

利用贝叶斯推理进行α稳定分布参数估计，假定未知

量为犃＝｛α，β，γ，μ｝，已知观测矢量为犅＝犡，将犃，犅代入

方程（４），如果未知量犃中４个参数相互独立，可推得α稳

定分布的贝叶斯层次模型：

狆（α，β，γ，μ狘犡）∝狆（犡狘α，β，γ，μ）狆（α，β，γ，μ）＝

狆（犡狘α，β，γ，μ）狆（α狘犪）狆（β狘犫）狆（γ狘犵，犺）狆（μ狘ξ，κ
－１）

（５）

式中，犪，犫，犵，犺，ξ，κ是未知参数犃先验分布的超参数。这种

先验分布是贝叶斯推理的基础和出发点，它反映了实验前

对总体分布的认识，在获得了样本信息后，这种认识的改变

就反映在后验分布中。在本文中，假设特征指数α和偏斜

参数β的先验分别是各定义域内的均匀分布，分散系数γ

的先验是以（犵，犺）为超参数的逆伽马分布，位置参数μ的先

验是以（ξ，κ
－１）为超参的正态分布，即满足

狆（α狘犪）＝
１

犪
＝
１

２
，０＜α≤２

狆（β狘犫）＝
１

犫
＝
１

２
，－１≤β≤

烅

烄

烆
１

（６）

狆（γ）～犐犌
－１（γ狘犵，犺）

狆（μ）～犖（μ狘ξ，κ
－１烅

烄

烆 ）
（７）
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３　犃犕算法

３．１　犕犲狋狉狅狆狅犾犻狊犎犪狊狋犻狀犵狊（犕犎）算法

尽管贝叶斯推理模式简单，但是一般难以获得具体的后

验分布密度函数。主要原因是贝叶斯推理存在多维积分问题，

且通常没有解析解。如：未知量犃的函数犳（犃）的后验期望为

Ｅ［犳（犃狘犅）］＝∫
犳（犃）狆（犅狘犃）狆（犃）ｄ犃

∫狆（犅狘犃）狆（犃）ｄ犃
（８）

　　ＭＣＭＣ方法又被称为动态 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ方法
［２０］，以动态

构造 Ｍａｒｋｏｖ链为基础，通过遍历性约束来实现模拟目标分

布的一类随机模拟方法，成功解决了贝叶斯分析中异常复杂

的数值计算问题。目前，在贝叶斯分析中应用最广泛的

ＭＣＭＣ方法主要有两种：ＭＨ算法和Ｇｉｂｂｓ抽样方法，本文

主要讨论比Ｇｉｂｂｓ更具一般意义的 ＭＨ算法。利用 ＭＨ

算法进行α稳定分布参数估计的实现步骤如下：

步骤１　对于特征指数α，假设 Ｍａｒｋｏｖ链的当前状态为

（狋，α
（狋）），从提议函数狇（·）抽取候选点α

ｎｅｗ，即α
ｎｅｗ
～狇（α

ｎｅｗ
｜

α
（狋））；

步骤２　根据 ＭＨ算法计算接受概率犃α：

犃α ＝ ｛ｍｉｎ １，
∏
犖

犻

狆（狓犻狘α
ｎｅｗ，β

（狋），γ
（狋），μ

（狋））

∏
犖

犻

狆（狓犻狘α
（狋），β

（狋），γ
（狋），μ

（狋））
×

狆（α
ｎｅｗ，β

（狋），γ
（狋），μ

（狋））狇（α
（狋）
狘α

ｎｅｗ）

狆（α
（狋），β

（狋），γ
（狋），μ

（狋））狇（α
ｎｅｗ
狘α

（狋） ｝） （９）

假定未知参数｛α，β，γ，μ｝的先验分布相互独立，提议函数

狇（·）为对称分布且狆（α）为均匀先验，那么接受概率式（９）

便可简化为

犃α ＝
∏
犖

犻

狆（狓犻狘α
ｎｅｗ，β

（狋），γ
（狋），μ

（狋））

∏
犖

犻

狆（狓犻狘α
（狋），β

（狋），γ
（狋），μ

（狋））

（１０）

对偏斜参数β、分散系数γ和位置参数μ使用与特征指数α

相同的策略，令β
ｎｅｗ
～狇（β

ｎｅｗ
｜β

（狋）），γ
ｎｅｗ
～狇（γ

ｎｅｗ
｜γ

（狋）），μ
ｎｅｗ
～

狇（μ
ｎｅｗ
｜μ

（狋）），计算可得接受概率犃β，犃γ，犃μ 分别为

犃β ＝
∏
犖

犻

狆（狓犻狘α
（狋），β

ｎｅｗ，γ
（狋），μ

（狋））

∏
犖

犻

狆（狓犻狘α
（狋），β

（狋），γ
（狋），μ

（狋））

（１１）

　犃γ ＝
∏
犖

犻

狆（狓犻狘α
（狋），β

（狋），γ
ｎｅｗ，μ

（狋））犐犌（γ
ｎｅｗ
狘犵，犺）

∏
犖

犻

狆（狓犻狘α
（狋），β

（狋），γ
（狋），μ

（狋））犐犌（γ
（狋）
狘犵，犺）

（１２）

　犃μ ＝
∏
犖

犻

狆（狓犻狘α
（狋），β

（狋），γ
（狋），μ

ｎｅｗ）犖（μ
ｎｅｗ
狘ξ，κ

－１）

∏
犖

犻

狆（狓犻狘α
（狋），β

（狋），γ
（狋），μ

（狋））犖（μ
（狋）
狘ξ，κ

－１）

（１３）

　　步骤３　生成随机数狌～犝（０，１），如果狌≤犃则接受候

选点，Ｍａｒｋｏｖ链的状态更新，否则拒绝候选点，Ｍａｒｋｏｖ链

仍保持当前状态不变。

重复步骤１～步骤３至产生需要的样本数量为止。

３．２　犃犕算法

ＭＨ算法的不足在于：必须预先根据经验确定参数的

抽样区间和提议函数，调试过程繁琐且难以保证参数的各

态历经性和算法的快速收敛。为此，利用自适应策略获取

提议函数。ＡＭ算法是一种全局自适应调整策略，它基于

经典随机游走 Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ算法，其基本思想是首先构建高

斯提议函数，然后利用 Ｍａｒｋｏｖ链样本校正高斯分布的协

方差矩阵［２１］。为了保持良好的遍历性，ＡＭ 算法利用

Ｍａｒｋｏｖ链的全部历史信息连续地调整提议函数，这种调整

会改变提议函数的延展度和空间方向，使其不断地逼近目

标分布函数，从而有效地提高了抽样效率。

假定初始非自适应段的长度为犖０，当抽样次数犻≤犖０

时，协方差取固定值犆０；之后，协方差犆犻根据式（１４）进行自

适应更新，即

犆犻 ＝
犆０，犻≤犖０

狊犱犆狅狏（狓０，…，狓犻－１）＋狊犱ε犐犱，犻＞犖
烅
烄

烆 ０

（１４）

式中，狊犱 是一个仅依赖于状态空间维数犱的比例因子，可以

确保接受概率在合适的范围内；ε＞０是小常数，以确保协方

差阵的非奇异性；犐犱 是犱维单位矩阵；经验协方差矩阵根据

式（１５）计算，即

犆狅狏（狓０，…，狓犽）＝
１

犽
（∑

犽

犻＝０

狓犻狓
Ｔ
犻 －（犽＋１）狓

－

犽狓
－Ｔ
犽）（１５）

式中，狓
－

犽 ＝
１

犽＋１∑
犽

犻＝０

狓犻，狓犻∈犚
犱。将式（１５）带入式（１４），得

到犻＞犖０ 时协方差犆犻的递归计算式为

犆犻＋１ ＝
犻－１
犻
犆犻＋

狊犱
犻
（犻狓

－

犻－１狓
－Ｔ
犻－１－

（犻＋１）狓
－

犻狓
－Ｔ
犻 ＋狓犻狓

Ｔ
犻 ＋ε犐犱） （１６）

　　由此可知，ＡＭ算法的采样机制与所有的历史样本信息有

关，可以保证算法的收敛性和遍历性［２１］。令θ＝｛α，β，γ，μ｝，则

ＡＭ算法的采样过程描述为：① 初始化；② 根据式（１４）计算协方

差犆犻；③ 产生候选点θ
ｎｅｗ
～犖（θ犻，犆犻）；④ 根据式（１０）～式（１３）计

算接受概率犃；⑤ 生成随机数狌～犝（０，１），若狌≤犃则接受候选

点，令θ犻＋１＝θ
ｎｅｗ；否则拒绝，令θ犻＋１＝θ犻。重复过程②～⑤至产生

需要的样本数量为止。

４　仿真结果及分析

仿真实验１　设样本服从分布犡～犛１．５（０．３，０．５，３．２５），取

以Ｍａｒｋｏｖ链当前时刻状态为均值，标准差σθ＝｛σα，σβ，σγ，σμ｝的

高斯型提议函数，样本个数犖＝１０００，迭代次数为１００００次，

ｂｕｒｎｉｎ时间１０００，未知量先验分布的超参数为犵＝１，犺＝１，

κ＝１，ξ＝ｍｅａｎ（狔），优化的提议函数标准差σθ＝｛０．１２，０．１２，

０．１，０．１２｝，自适应调整间隔为１００，比例因子 狊槡犱＝１．２，分别用

ＭＨ算法和ＡＭ算法对α稳定分布参数进行估计。
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图１给出了α稳定分布参数的估计结果。从图中可以

看出，在给定的提议函数及其初始方差下，ＭＨ 算法

（图１（ａ））和ＡＭ算法（图１（ｂ））都能同时准确地估计出稳

定分布的４个参数｛α，β，γ，μ｝，并且具有良好的混合性能，

主要表现为链能够快速远离初值并在支撑域附近剧烈地摆

动。图２为提议函数标准差的自适应变化情况。从图中可

以看出，由于采用了自适应策略，ＡＭ算法提议函数的标准

差不再是固定值，而是不断变化的。在初始阶段较大的方

差有利于加快状态空间搜索，后期较小的方差又提高了参

数估计精度。图３给出了估计结果的自相关系数。从图３

可以看出，两种算法的自相关系数图均为很陡的下降曲线，

说明样本之间具有良好的独立性，后面的样本能够较快地

遗忘先前的样本。由此可知，尽管给定的初始方差是合理

的，能够保证 ＭＨ算法的可靠收敛，但它并非是最优的，而

ＡＭ算法可以通过自适应获得更好的提议函数方差，确保

良好的混合和收敛效果，从而极大地提高了算法效率。

图１　实验１参数估计结果

图２　实验１提议函数标准差的变化

　　表１给出了仿真实验１的统计结果。统计结果亦表明

在给定的提议函数及其方差下 ＭＨ算法和ＡＭ算法在估

计精度方面性能相当，但是ＡＭ算法具有更高的接受概率

和更小的自相关系数。由此可知，ＡＭ 算法通过自适应获

得的提议函数更加合理，高接受概率意味着达到相同的效

果所需要的仿真时间较短，同时较小的自相关系数表明利

用ＡＭ算法获得的 Ｍａｒｋｏｖ链包含更多的独立样本，算法

效率也更高。
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图３　实验１Ｍａｒｋｏｖ链自相关系数

表１　仿真１参数估计结果统计：犡～犛１．５（０．３，０．５，３．２５）

仿真实验１

参数
真实值θ犜 初始值θ０

算法

ＭＨ／ＡＭ
估计值θ^

估值标准差

σθ
接受概率犃

积分自相关

时间

α １．５ １．１
ＭＨ １．５０５０ ０．０４７６ ２７．６７ ２６．６７

ＡＭ １．５０００ ０．０４４９ ４３．６６ １２．８７

β ０．５ ０．０
ＭＨ ０．５０２８ ０．０８５６ ４５．７０ ２３．３５

ＡＭ ０．４９８０ ０．０８５７ ４６．７３ １９．８１

γ ０．３ １．０
ＭＨ ０．３０３２ ０．００９７ １０．８７ １９．４７

ＡＭ ０．３０８７ ０．０１０１ ４３．１８ ６．０７

μ ３．２５ ２．５
ＭＨ ３．２５９０ ０．０２８７ １７．３９ ４３．２０

ＡＭ ３．２５４３ ０．０２７５ ２７．５９ ２９．３７

　　仿真实验２　为避免实验的复杂性，这里将参数α和γ

的标准差分别增大为原来的５倍，参数β和μ的标准差分

别减小为原来的１／２０倍，其他设置和参数均保持不变，分

别应用 ＭＨ算法和ＡＭ算法对α稳定分布参数进行估计，

以比较这两种算法的适应性。

图４给出了α稳定分布参数的估计结果。从图中可以

看出，由于提议函数方差的改变导致 ＭＨ算法性能显著退

化，参数α，β和γ的收敛时间明显增加，混合性能也变差，β
参数的估计值变得不稳定，参数μ的接受概率也显著降低。

而ＡＭ算法的估计性能几乎不受影响，此时 Ｍａｒｋｏｖ链的

收敛速度、混合性能和参数估计精度等方面都明显优于

ＭＨ算法。图５给出了估计结果的自相关系数。从图５可

以看出，无论是增大方差还是减小方差，ＭＨ算法的自相

关值都很大，说明有效样本数量明显减少，因此导致算法效

率低下，而ＡＭ算法的自相关系数图仍是很陡的下降曲线，

从而保持了样本之间良好的独立性。图６为ＡＭ算法提议

函数标准差的自适应变化情况。由于采用了自适应策略，

ＡＭ算法能够根据历史信息自动调整提议函数标准差使其

更接近目标分布，因而ＡＭ算法的收敛速度和估计精度都

要优于 ＭＨ算法。另外，这种自适应策略也使得初始方差

的选取更加灵活，从而使繁琐复杂的调试和优化过程大为

简化。

表２给出了仿真实验２的统计结果。结果表明ＭＨ算

法对提议函数方差的选取很敏感，若方差选择不当会导致

算法性能显著退化，甚至得到错误的估计结果。而ＡＭ 算

法具有很强的韧性，在任意初始条件下都能够通过自适应

调整获得合适的提议函数标准差，实现α稳定分布参数的

准确估计，而且保持恰当的接受概率和良好的自相关特性。

最后需要指出的是，该文方法适用于具有任意偏斜特性的α

稳定分布参数估计，在对称条件下估计精度更高。
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图４　实验２参数估计结果

图５　实验２Ｍａｒｋｏｖ链自相关系数

表２　仿真２参数估计结果统计：犡～犛１．５（０．３，０．５，３．２５）

仿真实验２

参数
真实值θ犜 初始值θ０

算法

ＭＨ／ＡＭ
估计值θ^

估值标准差

σθ
接受概率犃

积分自相关

时间

α １．５ １．１
ＭＨ １．４８７０ ０．１０３０ ５．５６ ６７．３６

ＡＭ １．５０２２ ０．０４５１ ４４．９７ １３．０６

β ０．５ ０．０
ＭＨ ０．４８９７ ０．２２６７ ９４．６２ ９６．３６

ＡＭ ０．５０３２ ０．０８５５ ４０．６５ ２５．７５

γ ０．３ １．０
ＭＨ ０．３０９９ ０．０１４９ ２．３０ ６４．９６

ＡＭ ０．３０８１ ０．００９９ ３９．４０ ７．４３

μ ３．２５ ２．５
ＭＨ ３．２４００ ０．１３５４ ８６．６６ ８７．８３

ＡＭ ３．２５０８ ０．０２７０ ２０．５１ ３５．２１
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图６　实验２ＡＭ算法标准差的变化

５　结　论

α稳定分布是一种非常有效的统计信号处理工具，可

以很好地描述具有显著尖峰脉冲波形和重尾的非高斯现

象。要利用α稳定分布建模首先要解决参数估计问题，因

此本文提出了基于ＡＭ算法的非对称α稳定分布参数估计

新方法。仿真表明，ＡＭ算法克服了 ＭＨ算法在实际应用

中提议函数及其方差难以选择的困难，具有比 ＭＨ算法更

好的韧性和灵活性，在任意初始条件下都能利用 Ｍａｒｋｏｖ

链的历史信息。通过自适应调整获得合适的提议函数，实

现所有稳定分布参数的准确估计，而且具有合适的接受概

率和良好的自相关性，在效率、收敛速度和估计精度等方面

都优于 ＭＨ算法。
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