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　　摘　要：提出了一套基于正态分布贝叶斯序贯检验的试验设计方法，为长周期、多指标系统的小子样动态试

验次数的确定提供了理论依据。该方法以待检系统的单次抽样检验合格概率为统计观测值，从假设多次抽样后

的该观测值序列服从正态分布开始分析，应用正态分布贝叶斯序贯验后加权检验理论对多指标系统的序贯抽样

检验过程进行设计，给出了验前信息处理、贝叶斯序贯试验及序贯截尾方案设计、序贯截尾风险增量上界计算、以

及系统各指标综合合格概率估算的具体实现方法。系统仿真实验的结果表明，该方法是可行的。
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０　引　言

　　在航空、航天及国防领域，有些系统的工作周期很长、

生产台套很少，而且其在静态试验环境下的工作特性与动

态工作环境下的实际工作特性可能也有比较大的差别。因

此，对于这类系统实际工作性能的检收必须在接近其真实

使用条件的动态环境下进行。这里，所谓 “动态”及“静态”

实际上是个相对的概念。静态试验主要用于快速、初步检

验系统完成既定指标要求的情况，它将某些试验难度大、试

验成本高的“动态”检验条件用相对理想的“静态”检验条件

代替，从而达到快速检验系统基本功能的目的；动态试验则

主要用于在真实或接近系统真实使用条件下全面深入地检

验系统完成既定指标要求的情况。根据试验鉴定活动的

“循序渐进原则”，在实际工程中，系统试验鉴定活动往往是

以静态试验与动态试验相结合的方式进行的，以静态试验

鉴定结果为基础，以动态试验鉴定结果为根本评价依据。

因此，对于有些试验鉴定活动而言，尽管其试验鉴定过程中

部分试验条件也是动态的，但如果它的试验结果不是在最
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大程度接近真实使用条件下取得的，那它仍属于本文静态

试验的范畴；相反，尽管某个试验鉴定活动的部分试验条件

仍是理想的、静态的，但如果它的试验结果已是在最大程度

接近真实使用条件下取得的，那它仍属于本文动态试验的

范畴。例如，对于舰艇惯性导航系统而言，海上试验可被认

为是一种最接近真实使用条件的试验鉴定活动，那这里海

上试验就可以认为是它的一种动态试验项目；而海上试验

前的室内摇摆台试验、码头系泊试验或陆地车载试验等活

动则可认为是一种相对意义下的静态试验项目。

可见，动态试验对于长周期系统的试验鉴定而言是至

关重要的。但这里存在两个问题：一是为了使动态试验的

抽样评价能够取得具有统计意义的试验结论，动态试验的

抽检次数必须尽可能充分；二是有些动态试验的成本非常

高，试验评定的任务又非常急，如果仍旧沿用经典统计方法

进行试验，整个试验的周期会相当长，成本会非常高，这对

于使用方和生产方都是难以接受的。因此，为了更好地节

省时间和节约试验成本，必须尽可能缩减不必要的动态试

验过程，而在这个问题上，Ｂａｙｅｓ统计推断、序贯分析等小子

样试验理论为问题的解决提供了很好的解决思路。例如，

文献［１］综合运用最大熵及Ｂａｙｅｓ统计推断方法，较好地解

决了导弹飞行可靠性的小子样评定问题；文献［２］则通过分

析弹载电子产品的寿命分布及库存可靠性模型，运用Ｂａｙｅｓ

方法实现了稀缺弹载电子产品的小子样备货问题；文献［３］

则运用全数字仿真、半实物仿真、实弹射击试验相结合的方

式，逐级运用Ｂａｙｅｓ方法实现了导弹命中概率的小子样评

定；文献［４］则通过运用序贯似然比检验的方式，实现了多

目标雷达追踪的小子样重点锁定，提高了雷达追踪目标的

准确度；文献［５］则运用指数分布Ｂａｙｅｓ序贯检验方法成功

实现了卫星动量轮的仿真和试验，解决了长周期航空产品

的小子样动态试验问题；文献［６］通过综合运用粒子滤波技

术、序贯概率比检验、以及固定样本量似然比检验，实现了

小目标的检测前跟踪，降低了小目标的检测时延，提高了小

目标检测的状态预测精度；文献［７］则运用Ｂａｙｅｓ统计推断

方法成功实现了入关核产品走私的快速、精准检测。此外，

有些国际、国内标准中也将Ｂａｙｅｓ统计推断及序贯分析方

法作为其产品小子样检验的基本依据［８９］。可见，Ｂａｙｅｓ序

贯检验方法已具备一定的实践基础。但截至今日，Ｂａｙｅｓ序

贯检验方法在长周期系统多指标小子样动态试验鉴定方面

的应用还未见报道。因此，借鉴已有的Ｂａｙｅｓ序贯检验方

法实践经验，本文将探讨应用正态分布Ｂａｙｅｓ序贯检验方

法实现长周期系统多指标小子样动态试验鉴定的可行性，

并尝试给出序贯截尾风险增量上界的计算公式，以及应用

蒙特卡罗（ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ）法进一步给出系统各指标综合合

格概率的数值求解方法。

１　小子样动态试验设计

１．１　总体思路

这里，为了方便叙述，假设：

（１）待检系统的技术指标共有犿 个，所进行的动态试

验次数总计为狀个。

（２）在任意犻次动态试验中，待检系统各技术指标犼的

实测数据满足既定设计要求的合格概率狓^犻，犼都是可以统计

测算的。这里，由于合格概率狓^犻，犼是本文研究的主要对象，

因此，如无特别说明，本文所述的统计观测值均特指狓^犻，犼。

（３）当犼＝１，２，…，犿时，对指标犼而言，任意两次试验

中测得的统计观测值狓^·，犼是互不相关的，且所有动态试验

下的狓犼 是服从正态分布犖（μ犼，σ
２
犼
）的，并约定参数μ犼 的最

低系统要求为μ犼０。

（４）对指标犼而言，生产方风险α犼 和使用方风险β犼 都

是事先约定好的。

（５）最小动态试验次数犖ｍｉｎ、最大动态试验次数犖ｍａｘ、

以及序贯截尾试验起始试验次数犖犮（犖ｍｉｎ≤犖犮＜犖ｍａｘ）是

已知的。

由此，按照正态分布Ｂａｙｅｓ序贯分析假设检验方法建

立假设检验如式（１）所示。

犎０：（μ犼 ≥μ犼狅），指标犼的统计观测值均值参数合格

犎１：（μ犼 ＜μ犼狅），指标犼
烅
烄

烆 的统计观测值均值参数不合格

（１）

　　参照式（１）的假设检验条件，可以对动态试验中的各个

指标的统计观测值狓犼 进行统计分析，然后结合前期静态试

验统计得出的验前信息，利用正态分布Ｂａｙｅｓ假设检验统计

方法，求得相应的验后加权概率比，再应用序贯验后加权检

验的方法，在给定犯两类错误概率（生产方风险α犼 和使用方

风险β犼）的条件下，对每次的序贯试验概率比做分析比对，如

果符合序贯检验退出条件，就终止试验，否则继续下一次动

态试验。序贯试验的截尾条件由既定的最小动态试验次数

犖ｍｉｎ、序贯截尾试验起始试验次数犖犮、最大动态试验次数

犖ｍａｘ、验前信息和序贯试验的验后统计信息共同决定。序贯

试验结束后，可给出各项指标综合合格概率的统计结果，并

可估算出序贯截尾试验犯两类错误的风险增量上界。

１．２　多指标序贯分析假设检验

根据序贯检验实施方法，对于单个技术指标犼的序贯

试验而言，需要选择决策阈值犃犼 和犅犼，分别满足０＜犃犼＜

１＜犅犼，然后在每次试验犻后，根据狓犻，犼考查其似然比犗犼犻。

若犗犼犻≤犃犼，则表示指标犼符合式（１）的 犎０ 假设检验；若

犗犼犻≥犅犼，则指标犼符合式（１）的犎１ 假设检验；否则，应继续

对指标犼进行序贯试验。根据文献［１０］，在不考虑验前信

息的条件下，若令α犼 和β犼 分别表示指标犼所对应的生产方

风险和使用方风险，则可以取
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犃犼 ＝
β犼
１－α犼

犅犼 ＝
１－β犼
α

烅

烄

烆 犼

（２）

　　若考虑验前信息，则参照文献［１１］，可以取

犃犼 ＝
β犼π１

犘犼π犎０ －α犼π０

犅犼 ＝
犘犼π犎１ －β犼π１
α犼π

烅

烄

烆 ０

（３）

式中，β犼π１为考虑了验前信息的使用方采伪风险；α犼π０为考虑

了验前信息的生产方去真风险。根据文献［１１］，简单假设

情况下可以取

α犼π０ ＝∫Θ０

α犼（θ）ｄ犉
π（θ）＝α犼犘犼π犎０

β犼π１ ＝∫Θ１
β犼（θ）ｄ犉

π（θ）＝β犼犘犼π犎

烅

烄

烆
１

（４）

式中，犘犼π犎０为指标犼接受犎０ 假设的验前概率；犘犼犎１为指标犼

接受犎１ 假设的验前概率。将式（４）代入式（３）后可得

犃犼 ＝
β犼π１

犘犼π犎０ －α犼π０
＝
犘犼π犎１
犘犼π犎０

· β犼
１－α犼

犅犼 ＝
犘犼π犎１ －β犼π１
α犼π０

＝
犘犼π犎１
犘犼π犎０

·
１－β犼
α

烅

烄

烆 犼

（５）

　　根据文献［１２］，正态分布总体联合参数（μ、σ
２）未知条

件下参数μ的Ｂａｙｅｓ验后边缘密度函数加权概率比为

犗犖，犼 ＝

犜狏
犼犖
（μ０－μ犼犖

σ犼犖／ 犽犼槡 犖

）

１－犜狏
犼犖
（μ０－μ犼犖

σ犼犖／ 犽犼槡 犖

）
·
犘犼π犎１
犘犼π犎０

（６）

　　对比式（５）和式（６）后可发现，Ｂａｙｅｓ序贯验后加权概率

比犗犖，犼和决策阈值犃犼，犅犼 中都含有相同的比例项
犘犼π犎１
犘犼π犎０

，由

于序贯试验的判决条件就是在比较犗犖，犼，犃犼，犅犼 这３者的

数值关系，因此去掉相同的比例项不会对试验判决结果产

生任何影响，故为了计算方便，在序贯试验中使用式（２）来

求解决策阈值犃犼 和犅犼，而对应的序贯概率比则按式（７）

取值：

犗犖，犼 ＝

犜狏
犼犖
（μ０－μ犼犖

σ犼犖／ 犽犼槡 犖

）

１－犜狏
犼犖
（μ０－μ犼犖

σ犼犖／ 犽犼槡 犖

）
（７）

　　对于多指标序贯试验而言，由于待考查的各个指标间

必然存在某种关联，因此能够给出多元正态总体的协方差

矩阵的多元正态分布的Ｂａｙｅｓ序贯检验方法
［１３］是个不错的

选择。但多元正态分布的Ｂａｙｅｓ序贯检验方法的理论推导

及工程计算都比较复杂，而且，文献［１３］的有关结论也只适

用于方差σ
２ 已知条件下多元正态总体分布参数的Ｂａｙｅｓ序

贯检验，因此参照单指标序贯试验方法，这里选择在每次试

验后，首先应用一元正态总体的Ｂａｙｅｓ序贯检验方法分别

对各个指标（参数）进行统计推断，然后再考查序贯分析假

设检验如式（８）所示。

犎０：犼＝１，２，…，犿，都有μ犼 ≥μ犼狅，系统检验合格

犎１：犼＝１，２，…，犿，使得μ犼 ＜μ犼狅，
烅
烄

烆 系统不合格

（８）

　　具体的序贯检验试验流程如下：

步骤１　根据验前信息计算两组序贯试验决策阈值

｛犃犼｝和｛犅犼｝，令其分别满足０＜犃犼＜１＜犅犼。

步骤２　序贯试验中，每次试验犻后，根据当前样本考

查似然比犗犼犻，如果对于任意犼＝１，２，…，犿，都有犗犼犻≤犃犼，

则接受式（８）的 犎０ 假设，认为产品动态试验合格，终止试

验；如果存在犼＝１，２，…，犿，使得犗犼犻≥犅犼，则接受式（８）的

犎１ 假设，认为产品动态试验不合格，终止试验；否则，不作

判别，继续下次试验。

步骤３　进入序贯截尾试验后，每次试验前重新计算

序贯试验决策阈值犃犼，犻和犅犼，犻，每次试验后计算似然比犗犼犻，

然后参照步骤２中的方法确定序贯试验退出条件，并最终

确保最大试验次数不超过犖ｍａｘ。

１．３　加权验前信息处理

验前信息是Ｂａｙｅｓ统计学区别于经典统计学的主要标

志，它主要来源于经验和历史数据。在无信息可用的情况

下，可按照“同等无知”原则来确定相应的验前分布；而当有

大量历史数据可用时，则一般采用矩估计法来确定验前分

布；当现有资料不足以确定验前分布时，则可采用自助法

（Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ法）或随机加权法。本文中，考虑到长周期系统

工作周期长和动态试验成本高的特点，主张在进行动态试

验前，首先进行狀０ 个系统工作周期的静态试验，并将这些

静态试验的考核结果看作是动态试验的一种验前信息。但

这里存在两个问题：一是静态试验的试验条件与动态试验

是有差别的，因此严格的说，静态试验的考核结果是不应直

接视作动态试验的验前信息的。但对于多数系统而言，系

统静态试验与动态试验的精度水平是有可比性的（这点需

要借助类似产品鉴定试验的历史数据或凭经验推算得出），

只要根据既定技术指标对静态试验的考核标准做一定比例

的从严加权处理，则由此得出的静态试验的考核结果就可

以视作是动态试验的有效验前信息。可见，本文由静态试

验取得的验前信息实际上已经是一种加权验前信息。二是

对于长周期、尤其是超长周期的系统而言，其静态试验的试

验次数也不宜过多，因为毕竟动态试验才是试验鉴定活动

的根本依托，过多的静态试验是完全没有必要的。工程中，

只要静态试验已经取得足够数量具有代表性的验前数据，

就可以利用Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ方法统计抽样求取近似的验前分布

信息。设静态试验下测得的待检系统指标统计观测值狓犼

的联合参数验前密度：π（μ犼，σ
２
犼
）～犖－犐犌犪（狏犼π，μ犼π，σ

２
犼π
，犽犼π）
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为确定性分布函数，则按照Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ法的操作流程，可从

已知样本中随机抽取狀０ 个样本做放回式随机抽样，往复做

珘狀０ 次后，即可分别求得珘狀０ 个再生样本的参数μ犼 的验前均

值珔μ犼 和验前方差犛
２
犼μ
，以及参数σ

２
犼
的验前均值珋σ

２
犼
和验前方

差犛２犼σ２。然后，利用矩估计法求解（μ犼，σ
２
犼
）的联合验前分布

超参数。根据文献［１２］，参数μ犼 的边缘验前密度服从狋分

布：狋（狏犼π，μ犼π，σ犼π），故由矩估计法，可得

μ犼π ＝
珔
μ犼

狏犼πσ
２
犼π

犽犼π（狏犼π－２）
＝犛

２
犼

烅

烄

烆
μ

（９）

　　同样根据文献［１２］，参数σ
２
犼
的边缘验前密度服从逆伽

马（Ｇａｍｍａ）分布：犐犌犪（
狏犼１
２
，狏犼１σ

２
犼１

２
），故由矩估计法可得

狏犼πσ
２
犼π

狏犼π－２
＝珋σ

２
犼

２（狏犼πσ
２
犼π
）２

（狏犼π－２）
２（狏犼π－４）

＝犛
２
犼σ

烅

烄

烆
２

（１０）

　　将式（９）和式（１０）联立后，即可求得验前分布 犖－

犐犌犪（狏犼π，μ犼π，σ
２
犼π
，犽犼π）的４个超参数（狏犼π，μ犼π，σ

２
犼π
，犽犼π），进而根

据文献［１２］中Ｂａｙｅｓ正态分布的有关结论可求得指标犼接

受犎犼０
的验前概率犘犼π犎０

和接受 犎犼１的验前概率犘犼π犎１

。然

后，参照式（２），令

犃犼π０ ＝
β犼
１－α犼

犅犼π０ ＝
１－β犼
α

烅

烄

烆 犼

（１１）

　　当犗犼０＝
犘犼π犎１
犘犼π犎０

＞犅犼π０时，认为静态试验结果过于不理

想，它表明即使该系统继续按照当前静态试验条件进行序

贯试验，其被最终裁定为不合格的可能性也是相当大的。

而众所周知，动态试验条件下系统的表现往往会较静态试

验要更差一些，因此可以认为如果系统继续按照动态试验

条件进行序贯试验，其被最终裁定为不合格的可能性将更

高。同时，动态试验的难度和成本往往要远高于静态试验，

因此认为这样的验前信息处理结果表明该系统已毫无继续

做动态试验的价值，即不具备动态试验的基本条件，建议生

产方重新调整设备状态。否则，如果对于任意犼而言，都有

犗犼０＝
犘犼π犎１
犘犼π犎０

≤犅犼π０，则认为验前信息处理结果基本符合要求，

可以开始动态试验。

１．４　犅犪狔犲狊序贯试验过程与截尾方案

前文提到，长周期系统动态试验的周期很长，这相应地

要求动态试验次数要相当少，因此一般的批检式正态分布

参数Ｂａｙｅｓ序贯验后加权检验方法是不完全适用的。那

么，是否也可以采用类似静态试验结果处理中的Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ

方法来扩充动态试验样本量，进而达到试验鉴定的目的呢？

答案是否定的。这是因为：①Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ方法的估值误差是

与其作为种子数据的观测样本的样本量有直接关系的。如

果样本量过小，那么对其应用Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ方法计算得到的参

数估值的偏就可能过大，因此Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ方法有效估值的一

个前提就是种子数据的样本量不宜过小，Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ方法本

身并不能作为小子样试验的依据。② 对于本文长周期系

统而言，由于静态试验的具体实施要相对容易，一般来说，

静态试验的次数是可以做到比动态试验更多一些的，获取

能够满足Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ方法试验样本量要求的静态试验数据

对于多数系统来说并不困难。③ 前文应用Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ方法

的主要目的在于求解验前分布的参数估值，其估值误差对

于Ｂａｙｅｓ序贯试验鉴定结论的影响是有限的、且随序贯试

验次数的增加而逐渐减小的。因此，Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ方法应用于

静态试验结果的验前信息处理是可行的。

对于作为试验鉴定根本依据的动态试验而言，如果仍

直接采用Ｂｏｏｔｓｔｒａｐ方法进行样本容量扩充，无法对试验鉴

定的风险进行量化评估不说，由于动态试验样本量的限制，

其试验鉴定结果还很可能因脱离实际数据支撑而全然不可

信。这说明，该方法用于解决小子样动态试验鉴定的方式

本身就违背了试验鉴定的根本初衷，因此是绝不可行的。

有了充分的静态试验数据为支撑后，动态试验的次数

是不是就可以任意小了呢？答案同样是否定的。正如前文

所述，静态试验数据作为动态试验验前信息的一个前提条

件就是假设静态试验与动态试验的精度水平是有可比性

的，但静态试验与动态试验毕竟是有差别的，在此条件下，

动态试验的次数同样也不可能太少。另外，实际工程中，有

些复杂系统的动态试验是需要在不同动态试验条件下分别

进行的，这也从客观上决定了此类系统的动态试验次数不

可能太少。关于动态试验次数的最小数值的取值，假设相

关的领域专家可根据已有经验分析确定。因此，假设长周

期系统动态试验次数最大为犖ｍａｘ，最小为犖ｍｉｎ＞１。参照序

贯分析假设检验的工作流程，将待检系统动态试验的最小

试验次数（即起始样本容量）按犖ｍｉｎ进行，后续每次动态试

验后的样本容量按照增量为１展开。具体过程如下。

步骤１　利用式（２）求取首批序贯试验的决策阈值

犃犼，犅犼。

步骤２　进行动态试验，设当前动态试验次数犖≥犖ｍｉｎ，

则可求得均值＾μ犖，犼＝狓
－

犼＝∑
犖

犻＝１

狓犻，犼，以及样本方差 犛^
２
犖，犼 ＝

１

犖－１∑
犖

犻＝１

（狓犻，犼－狓
－

犼
）２。则根据＾μ犖，犼，^犛

２
犖，犼以及验前超参数（狏犼π，

μ犼π，σ
２
犼π
，犽犼π）可求得当前试验后的参数（μ，σ

２）的验后分布参

数（狏犼犖，μ犼犖，σ
２
犼犖
，犽犼犖），进而由式（７）可求得序贯概率比犗犖，犼。

步骤３　当 犖≤＝犖犮 时，考查各指标犼的犃犼，犅犼 和
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犗犖，犼，并按照式（８）的假设检验条件及相应的序贯检验方法

判定是否符合试验退出条件，如果符合，则终止试验；否则，

令犖＝犖＋１，重复步骤２继续试验。

步骤４　当犖＞犖犮 时，转入序贯截尾程序，重新计算

序贯截尾试验的决策阈值犃犖，犼和犅犖，犼，方法如下：

（１）当犖≤犖ｍａｘ且犃犖－１，犼＜犗犖－１，犼≤１时，令

犃犖，犼 ＝犗犖－１，犼

犅犖，犼 ＝犅犖－１，
烅
烄

烆 犼

（１２）

　　（２）当犖≤犖ｍａｘ且１＜犗犖－１，犼＜犅犖－１，犼时，令

犃犖，犼 ＝犃犖－１，犼

犅犖，犼 ＝犗犖－１，
烅
烄

烆 犼

（１３）

　　（３）当犖≤犖ｍａｘ且犗犖－１，犼≤犃犖－１，犼时，令

犃犖，犼 ＝犃犖－１，犼

犅犖，犼 ＝犅犖－１，
烅
烄

烆 犼

（１４）

　　步骤５　参照步骤２的方法求得概率似然比犗犖，犼，重新

考查各指标犼的犃犖，犼，犅犖，犼，犗犖，犼，并按照式（８）的假设检验条

件及相应的序贯检验方法判定是否符合试验退出条件，如果

符合，则终止试验；否则，若犖＜犖ｍａｘ，则令犖＝犖＋１，然后，

重复步骤４继续试验。特别地，当犖＝犖ｍａｘ时，则令

犃犖，犼 ＝犅犖，犼 ＝１ （１５）

　　重复步骤４继续试验。注意到，按照式（１２）、式（１３）、

式（１４）的截尾条件迭代后，继续试验区是随动态试验次数

的增加而逐步缩小的：当似然比犃犖，犼＜犗犖，犼≤１时，说明试

验的结果更趋向于接受 犎０ 假设，此时适当增大犃 的取值

来加速后续结果更加趋向接受犎０ 假设是合乎情理的；同

样，当１＜犗犖，犼＜犅犖，犼时，说明试验的结果更趋向于接受 犎１

假设，此时适当减小犅的取值来加速后续结果更加趋向接

受犎１ 也是合乎情理的。特别的，当试验持续进行到第

犖ｍａｘ次时，考虑到尽量减小截尾风险的问题，利用式（１２）、

式（１３）、式（１４）的正常序贯截尾方案进行序贯试验，若此时

仍不能终止试验，再参照式（１５）的方式强行终止试验。

１．５　犅犪狔犲狊序贯截尾风险增量上界的计算

在Ｂａｙｅｓ序贯试验中，当不考虑序贯截尾方案时，其犯

两类错误的风险的计算可参照文献［１２］取得。而当采用序

贯截尾方案后，相应的犯两类错误的风险必然要增加。这

里，为了计算本文的序贯截尾方案所引入的截尾风险增量

上界Δα犼 和Δβ犼，假设试验在第犖∈（犖犮，犖ｍａｘ］次试验后符

合序贯截尾试验退出条件，且此时的序贯试验决策阈值分

别为犃犖，犼和犅犖，犼，满足

犃犼 ≤犃犖，犼 ≤１

１≤犅犖，犼 ≤犅
烅
烄

烆 犼

（１６）

则有生产方截尾风险增量上界为

Δα犼 ＝犘｛犅犖，犼 ＜犗犖，犼 ＜犅犼狘μ犼，μ犼 ≥μ犼０｝

［
＝

犜狏 （犼犖
狋

犅
犼

犅
犼
＋１
（狏犼犖）＋ μ－μ０

σ犼犖／ 犽犼槡 ）
犖

－

犜狏
犼 （犖 狋犅

犖，犼

犅
犖，犼
＋１
（狏犼犖）＋ μ－μ０

σ犼犖／ 犽犼槡 ）］
犖

μ犼，μ犼 ≥μ犼０ ＝

∫
＋∞

μ犼
［

０

犜狏
犼 （犖 狋犅

犼

犅
犼
＋１
（狏犼犖）＋ μ－μ０

σ犼犖／ 犽犼槡 ）
犖

－

犜狏
犼 （犖 狋犅

犖，犼

犅
犖，犼
＋１
（狏犼犖）＋ μ－μ０

σ犼犖／ 犽犼槡 ）］
犖

ｄ犉π（μ犼） （１７）

式中，狋α（狓）表示标准狋分布下的α分位数；犉
π（μ犼）为μ犼 的验

前分布函数，根据共轭分布的性质，其服从狋分布：狋（狏犼π，μ犼π，

σ犼π），故将狋分布的概率密度函数代入式（１７）后可得

Δα犼 ＝∫
＋∞

μ犼
（［

０

犜狏
犼 （犖 狋犅

犼

犅
犼
＋１
（狏犼犖）＋ μ－μ０

σ犼犖／ 犽犼槡 ）
犖

－

犜狏
犼 （犖 狋犅

犖，犼

犅
犖，犼
＋１
（狏犼犖）＋ μ－μ０

σ犼犖／ 犽犼槡 ）］
犖

·

Γ（
狏犼π＋１

２
）

Γ（
狏犼π
２
） 狏犼π槡 πσ犼π／ 犽犼槡

［
π

１＋
１

狏犼 （π μ－μ犼π

σ犼π／ 犽犼槡 ）
π
］

２ －
狏
犼π
＋１

）
２

ｄμ犼

（１８）

　　同理，可求得使用方截尾风险增量上界为

Δβ犼 ＝犘｛犃犼 ＜犗犖，犼 ＜犃犖，犼狘μ犼，μ犼 ≤μ犼０｝＝

犘｛０＜犗犖，犼 ＜犃犖，犼狘μ犼，μ犼 ≤μ犼０｝－

犘｛０＜犗犖，犼 ＜犃犼狘μ犼，μ犼 ≤μ犼０｝＝

∫
μ犼０

－∞（［犜狏犼 （犖 狋犃
犖，犼

犃
犖，犼
＋１
（狏犼犖）＋ μ－μ０

σ犼犖／ 犽犼槡 ）
犖

－

犜狏
犼 （犖 狋犃

犼

犃
犼
＋１
（狏犼犖）＋ μ－μ０

σ犼犖／ 犽犼槡 ）］
犖

·

Γ（
狏犼π＋１

２
）

Γ（
狏犼π
２
） 狏犼π槡 πσ犼π／ 犽犼槡

［
π

１＋
１

狏犼π
（μ－μ犼π

σ犼π／ 犽犼槡 π

）］２
－

狏
犼π
＋１

）
２

ｄμ犼

（１９）

　　注意到，式（１８）和式（１９）中均含有超几何函数的积分

运算，直接对其求解是很困难的。这里，采用数值求解方

法，利用 Ｍａｔｌａｂ等数学运算工具可以很方便地得到其相应

的解。例如，对于式（１８）和式（１９），应用 Ｍａｔｌａｂ中的

ｑｕａｄｇｋ（）函数可以求得其数值解，具体操作方法读者可参

阅 Ｍａｔｌａｂ的有关帮助文档，此处不再赘述。

１．６　指标综合合格概率的估算

由前文，假设犖次动态试验后符合序贯试验退出条件，

则如果系统的各项指标的动态试验统计观测值狓犼 是服从正

态分布犖（μ犼，σ
２
犼
）的，其正态分布参数（μ犼｜犡）应服从狋（狏犼犖，

μ犼犖，
σ犼犖

犽犼槡 犖

）分布，（σ
２
犼｜犡）应服从犐犌犪（

狏犼犖
２
，狏犼犖σ

２
犼犖

２
）分布。可

见，应用Ｂａｙｅｓ序贯试验方法是无法得到统计观测值狓犼 的精

确分布形式的，从而也就很难从理论上直接推导出狓犼≥μ犼０
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的精确概率，即指标犼的综合合格概率。此时，应用 Ｍｏｎｔｅ

Ｃａｒｌｏ法可以求取统计观测值　狓犼 优于既定μ犼０（即犘｛狓犼≥

μ犼０｝）的数值解，相应的 Ｍａｔｌａｂ求解流程如图１所示。按照

图１的工作流程，可逐项取得系统各指标的综合合格概率均

值珔狆犼、标准差犛狆犼及９５％合格概率分位数狓
－

犼狆９５
。这里需要特

别说明的是，指标犼的综合合格概率体现的是单次随机抽样

条件下狓犼≥μ犼０的概率及９５％置信水平下单次随机抽样满足

狓犼≥μ犼０要求的μ犼０估计值。因此，利用它可以对下一次动态

试验统计观测值狓犼 能否高于既定值μ犼０做出具有统计意义

的预测，也可以估计出９５％置信水平下的统计观测值狓犼 的

实际达标水平；而本文中序贯试验犯两类错误的风险都是以

考查全体动态试验抽样中的统计观测值为目标的，因此已进

行的动态试验次数越多，下一次试验结果对两类错误风险的

数值影响就越小，这也是符合统计规律的。

图１　Ｍａｔｌａｂ下应用 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ法求解指标综合合格概率

２　应用举例

假设某待检系统的最低要求合格概率限定为μ犼０，并约

定生产方风险为α犼，使用方风险为β犼，如表１所示。为了尽

可能缩减该系统动态试验的次数，首先对该系统进行了１０

次静态试验，测得各次静态试验下相应的系统指标统计观

测值如表２所示。事实上，１０次抽检的静态试验是不足以

提供足够的验前信息的，因此根据１．３节的验前信息获取

方法，应用ｂｏｏｔｓｔｒａｐ方法对表２的测试数据进行１０００次

随机抽样后，得加权验前统计信息如表３所示。从表３的

统计数据可以看出，没有任何一项指标的似然比犗犼０高于其

相应的决策阈值犅犼π０，因此符合１．３节给出的动态试验基

本条件，可以进行动态试验。假设待检系统既定动态试验

最小试验次数为５次，序贯截尾试验起始次数为７次，最大

动态试验次数为９次。并设动态试验各次抽检取得的统计

观测值如表４所示，则根据１．４节的Ｂａｙｅｓ序贯试验工作

流程，当动态试验执行完第５、６、７次抽检后，发现Ｂａｙｅｓ序

贯试验验后统计分析均不能满足多指标序贯试验退出条

件，此时统计得到的第７次后Ｂａｙｅｓ序贯试验验后统计数

据如表５所示。从表５的数据看，指标１、指标３和指标４

没有满足序贯退出条件，其他指标均趋于满足 犎０ 假设检

验。因此，为了快速结束试验，选择进入序贯截尾试验程

序。由此，根据１．４节的Ｂａｙｅｓ序贯截尾试验规则，得到第

８、第９次序贯截尾试验验后统计信息，如表６所示。从表６

的数据看，第８次试验后，指标１没有满足序贯退出条件，

其他指标均满足犎０ 假设检验；第９次试验后，指标１和指

标３没有满足序贯退出条件，其他指标均满足 犎０ 假设检

验。由于此时已达到系统设定的最大动态试验次数，根据

第１．４节的Ｂａｙｅｓ序贯截尾试验规则，令犃犼９＝犅犼９＝１，对动

态试验进行强制截尾，结果表明所有指标的Ｂａｙｅｓ序贯验

后加权概率比均小于１，因此认为应接受 犎０ 假设检验，鉴

定产品合格。

表１　待检系统各指标最低要求合格概率及两类错误风险值

条目
指标

指标１ 指标２ 指标３ 指标４ 指标５ 指标６ 指标７

μ犼０ ０．８０ ０．８０ ０．８５ ０．８５ ０．８５ ０．８５ ０．９

α犼 ０．０５ ０．０５ ０．０５ ０．０５ ０．０５ ０．０５ ０．０５

β犼 ０．０５ ０．０５ ０．０５ ０．０５ ０．０５ ０．０５ ０．０５

表２　待检系统各指标静态试验的统计观测值

次数
指标

指标１ 指标２ 指标３ 指标４ 指标５ 指标６指标７

１ ０．７８６２０．７９９５０．８０６１０．８５０３０．８８０５０．９１０００．９１９２

２ ０．７９９１０．８５５００．８１８５０．８８３６０．８８２４０．９０４９０．９３１５

３ ０．８１７００．７９５９０．８７２３０．８６３４０．８６９００．８９９５０．９２２８

４ ０．８２０７０．８４８１０．８６１１０．８４７８０．８６２７０．９０６３０．９２１７

５ ０．８４２５０．８１７６０．８１３８０．８８５４０．８８４５０．９０４４０．９１０６

６ ０．８１０６０．８２４３０．８４７６０．８４９００．８４２８０．９１６１０．９２２２

７ ０．７７８００．８０２３０．７９８７０．８２０５０．８８４７０．８８８３０．９２０６

８ ０．８０２２０．８１０００．８４８９０．８９４５０．８７１２０．８９２４０．９１３９

９ ０．７９８３０．８０８５０．８７２７０．８９６２０．８８７３０．９０８４０．９３４７

１０ ０．７９７６０．８００２０．７９５３０．８９０３０．９０１３０．９０５３０．９３７９
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表３　待检系统各指标静态试验的验前统计信息

条目
指标

指标１ 指标２ 指标３ 指标４ 指标５ 指标６ 指标７

μ犼π０ ０．８０４９９７７ ０．８１５７８０１ ０．８３３３６７８ ０．８６７５０５１ ０．８７６４７５３ ０．９０３４７６４ ０．９２３４４８１

犽犼π０ ０．１００９３０６ ０．１００７８４８ ０．０９９４２３１ ０．１００４９０９ ０．１００６１２７ ０．１０４１９４６ ０．１０２６３９６

狏犼π０ ４．０９２１０５４ ４．１１０８０９１ ４．２９３８４６８ ４．１７１２３５４ ４．０７８４３６０ ４．１３６８７９６ ４．１５４５７８４

σ２犼π０ ０．００００２２９ ０．００００２９１ ０．００００６３１ ０．００００４５３ ０．００００１６９ ０．０００００４９ ０．０００００５２

犘犼π犎０ ０．６２１８１３３ ０．７９７９９６６ ０．２７１３９６９ ０．７７２８４０３ ０．９４５２４６３ ０．９９９３７５７ ０．９８５６２９７

犘犼π犎１ ０．３７８１８６７ ０．２０２００３４ ０．７２８６０３１ ０．２２７１５９７ ０．０５４７５３７ ０．０００６２４３ ０．０１４３７０３

α犼π０ ０．０３１０９０７ ０．０３９８９９８ ０．０１３５６９８ ０．０３８６４２０ ０．０４７２６２３ ０．０４９９６８８ ０．０４９２８１５

β犼π１ ０．０１８９０９３ ０．０１０１００２ ０．０３６４３０２ ０．０１１３５８０ ０．００２７３７７ ０．００００３１２ ０．０００７１８５

犃犼π０ ０．０５２６３１６ ０．０５２６３１６ ０．０５２６３１６ ０．０５２６３１６ ０．０５２６３１６ ０．０５２６３１６ ０．０５２６３１６

犅犼π０ １９．００００００ １９．００００００ １９．００００００ １９．００００００ １９．００００００ １９．００００００ １９．００００００

犗犼０ ０．６０８１９９７ ０．２５３１３８２ ２．６８４６４０８ ０．２９３９２８４ ０．０５７９２５４ ０．０００６２４７ ０．０１４５７９８

表４　待检系统各指标动态试验的统计观测值

次数
指标

指标１ 指标２ 指标３ 指标４ 指标５ 指标６ 指标７

１ ０．７９５６ ０．８４７９ ０．８８１０ ０．８８８９ ０．８８０８ ０．９０６８ ０．９３５７

２ ０．８０３４ ０．８３０５ ０．８８０２ ０．８７９６ ０．８７６５ ０．８８６８ ０．９４３５

３ ０．８０２９ ０．７７９８ ０．８７４７ ０．８１４６ ０．８６６９ ０．８９９３ ０．９４４０

４ ０．７９８５ ０．８６２４ ０．８０６５ ０．８３５３ ０．８８２７ ０．８８４４ ０．９２４２

５ ０．７９５２ ０．８３０６ ０．８８３７ ０．８６６９ ０．８７５１ ０．８８０４ ０．９００９

６ ０．８００９ ０．８６７８ ０．８９１６ ０．８７８７ ０．８７５３ ０．８９２５ ０．９２３９

７ ０．７９９４ ０．８４６２ ０．８４３６ ０．８６１２ ０．８７９５ ０．９１１７ ０．９２６３

８ ０．８０１６ ０．７９０６ ０．８８７７ ０．８９４７ ０．８８０１ ０．９１９９ ０．９１５９

９ ０．８０２１ ０．８１１９ ０．７８４０ ０．８９１４ ０．８７５３ ０．８８０８ ０．９３２８

表５　第７次动态试验后待检系统各指标犅犪狔犲狊序贯试验验后统计信息

条目
指标

指标１ 指标２ 指标３ 指标４ 指标５ 指标６ 指标７

μ犼７ ０．７９９４８０１ ０．８３７５５７４ ０．８６５４５３３ ０．８６０８５１３ ０．８７６６７６９ ０．８９４７１２８ ０．９２８２９１４

犽犼７ ７．１００９３０６ ７．１００７８４８ ７．０９９４２３１ ７．１００４９０９ ７．１００６１２７ ７．１０４１９４６ ７．１０２６３９６

狏犼７ １１．０９２１０５ １１．１１０８０９ １１．２９３８４７ １１．１７１２３５ １１．０７８４３６ １１．１３６８８０ １１．１５４５７８

σ２犼７ ０．００００１５４ ０．０００５５５４ ０．０００６０２５ ０．０００４６４５ ０．００００２３３ ０．００００８９８ ０．０００１４０４

犘犼７犎０ ０．３６５３６３６ ０．９９９３２８２ ０．９３９５５５９ ０．８９６８２９１ １．０００００００ １．０００００００ ０．９９９９７４９

犘犼７犎１ ０．６３４６３６４ ０．０００６７１８ ０．０６０４４４１ ０．１０３１７０９ ０．０００００００ ０．０００００００ ０．００００２５１

犃犼 ０．０５２６３１６ ０．０５２６３１６ ０．０５２６３１６ ０．０５２６３１６ ０．０５２６３１６ ０．０５２６３１６ ０．０５２６３１６

犅犼 １９．００００００ １９．００００００ １９．００００００ １９．００００００ １９．００００００ １９．００００００ １９．００００００

犗７，犼 １．７３６９９９７ ０．０００６７２３ ０．０６４３３２６ ０．１１５０３９６ ０．０００００００ ０．０００００００ ０．００００２５１

表６　第８、９次动态试验后待检系统各指标犅犪狔犲狊序贯截尾试验验后统计信息

条目
指标

指标１ 指标２ 指标３ 指标４ 指标５ 指标６ 指标７

μ犼８ ０．７９９７４７９ ０．８３１７５７４ ０．８６８１９７７ ０．８６５０２７８ ０．８７７１００８ ０．８９７８２５９ ０．９２６７５７３

犽犼８ ８．１００９３０６ ８．１００７８４８ ８．０９９４２３１ ８．１００４９０９ ８．１００６１２７ ８．１０４１９４６ ８．１０２６３９６

狏犼８ １２．０９２１０５ １２．１１０８０９ １２．２９３８４７ １２．１７１２３５ １２．０７８４３６ １２．１３６８８０ １２．１５４５７８

σ２犼８ ０．００００１４４ ０．０００６８２３ ０．０００５８２９ ０．０００５１２２ ０．００００２２０ ０．０００１３３４ ０．０００１３９０
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续表６

条目
指标

指标１ 指标２ 指标３ 指标４ 指标５ 指标６ 指标７

犘犼８犎０ ０．４２６５７０３ ０．９９７６７２７ ０．９７３７１０７ ０．９５８５８９２ １．０００００００ １．０００００００ ０．９９９９８５４

犘犼８犎１ ０．５７３４２９７ ０．００２３２７３ ０．０２６２８９３ ０．０４１４１０８ ０．０００００００ ０．０００００００ ０．００００１４６

犃犼８ ０．０５２６３１６ ０．０５２６３１６ ０．０６４３３２６ ０．１１５０３９６ ０．０５２６３１６ ０．０５２６３１６ ０．０５２６３１６

犅犼８ １．７３６９９９７ １９．００００００ １９．００００００ １９．００００００ １９．００００００ １９．００００００ １９．００００００

犗８，犼 １．３４４２７９４ ０．００２３３２７ ０．０２６９９９１ ０．０４３１９９７ ０．０００００００ ０．０００００００ ０．００００１４６

μ犼９ ０．８００００８３ ０．８２９５７８８ ０．８５８９４００ ０．８６７９２２６ ０．８７６９０６７ ０．８９５９５５７ ０．９２７４１８０

犽犼８ ９．１００９３０６ ９．１００７８４８ ９．０９９４２３１ ９．１００４９０９ ９．１００６１２７ ９．１０４１９４６ ９．１０２６３９６

狏犼９ １３．０９２１０５ １３．１１０８０９ １３．２９３８４７ １３．１７１２３５ １３．０７８４３６ １３．１３６８８０ １３．１５４５７８

σ２犼９ ０．００００１３６ ０．０００６５０７ ０．００１０６６２ ０．０００５１８９ ０．００００２０３ ０．０００１４３４ ０．０００１２９２

犘犼９犎０ ０．５０２６６０７ ０．９９８０５８９ ０．７８８２８５２ ０．９８３２５５９ １．０００００００ １．０００００００ ０．９９９９９７１

犘犼９犎１ ０．４９７３３９３ ０．００１９４１１ ０．２１１７１４８ ０．０１６７４４１ ０．０００００００ ０．０００００００ ０．０００００２９

犃犼９ ０．０５２６３１６ ０．０５２６３１６ ０．０６４３３２６ ０．１１５０３９６ ０．０５２６３１６ ０．０５２６３１６ ０．０５２６３１６

犅犼９ １．３４４２７９４ １９．００００００ １９．００００００ １９．００００００ １９．００００００ １９．００００００ １９．００００００

犗９，犼 ０．９８９４１３６ ０．００１９４４９ ０．２６８５７６５ ０．０１７０２９３ ０．０００００００ ０．０００００００ ０．０００００２９

　　最后，参照第１．５节序贯截尾风险增量上界计算方法，

以及第１．６节图１给出的指标综合合格概率 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ

估算方法，可以得到的第９次序贯强制截尾试验验后两类

风险增量上界及综合合格概率统计信息如表７所示。

表７　第９次犅犪狔犲狊序贯强制截尾试验两类风险增量上界及综合合格概率统计信息

条目
指标

指标１ 指标２ 指标３ 指标４ 指标５ 指标６ 指标７

Δα犼 ０．０１１５３３１ ０．０５８４６９０ ０．０３８７１０５ ０．０４２７４０８ ０．００３１９６４ ０．００００９６９ ０．００４９７５６

Δβ犼 ０．０１１０１６１ ０．０３２７０１５ ０．０５７１８１２ ０．０２８５３５９ ０．００２６０３５ ０．００００５７５ ０．００２０３８７

珚狆犼 ０．５００８７７８ ０．８６８００８９ ０．６０５６７６３ ０．７７８２１２０ ０．９９９９７１２ ０．９９９０２８２ ０．９８４６８６２

犛狆犼 ０．０００５６２２ ０．０４５７８４４ ０．０２０９３７５ ０．０４４２９１５ ０．０００４１４４ ０．００３４８５８ ０．０１７６３９２

狓
－
犼狆９５ ０．７９３５６４３ ０．７８５３２９３ ０．８０１７９７３ ０．８２８３１０５ ０．８６９０７７１ ０．８７５１０８５ ０．９０７６３１０

３　结　论

目前，有些长周期系统动态试验次数（如惯性导航系统

海上试验航次）的确定都是基于经典统计学理论展开的，不

但试验所需的样本容量大，其相关的理论推导也存在争议。

本文基于Ｂａｙｅｓ序贯检验方法有效解决了传统方法所需样

本容量过大的问题，为这类长周期系统的动态试验鉴定提

供了理论依据。本文关于确定长周期系统动态试验次数的

方法是以单次抽样检验合格概率可测算为工作前提的，这

主要是考虑到本文特定的应用背景的需要［１４１５］。对此，读

者可根据自身项目需要将此假设检验条件变更为其他统计

量，只要确保该统计量同样服从正态分布即可。另外，考虑

到经典Ｂａｙｅｓ序贯检验方法很难在试验前就事先获知具体

的试验样本容量，给试验预算带来不便的问题，本文还对

Ｂａｙｅｓ序贯检验方法增加了最大动态试验次数和最小动态

试验次数的可选约束条件，这从一定程度上可以弥补经典

Ｂａｙｅｓ序贯检验方法的不足。本文最后给出了应用Ｂａｙｅｓ

序贯检验方法进行长周期系统动态试验设计的系统仿真实

例，从仿真试验的结果看，该方法是可行的。
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