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不同噪声背景下基于广义斜投影算子的滤波方法
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　　摘　要：常规的斜投影（ｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌｏｂｌｉｑｕｅｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ，ＣＯＰ）滤波通常假定背景噪声是高斯白噪声，而实际

环境中的背景噪声多为色噪声。通过拓展ＣＯＰ的概念，得到一类广义斜投影（ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｏｂｌｉｑｕｅｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ，

ＧＯＰ）算子，提出一种同时适用于白噪声和色噪声背景的最小化干扰约束广义斜投影（ｍｉｎｉｍｉｚｅｄｉｎｔｅｒｆｅｒｅｎｃｅｃｏｎ

ｓｔｒａｉｎｅｄｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｏｂｌｉｑｕｅｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ，ＭＩＧＯＰ）自适应滤波方法，实现了在不同噪声背景下应用统一的斜投影算

子进行滤波，并讨论了 ＭＩＧＯＰ滤波方法与其他各种相关的斜投影滤波方法之间的区别与联系。仿真实验验证了

理论分析结果，通过对比不同噪声背景下各种ＧＯＰ滤波方法的性能证实了所提方法的有效性。
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０　引　言

　　斜投影滤波
［１１１］是自适应信号处理的方法之一，近年

来在国内外信号处理领域逐渐引起人们的关注。目前，基

于斜投影算子的自适应滤波方法已应用于雷达［７９］、移动通

信［１０１１］、导航［１２］、图像处理［１３］等诸多领域。

常规的斜投影（ｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌｏｂｌｉｑｕｅｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ，ＣＯＰ）

滤波方法一般采用高斯白噪声背景假设，它使用由目标信

号子空间和干扰信号子空间构造的斜投影滤波算子抑制干

扰，可以无畸变地恢复目标信号。白噪声背景下斜投影滤

波方法的关键在于估计干扰空间的正交投影矩阵。在噪声

协方差矩阵已被准确估计的基础上，通过对阵列协方差矩

阵进行特征值或奇异值分解，可以构造等价的干扰子空间

正交投影矩阵［５６，９１０，１４］。但噪声协方差矩阵估计值若存在

偏差，将导致斜投影滤波性能下降。

实际应用环境下的背景噪声多为色噪声［１５，２４］。基于线

性约束最小方差（ｌｉｎｅａｒｌｙｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄｍｉｎｉｍｕｍｖａｒｉａｎｃｅ，

ＬＣＭＶ）准则
［１６１７］的滤波方法是一种有效的最优自适应滤
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波技术，可以在不同噪声背景下使用。但是目前可用于色

噪声背景下的斜投影滤波方法非常少见。文献［１］提出了

一种斜投影算子，用于恢复受色噪声扰动影响的目标信号，

但该滤波算子与白噪声背景下使用的ＣＯＰ滤波算子结构

差异很大。从如何抑制噪声影响的角度出发，文献［１８］提

出了在色噪声环境下的子空间追踪算法，首先获取噪声子

空间和信号子空间，然后构建斜投影算子提取目标信号。

该滤波算子与文献［１］采用的斜投影算子等价
［１８］。不同的

背景噪声下，采用结构不同的斜投影滤波算子，增加了实际

应用环境中选取最优滤波算子的难度，限制了斜投影技术

的应用。

为了解决色噪声背景下的干扰抑制问题，在ＣＯＰ滤波

方法和传统的最小方差滤波准则的启发下，本文提出广义

斜投影（ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｏｂｌｉｑｕｅｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ，ＧＯＰ）的概念，并得

到了一种基于多线性约束干扰抑制最小方差准则的最小化

干扰约束广义斜投影（ｍｉｎｉｍｉｚｅｄｉｎｔｅｒｆｅｒｅｎｃｅｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ

ＧＯＰ，ＭＩＧＯＰ）滤波方法。该方法从利用噪声的角度出发，

将目标信号子空间、干扰信号子空间以及噪声的统计特性

有效地加以利用，可同时适用于白噪声和色噪声环境下的

自适应滤波，从而避免在不同噪声背景下需要使用不同的

斜投影滤波算子的问题。同时，本文还采用了一种无需估

计噪声协方差矩阵的方法计算干扰空间的正交投影矩阵，

避免在白噪声背景下因噪声协方差矩阵估计存在偏差而导

致斜投影滤波性能下降的问题。分析与仿真表明，本文提

出的滤波方法在不同的噪声背景下都可以较好地实现干扰

抑制，并无失真的恢复目标信号。

１　系统模型

假定有犇个远场窄带平面波入射到含犕 （犕＞犇）个

阵元的天线阵，阵元在空间任意排列。进一步假定目标信

号个数为 犓（犓＜犇），则阵列接收到的快拍数据可以表

示［１９］为

犡（狋）＝∑
犇

犻＝１

犪犻狊犻（狋）＋狀（狋）＝犃犛犃（狋）＋犌犛犌（狋）＋狀（狋）

（１）

式中，犡（狋）＝［狓１（狋），狓２（狋），…，狓犕（狋）］
Ｔ 是 犕 维的阵列输

出数据矢量，狓犿（狋）为第犿 个通道的阵列输出数据（犿＝１，

２，…，犕）；犪犻＝［犪１犻，犪２犻，…，犪犕犻］
Ｔ 是第犻（犻＝１，２，…，犇）个入

射波狊犻（狋）的导向矢量；犃和犌 分别代表目标信号和干扰信

号导向矢量的集合，犃＝［犪１，犪２，…，犪犓］，犌＝［犪犓＋１，犪犓＋２，…，

犪犇］；犛犃（狋）＝ ［狊１（狋），狊２（狋），…，狊犓（狋）］
Ｔ，犛犌（狋）＝ ［狊犓＋１（狋），

狊犓＋２（狋），…，狊犇（狋）］
Ｔ，犛犃（狋）和犛犌（狋）分别代表犓 个目标信

号和犇－犓个干扰信号的时域复包络数据矢量；狀（狋）是 犕

维的阵列观测噪声矢量。假定目标信号、干扰信号以及观

测噪声彼此互不相关且是零均值的，则阵列观测数据的协

方差矩阵可表述为

犚犡 ＝Ｅ｛犡（狋）犡
Ｈ（狋）｝＝犃犚犪犃

Ｈ
＋犌犚犵犌

Ｈ
＋犚狀 （２）

式中，Ｅ｛·｝代表求数学期望；犚犪＝Ｅ｛犛犃（狋）犛犃
Ｈ（狋）｝，犚犵＝

Ｅ｛犛犌（狋）犛犌
Ｈ（狋）｝，犚狀＝Ｅ｛狀（狋）狀

Ｈ（狋）｝分别代表目标信号、干

扰信号以及观测噪声的协方差矩阵。若阵列输出加权矢量

为犠，则阵列加权输出数据可表示为

狔（狋）＝犠
Ｈ犡（狋） （３）

　　滤波权矢量的设计方法多样，常规时延求和方式的窄

带滤波权矢量最为简单有效，其加权矢量为［１６１７］

犠犵 ＝ （犃
）Ｈ犳 （４）

式中，犃＝（犃Ｈ犃）－１犃Ｈ；犳是犓 维的目标信号响应约束矢

量［１６］。这种常规的滤波器受干扰影响较大，无法满足实际

应用需求，通常需要先对阵列输出数据作线性时不变滤波

预处理，然后再加权求和得到阵列波束输出。ＬＣＭＶ滤波

器是比较常用的一种，它的滤波准则是保证滤波器对期望

信号的响应为常数的情况下，使阵列输出总功率最小［１６］，

相应的滤波权矢量为

犠ｌｃｍｖ＝犚
－１
犡犃（犃

Ｈ犚－１犡犃）
－１
犳 （５）

２　基于斜投影算子的滤波方法

２．１　基于犆犗犘算子的滤波方法

满足幂等特性，但不具备复共轭对称特性的算子统称为

斜投影算子。假定合成矩阵［犅　犆］列满秩，且Ｒａｎｇｅ（犅）∩

Ｒａｎｇｅ（犆）＝｛０｝，则沿着与值域空间Ｒａｎｇｅ（犆）平行的方向

到值域空间Ｒａｎｇｅ（犅）的斜投影算子定义为
［１］

犈犅犆 ＝ ［犅　０］
犅Ｈ犅 犅Ｈ犆

犅Ｈ犆 犆Ｈ

熿

燀

燄

燅犆

－１

犅Ｈ

犆
［ ］Ｈ ＝

犅（犅Ｈ犘
⊥

犆犅）
－１犅Ｈ犘

⊥

犆 （６）

式中，犘
⊥

犆 ＝犐－犘犆，犘犆＝犆犆
 分别表示子空间〈犆〉的正交投

影矩阵和投影矩阵；犐是单位矩阵。

从标准定义式（６）可以直观地判断出与犈犅犆相应的值域

空间Ｒａｎｇｅ（犅）和零空间Ｒａｎｇｅ（犆）。为便于描述，称满足

斜投影算子定义且可直观的从其标准定义式中判断值域空

间和零空间的算子为ＣＯＰ算子，基于ＣＯＰ算子的斜投影

滤波方法称为ＣＯＰ滤波。ＣＯＰ算子具有如下性质
［１３］

犈犅犆犅＝犅；犈犅犆犆＝０ （７）

　　根据系统模型及斜投影算子的定义，使用目标信号子

空间犃与干扰子空间犌构造ＣＯＰ算子为

犈犃犌 ＝犃（犃
Ｈ犘

⊥

犌犃）
－１犃Ｈ犘

⊥

犌 （８）

并定义ＣＯＰ滤波权矢量为

犠ｏｐ＝ （犃
犈犃犌）

Ｈ
犳 （９）

　　依据阵列加权输出数据表达式（３），ＣＯＰ滤波可以表

述为

狔（狋）＝犠
Ｈ
ｏｐ犡（狋）＝犳

Ｈ犃（犈犃犌犃犛犃（狋）＋犈犃犌犌犛犌（狋）＋

犈犃犌狀（狋））＝犠
Ｈ
ｇ（犃犛犃（狋）＋犈犃犌狀（狋））＝犳

Ｈ犛犃（狋）＋

犠Ｈ
ｏｐ狀（狋） （１０）

２．２　基于犌犗犘算子的滤波方法

与ＣＯＰ算子相区别，称满足斜投影算子定义但不能从

其标准定义式直接判断值域空间或零空间的算子为 ＧＯＰ

算子，对应的滤波方法统称为ＧＯＰ滤波。考虑如下多线性
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约束干扰抑制最小方差准则

ｍｉｎ
犠
犠Ｈ犚犡犠 （１１）

ｓ．ｔ．
犠Ｈ犃＝犳

Ｈ

犠Ｈ犌＝
烅
烄

烆 ０

（１２）

即在保证滤波器对期望信号的响应为常数以及完全消除干

扰信号的条件下使得阵列的输出总功率最小。根据式（２），

在约束条件式（１２）下，假定目标信号功率确定，则式（１１）可

等价变换为

ｍｉｎ
犠
犠Ｈ犚狀犠 （１３）

或

ｍｉｎ
犠
犠Ｈ犚犻狀犠 （１４）

　　依据该准则的约束条件可知犠∈〈犌〉⊥。所以，期望信

号在干扰子空间的投影犘犌犃与加权矢量犠 正交，犠
Ｈ犘犌犃＝

０，犠Ｈ犃＝犠Ｈ（犘
⊥

犌 ＋犘犌）犃＝犠
Ｈ犘

⊥

犌犃＝犳
Ｈ。故约束条件表达

式（１２）等价为

ｓ．ｔ．
犠Ｈ犘

⊥

犌犃＝犳
Ｈ

犠 ∈ 〈犌〉
烅
烄

烆
⊥

（１５）

　　根据拉格朗日乘子法构造代价函数为

犵（犠）＝
１

２
犠Ｈ犚狀犠＋λ

Ｈ［犳－（犘
⊥

犌犃）
Ｈ犠］ （１６）

式中，λ为代价引子。假定犚狀 为非奇异的正定矩阵，对权

矢量犠 求偏导，并令偏导数等于零，得

犠 ＝犚
－１
狀犘

⊥

犌犃λ （１７）

　　根据约束条件犠∈〈犌〉⊥，权矢量犠 在子空间〈犌〉⊥的

投影等于其自身，即

犠 ＝犘
⊥

犌犚
－１
狀犘

⊥

犌犃λ （１８）

将式（１８）代入到约束条件犠Ｈ犘
⊥

犌犃＝犳
Ｈ，得到多线性约束

干扰抑制最小方差准则下的最优权矢量

犠ｇｏｐ＝ （犃

Γ）

Ｈ
犳 （１９）

式中

Γ＝犃（犃
Ｈ犘

⊥

犌犚
－１
狀犘

⊥

犌犃）
－１犃Ｈ犘

⊥

犌犚
－１
狀犘

⊥

犌 （２０）

　　根据广义斜投影算子的定义，Γ是一种ＧＯＰ算子，且Γ

满足如下性质

Γ犃＝犃，Γ犌＝０ （２１）

相应地，称式（１９）为ＧＯＰ滤波权矢量。为便于描述，本文

称Γ为 ＭＩＧＯＰ算子。根据阵列加权输出数据表达式（３）

以及式（１９），ＭＩＧＯＰ滤波可以表述为

狔（狋）＝犠
Ｈ
ｇｏｐ犡（狋）＝犳

Ｈ犃（Γ犃犛犃（狋）＋Γ犌犛犌（狋）＋

Γ狀（狋））＝犠
Ｈ
ｇ（犃犛犃（狋）＋Γ狀（狋））＝犳

Ｈ犛犃（狋）＋

犠Ｈ
ｇｏｐ狀（狋） （２２）

　　式（１０）与式（２２）表明，（广义）斜投影滤波器的实质是

基于（广义）斜投影算子的干扰抑制器与常规窄带滤波器的

级联。斜投影起到抑制干扰的预滤波处理作用，可以对干

扰信号完全抑制并无畸变的恢复目标信号。

２．３　犕犐犌犗犘滤波权矢量的等价形式

在多线性约束干扰抑制最小方差准则下，式（１３）是在

目标信号功率非时变前提下，对最小阵列输出总功率表达

式（１１）的等价变换，实际上可以直接依据式（１１）或其等价

变换式（１４），结合约束条件式（１５），采用拉格朗日乘子法得

出相同形式的最优滤波权矢量及相应的广义斜投影算子

Γ１ 和Γ２。

Γ１ ＝犃（犃
Ｈ犘

⊥

犌犚
－１
犡犘

⊥

犌犃）
－１犃Ｈ犘

⊥

犌犚
－１
犡犘

⊥

犌 （２３）

Γ２ ＝犃（犃
Ｈ犘

⊥

犌犚
－１
犻狀犘

⊥

犌犃）
－１犃Ｈ犘

⊥

犌犚
－１
犻狀犘

⊥

犌 （２４）

式中，犚犻狀＝犌犚犵犌
Ｈ
＋犚狀 代表干扰噪声协方差矩阵。实际应

用中，复杂的电磁环境下可能会出现病态噪声协方差矩阵

或难以有效估计犚狀，导致无法计算Γ。此时可依据实际应

用环境获取干扰噪声协方差矩阵，选取Γ２ 替代Γ；若只能

计算出犚犡，则可用Γ１ 替代Γ。

根据式（２０）～式（２４）可知，滤波算子Γ、Γ１ 和Γ２ 对目

标与干扰信号的作用是相同的，区别在于对阵列观测噪声

的影响略有不同。为便于分析，假定目标信号为单信号源，

犓＝１，犳＝１，则 ＭＩＧＯＰ滤波后的残余噪声为

狀′（狋）＝犠
Ｈ
ｇｏｐ狀（狋）＝

犃Ｈ犘
⊥

犌
珟犚－１犘

⊥

犌

‖犘
⊥

犌犃‖
２
珟犚
－１

狀（ｔ） （２５）

式中，珟犚统一指代 ＭＩＧＯＰ滤波算子Γ、Γ１ 和Γ２ 分别所用的

协方差矩阵犚狀、犚犡 和犚犻狀。对任意 犕×１的非零向量狓及

犕×犕 的矩阵犙，加权Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数‖狓‖
２
犙狓

Ｈ
犙狓。由

于狀（狋）为零均值随机过程，所以狀′（狋）的均值和方差为

Ｅ｛狀′（ｔ）｝＝

（犃Ｈ犘
⊥

犌
珟犚－１犘

⊥

犌犃）
－１犃Ｈ犘

⊥

犌
珟犚－１犘

⊥

犌Ｅ｛狀（狋）｝＝０ （２６）

ｖａｒ｛狀′（狋）｝＝
犃Ｈ犘

⊥

犌
珟犚－１犘

⊥

犌犚狀犘
⊥

犌
珟犚－１犘

⊥

犌犃

‖犘
⊥

犌犃‖
４
珟犚
－１

＝

‖犘
⊥

犌犃‖
２
珟犚
－１
犘
⊥

犌
犚
狀
犘
⊥

犌
珟犚
－１

‖犘
⊥

犌犃‖
４
珟犚
－１

（２７）

经 ＭＩＧＯＰ滤波后，在干扰的补空间内实现了噪声白化，使

广义斜投影滤波适用于色噪声环境。

３　广义斜投影滤波权矢量的计算

假定目标信号的导向矢量犃已知
［１５，２１，２４２５］，如果干扰

信号的导向矢量犌也能准确估计出来，则可直接依据斜投

影的定义计算滤波权矢量。在真实复杂电磁环境下往往难

以有效地估计干扰参数，此时可依据不同的噪声背景采用

适当的方法估计广义斜投影滤波权矢量。

３．１　白噪声背景

计算白噪声背景下的ＣＯＰ滤波权矢量关键在于求解

干扰子空间的正交投影矩阵犘
⊥

犌 。现有计算方法都要求估

计噪声协方差矩阵［５６，９１０，１４］。为了避免因噪声方差估计不

准而导致滤波性能恶化，本文采用一种无需估计噪声协方

差矩阵的干扰空间投影矩阵计算方法。

任取第犾（犾∈｛１，２，…，犕｝）个通道的输出数据，计算其

与其他通道输出数据的互相关矩阵

犚狓
犿
狓
犾
（τ）＝ ｛Ｅ 狓犿（狋＋τ２）狓犾 （狋－τ２ ｝） ＝∑

犇

犻＝１

犚狊
犻
狊
犻
（τ）犪犿犻犪


犾犻

（２８）
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式中，犚狊
犻
狊
犻
（τ）＝Ｅ｛狊犻（狋＋τ／２）狊


犻 （狋－τ／２）｝（犿＝１，２，…，犕，τ

≠０）。式（２８）的矢量化表述为

犣（τ）＝ ［犚狓
１
狓
犾
（τ），犚狓

２
狓
犾
（τ），…，犚狓

犕
狓
犾
（τ）］

Ｔ
＝

犃犚犛
犃

（τ）＋犌犚犛
犌

（τ） （２９）

犚犛
犃
（τ）＝ ［犚狊

１
狊
１
（τ），…，犚狊

犓
狊
犓
（τ）］

Ｔ （３０）

犚犛
犌
（τ）＝ ［犚狊

犓＋１
狊
犓＋１
（τ），…，犚狊

犇
狊
犇
（τ）］

Ｔ （３１）

记犘犪（τ）＝Ｅ｛犚犛犃（τ）犚
Ｈ
犛
犃
（τ）｝，犘犵＝Ｅ｛犚犛犌（τ）犚

Ｈ
犛
犌
（τ）｝，则查

犚犣＝Ｅ｛犣（τ）犣
Ｈ（τ）｝＝犃犘犪犃

Ｈ
＋犌犘犵犌

Ｈ （３２）

定义矩阵犚１＝犘
⊥

犃犚犣＝犘
⊥

犃犌犘犪犌
Ｈ，对犚１ 作奇异值分

解，得

犚１ ＝犝
Δ ０［ ］
０ ０

［犞１ 犞２］
Ｈ （３３）

式中，犝 是矩阵犚１ 的左奇异向量；Δ＝ｄｉａｇ（σ１，σ２，…，

σ犇－犓），σ犾为第犾（犾＝１，２，…，犇－犓）个非零奇异值，σ１≥σ２≥

…≥σ犇－犓；犞１ 与犞２ 分别对应矩阵犚１ 的前犇－犓 列和后犕

－犇＋犓列右奇异向量。则存在可逆矩阵Φ 使犌＝犞１Φ，

从而

犘
⊥

犌 ＝犐－犌（犌
Ｈ犌）－１犌Ｈ ＝犐－

（犞１Φ ）（Φ
Ｈ犞Ｈ

１犞１Φ ）
－１
Φ

Ｈ犞Ｈ
１ ＝犐－犞１犞

Ｈ
１ ＝犞２犞

Ｈ
２

（３４）

使用式（２３）及式（３４）可求出 ＭＩＧＯＰ算子，再结合式（１９）

即可计算出广义斜投影滤波权矢量。

３．２　色噪声背景

处理色噪声情况下的滤波，假定噪声协方差矩阵犚狀 已

经预先采用适当的方法［２１２２］准确估计。考虑矩阵

犚２ ＝犘
⊥

犃 （犚犡－犚狀）＝犘
⊥

犃犌犚犵犌
Ｈ （３５）

　　对矩阵犚２ 作奇异值分解，并采用式（３３）和式（３４）同样

的处理方法，同理可求犘
⊥

犌 。结合式（２０）或式（２３）和式（２４）

便可计算出 ＭＩＧＯＰ算子。最后，采用式（１９）得出广义斜

投影滤波权矢量。

３．３　基于广义斜投影算子的滤波方法总结

根据上述原理分析和计算方法，基于广义斜投影算子

的滤波方法的具体步骤总结如下：

步骤１　计算阵列观测数据的协方差矩阵犚犡；

步骤２　根据噪声背景和先验信息的不同，对矩阵犚１

或犚２ 作奇异值分解，求出犘
⊥

犌 ；

步骤３　根据式（２０）、式（２３）和式（２４）选取合适的广

义斜投影算子Γ、Γ１ 或Γ２，计算广义斜投影滤波权矢

量犠ｇｏｐ；

步骤４　依据式（３）计算阵列加权输出数据，即可估计

出目标信号。

４　广义斜投影滤波方法比较

４．１　斜投影滤波方法之间的联系

在平稳的高斯白噪声背景下，犚狀＝σ
２
狀犐，其中，σ

２
ｎ 是噪声

方差，此时

Γ＝犃（犃
Ｈ犘

⊥

犌犚
－１
狀犘

⊥

犌犃）
－１犃Ｈ犘

⊥

犌犚
－１
狀犘

⊥

犌 ＝

犃（犃Ｈ犘
⊥

犌犃）
－１犃Ｈ犘

⊥

犌 ＝犈犃犌 （３６）

故ＣＯＰ滤波是ＭＩＧＯＰ滤波在平稳高斯白噪声背景下的特

例，两者都属于ＧＯＰ滤波。ＭＩＧＯＰ滤波算子Γ将目标、干

扰及噪声特性有效地加以利用，把白噪声背景下使用的

ＣＯＰ滤波方法拓展到了色噪声领域，实现了不同噪声背景

下应用统一的斜投影算子进行斜投影滤波。

根据ＬＣＭＶ 滤波权矢量表达式（５）及矩阵之和的

ＳｈｅｒｍａｎＭｏｒｒｉｓｏｎＷｏｏｄｂｕｒｙ求逆公式
［２３］可得

犚－１犡 ＝ （犚犻狀 ＋犃犚犪犃
犎）－１ ＝

犚－１犻狀 －犚
－１
犻狀犃（犐＋犚犪犃

Ｈ犚－１犻狀犃）
－１犚犪犃

Ｈ犚－１犻狀 （３７）

犚－１犡犃＝犚
－１
犻狀犃（犐－犃（犐＋犚犪犃

Ｈ犚－１犻狀犃）
－１犚犪犃

Ｈ犚－１犻狀犃）＝

犚－１犻狀犃（犐＋犚犪犃
Ｈ犚－１犻狀犃）

－１ （３８）

犃Ｈ犚－１犡犃＝犃
Ｈ犚－１犻狀犃（犐＋犚犪犃

Ｈ犚－１犻狀犃）
－１ （３９）

因此，ＬＣＭＶ滤波权矢量可以改写为

犠ｌｃｍｖ＝犚
－１
犡犃（犃

Ｈ犚－１犡犃）
－１
犳＝

犚－１犻狀犃（犃
Ｈ犚－１犻狀犃

－１）－１犳＝ （犃
犈）Ｈ犳 （４０）

其中

犈＝犃（犃
Ｈ犚－１犻狀犃）

－１犃Ｈ犚－１犻狀 （４１）

式（４０）与ＧＯＰ滤波权矢量式（１９）具有类似的表达形式。

根据广义斜投影算子的定义，不难证明犈 是一种 ＧＯＰ

算子。

在色噪声背景下，文献［１］提出的滤波算子与本文推导

出的ＧＯＰ算子犈的表达式完全相同。而文献［１８］与文

献［１］所用滤波算子等价
［１８］。因此，ＬＣＭＶ、文献［１］和文

献［１８］给出的滤波方法等价，且都属于ＧＯＰ滤波。

４．２　斜投影滤波方法之间的区别

文献［１］给出的色噪声背景下的斜投影滤波器在白噪

声背景下的性能逼近ＣＯＰ滤波器
［１］，但是它与白噪声背景

下广泛使用的ＣＯＰ滤波算子结构差异较大。针对不同的

噪声背景，使用斜投影滤波需要构造不同的斜投影滤波算

子，实现起来比较困难。

ＭＩＧＯＰ滤波器、ＣＯＰ滤波器和ＬＣＭＶ滤波器的本质

差异在于所用 ＧＯＰ滤波算子不同：ＣＯＰ滤波器使用由信

号子空间和干扰子空间构造的常规斜投影算子，ＭＩＧＯＰ滤

波器采用最小化干扰约束下意义下的广义斜投影算子，而

ＬＣＭＶ滤波器采用的是最大似然和最小方差无偏估计意

义下的广义斜投影算子。

鉴于ＣＯＰ滤波是 ＭＩＧＯＰ滤波的特例，且色噪声背景

下，文献［１］方法与ＬＣＭＶ滤波方法等价，下面以 ＭＩＧＯＰ

和ＬＣＭＶ为基础比较这两类滤波方法的性能。

ＬＣＭＶ滤波使用的线性约束最小方差准则本质上属

于最大信号干扰噪声比（ｓｉｇｎａｌｔｏｉｎｔｅｒｆｅｒｅｎｃｅｐｌｕｓｎｏｉｓｅｒａ

ｔｉｏ，ＳＩＮＲ）准则
［１６１７］；而 ＭＩＧＯＰ滤波所采用的多线性约束

干扰抑制最小方差准则属于多线性最小方差准则的一种，

可以在式（１２）约束条件下使得输出ＳＩＮＲ和信干比（ｓｉｇｎａｌ

ｔｏｉｎｔｅｒｆｅｒｅｎｃｅｒａｔｉｏ，ＳＩＲ）最大。本文以输出ＳＩＮＲ为主要

指标，并以输出ＳＩＲ作为辅助，衡量二者的滤波性能。

ＭＩＧＯＰ滤波的输出信号干扰噪声比为



　第４期 侯慧军等：不同噪声背景下基于广义斜投影算子的滤波方法 ·７１７　　 ·


　

ＳＩＮＲ＝
犠Ｈ
ｇｏｐ犚狊犠ｇｏｐ

犠Ｈ
ｇｏｐ犚犻狀犠ｇｏｐ

＝
（犠Ｈ

ｇｏｐ犃）犚犪（犠
Ｈ
ｇｏｐ犃）

Ｈ

犠Ｈ
ｇｏｐ犚狀犠ｇｏｐ

（４２）

由于犚狀 为非奇异正定矩阵，可设其Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解为犚狀＝

犔犔Ｈ。其中，犔为犕×犕 的下三角矩阵。令ω＝犔
Ｈ犠ｇｏｐ，珟犃＝

犔－１犃，珟犚犪＝珟犃犚犪珟犃
Ｈ，则

ＳＩＮＲ＝
（犠Ｈ

ｇｏｐ犃）犚犪（犠
Ｈ
ｇｏｐ犃）

Ｈ

犠Ｈ
ｇｏｐ犔犔

Ｈ
狀犠ｇｏｐ

＝
ω
Ｈ珟犚犪ω

ω
Ｈ
ω
≤λｍａｘ （４３）

式中，λｍａｘ为矩阵珟犚犪 的最大特征值。为分析方便，不妨假

定犓＝１，犳＝１，期望信号的功率为σ
２
犪，则

ＳＩＮＲ＝
σ
２
犪

犠Ｈ
ｇｏｐ犚狀犠ｇｏｐ

＝σ
２
犪
‖珟犃

Ｈ
ω‖

２

‖ω‖
２ ≤σ

２
ａ
‖ω‖

２
‖珟犃‖

２

‖ω‖
２ ＝

σ
２
ａ犃

Ｈ犚－１狀犃 （４４）

因此，ＭＩＧＯＰ滤波输出ＳＩＮＲ上界为

ＳＩＮＲｍａｘ＝σ
２
犪犃

Ｈ犚－１狀犃 （４５）

　　特别的，在同等条件下，如果是平稳高斯白噪声背景，

则 ＭＩＧＯＰ滤波器输出信号干扰噪声比为

ＳＩＮＲ１ ＝
σ
２
犪狘犠

Ｈ
ｇｏｐ犃狘

２

σ
２
狀犠

Ｈ
ｇｏｐ犠ｇｏｐ

＝
σ
２
犪

σ
２
狀

犃Ｈ犘
⊥

犌犃＝

σ
２
犪

σ
２
狀

［犃Ｈ犃－犃
Ｈ犌（犌Ｈ犌）－１犌Ｈ犃］ （４６）

此种情况下，ＬＣＭＶ准则下滤波器的输出信号干扰噪声

比为

ＳＩＮＲ２ ＝
σ
２
犪狘犠

Ｈ
ｌｃｍｖ犃狘

２

犠Ｈ
ｌｃｍｖ犚犻狀犠ｌｃｍｖ

＝σ
２
犪犃

Ｈ犚－１犻狀犃＝

σ
２
犪

σ
２
狀

［犃Ｈ犃－犃
Ｈ犌（犌Ｈ犌＋σ

２
狀犚

－１
犵
）－１犌Ｈ犃］ （４７）

　　对比式（４６）和式（４７），易知，在平均干扰噪声比较大的

情况下ＳＩＮＲ１≈ＳＩＮＲ２，此时 ＭＩＧＯＰ滤波性能近似等于ＬＣ

ＭＶ滤波的性能。当目标信号子空间与干扰信号子空间正

交时，二者同时取得输出信号干扰噪声比上界ＳＩＮＲｍａｘ＝

σ
２
犪／σ

２
狀犃

Ｈ犃。

当平均干扰噪声比较小的时候，有ＳＩＮＲ１≤ ＳＩＮＲ２。

这主要是因为：ＭＩＧＯＰ滤波方法和ＬＣＭＶ滤波方法虽然

同属于广义斜投影滤波，但二者所采用的准则有所差异。

相比ＬＣＭＶ滤波准则，ＭＩＧＯＰ滤波准则增添了完全抑制

干扰的约束条件。ＬＣＭＶ滤波实质是使得输出ＳＩＮＲ最

大，而 ＭＩＧＯＰ滤波可使得输出ＳＩＲ和输出ＳＩＮＲ同时获得

最大值。从滤波后输出信号成分角度考虑，ＬＣＭＶ滤波后

的干扰分量依然可以很大，而 ＭＩＧＯＰ滤波后不含干扰

分量。

５　计算机仿真结果

考虑犕＝１０的均匀圆形阵列，犚≈０．８λ，其中λ为窄带

入射波载波波长。选用６个互不相关的入射信号，它们的

仰角、方位角分别为（１０°，２２５°）、（３０°，３０°）、（６０°，６０°）、（４４°，

１２５°）、（４５°，２７０°）、（７８°，２５０°）；分别在白噪声、非平稳噪声

和相关色噪声下仿真验证本文的理论分析。

非平稳噪声下，假定噪声协方差矩阵［２４］为

犚狀 ＝σ
２
狀ｄｉａｇ（［１，１．２，４，１２，１１，３，５，０．４，１０，２］）（４８）

　　相关色噪声下仿真所用噪声协方差矩阵
［２５］的第犿 行

第犾列的元素记为犚犿犾，则

［犚犿犾］＝σ
２
狀·ρ

狘犿－犾狘·ｅｘｐ（ｊφ（犿－犾）） （４９）

式中，相关系数ρ＝０．９；相位因子φ＝π／３（犿，犾＝１，２，…，

犕）。不同噪声背景下的信噪比（ｓｉｇｎａｌｔｏｎｏｉｓｅｒａｔｉｏ，ＳＮＲ）

统一定义为

ＳＮＲ＝１０ｌ（ｇ 犕σ
２
犪

ｔｒａｃｅ（犚狀 ）） （５０）

　　图１是传统的ＬＣＭＶ滤波方法与文献［１］方法在不同

噪声背景下的滤波性能仿真曲线对比，仿真所用ＳＮＲ＝

１０ｄＢ。仿真表明，无论背景噪声是白噪声还是色噪声，在相

同的噪声背景下，ＬＣＭＶ滤波方法与文献［１］提出的滤波方

法性能都相同，从而证实了两种滤波方法的等价性。

图１　不同噪声背景下输出ＳＩＮＲ随输入ＩＮＲ的变化曲线

图２为高斯白噪声背景下ＣＯＰ滤波与 ＭＩＧＯＰ滤波性

能比较曲线图。分别采用Γ、Γ１ 和Γ２ 仿真验证 ＭＩＧＯＰ的

滤波性能，仿真中ＳＮＲ＝１０ｄＢ。仿真结果表明：在白噪声

背景下，ＣＯＰ滤波与 ＭＩＧＯＰ滤波效果近似相同。从而验

证了白噪声背景下 ＣＯＰ滤波与 ＭＩＧＯＰ滤波效果的一

致性。

图２　ＣＯＰ滤波与 ＭＩＧＯＰ滤波在白噪声

背景下的输出ＳＩＮＲ变化曲线

图３和图４分别在非平稳噪声背景和相关色噪声背景

下比较了不同滤波方法的滤波性能。ＳＮＲ＝１０ｄＢ，鉴于实
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际环境中获取协方差矩阵犚犡 或犚犻狀比估计噪声协方差矩阵

犚狀 容易，本文采用广义斜投影算子Γ１ 和Γ２ 检验 ＭＩＧＯＰ

滤波性能。不难看出，在色噪声背景下，使用 ＭＩＧＯＰ滤波

方法可以带来比采用ＣＯＰ滤波更大的性能改善。与ＣＯＰ

滤波相比，ＭＩＧＯＰ滤波在色噪声背景环境下滤波性能更

好。进一步对比 ＭＩＧＯＰ滤波与ＬＣＭＶ滤波效果，可以看

出，在高ＩＮＲ下，二者的滤波性能相当。但是在低ＩＮＲ下，

ＬＣＭＶ滤波比 ＭＩＧＯＰ滤波以及ＣＯＰ滤波输出ＳＩＮＲ略

高。这一仿真结论与本文的理论分析结果相符合。

图３　非平稳噪声背景下的输出ＳＩＮＲ比较曲线

图４　相关色噪声背景下的输出ＳＩＮＲ比较曲线

图５为非平稳噪声背景下不同滤波方法输出ＳＩＲ随输

入ＩＮＲ的变化曲线图，所用仿真条件与图３相同。从图５

中可以发现，在低ＩＮＲ条件下，ＭＩＧＯＰ滤波可以获得较高

的输出ＳＩＲ。

综合分析图３和图５可以发现，ＬＣＭＶ滤波与 ＭＩＧＯＰ

滤波虽然都属于广义斜投影滤波，但前者在低ＩＮＲ下可以获

得略高的输出ＳＩＮＲ，而后者可以获得较高的输出ＳＩＲ。这主

要是因为二者所采用的准则不同。相比ＬＣＭＶ滤波准则，

ＭＩＧＯＰ滤波准则增添了完全抑制干扰的约束条件。因此无

论输入ＩＮＲ高低，ＭＩＧＯＰ滤波后都能使得输出ＳＩＲ很高。

图５　非平稳噪声背景下不同滤波器输出ＳＩＲ变化曲线图

６　结　论

本文首先引入了 ＧＯＰ滤波的概念，并提出了一种

ＭＩＧＯＰ滤波器，然后讨论了其与各种相关的斜投影滤波方

法之间的区别和联系。研究表明，ＭＩＧＯＰ滤波方法将目标

信号子空间、干扰信号子空间及噪声统计特性有效地加以

利用，实现了白噪声和色噪声环境下应用统一的斜投影算

子进行斜投影滤波。其实质是使用基于广义斜投影算子的

干扰抑制器与常规窄带滤波器的级联，斜投影起到抑制干

扰的预滤波处理作用，最终无畸变的恢复目标信号。
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