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声矢量阵张量分解 ＭＵＳＩＣ算法
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摘　要：矢量水听器同时、共点测量声场中的声压和振速分量，因此相对于声压水听器能够获取更多的声场信
息，多重信号分类算法（ＭＵＳＩＣ）是一种具有高分辨能力的方位估计算法，本文对声矢量阵接收信号三阶张量建
模，并通过高阶奇异值分解得到信号张量子空间，从而结合 ＭＵＳＩＣ算法对声源进行方位估计。基于三阶张量奇
异值分解得到的信号子空间相比于传统的矩阵奇异值分解得到的信号子空间能够更好地抑制噪声，并且体现了

多维数据之间的关联关系，因此方位估计精度更高。计算机仿真结果表明：矢量阵张量分解 ＭＵＳＩＣ算法性能优
于传统矢量阵ＭＵＳＩＣ方法。
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１　引言

声矢量水听器技术自从上世纪９０年代引入我国
以来，在水下声场和算法研究方面带来了重大的突破，

由于声矢量水听器由无指向性的声压水听器和具有与

频率无关的偶极子自然指向性的质点振速水听器复合

而成，能够同时、共点测量声场中的声压和质点振速矢

量，从而较之以往的声压水听器具有明显优势。

多重信号分类算法（ＭＵＳＩＣ）是 Ｓｃｈｍｉｄｔ最先提出
的［１］，经过近些年的发展已经演变出了各种相关改进

算法，这些算法从理论上突破了瑞利极限，获得超过常

规算法的角度分辨力，因此已经成为空间谱估计理论

体系中具有代表性的阵列信号处理方法。ＭＵＳＩＣ算法
最早被Ａ．Ｎｅｈｏｒａｉ等人成功移植于矢量阵中，并且关
于声矢量阵阵列流型的辨识性能和误差校正均已得到

很好地研究，由此声矢量阵的优势通过相关算法得以

凸现。但是，基于Ｎｅｈｏｒａｉ提出的矢量阵处理思想是把
质点振速看作和声压平行的“阵元”数据进行处理，文

献［２］也是简单的把 Ｍ元矢量阵扩展成了４Ｍ元“长
阵”，虽然都能够克服目标方位估计中的１８０°模糊，但
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是仍旧没有充分利用振速水听器的信息。于是文献

［３］又提出了基于联合信息处理的矢量阵ＭＵＳＩＣ方位
估计算法，即利用声压和振速的乘积或者其他组合方

式将声矢量水听器的抗噪能力与阵列系统的检测分辨

性能结合起来，从而更好地发挥声矢量阵所特有的优

越性能。以上这些算法都是在通过二维矩阵方式对观

测数据进行组织和处理的，没有充分挖掘声矢量阵多

维数据信息之间的关联，从而形成更有效的参数估计

方法。本文借鉴张量运算的优势，将二维矩阵观测数

据向高维推广，通过二维矩阵所无法实现的多维数据

匹配操作，并结合 ＭＵＳＩＣ算法，以期能够实现更为精
准的ＤＯＡ估计，张量相关的定义和计算见附件１。

２　信号模型

假设信号满足窄带远场平面波条件，各入射信号

统计独立，各阵元接收的背景噪声为高斯白噪声，噪声

的相关时间半径小于数据采集的时间间隔，各阵元收

到的背景噪声是相互独立的。

由于水声信道存在的界面反射和散射效应，因此

我们只在二维水平面内讨论目标的方位角，如图１所
示为一个均匀矢量直线阵的示意图，θ为平面波入射
方位，是与ｘ轴的正向夹角，ｄ为阵元间距。

图１　均匀矢量阵示意图
Ｆｉｇ．１　Ｓｋｅｔｃｈｍａｐｏｆａｖｅｃｔｏｒｈｙｄｒｏｐｈｏｎｅａｒｒａｙｗｉｔｈｅｑｕａｌｓｐａｃｅｕｎｉｔｓ

设均匀矢量线阵由Ｍ个基元组成，接收到 Ｋ个远
场窄带信号，各个信号源相对于均匀线阵的入射方位

角为（θ１，θ２，．．．，θＫ），则线阵接收的信号为：
Ｘ（ｔ）＝ＡＳ（ｔ）Ｔ＋Ｎ（ｔ） （１）

其中：Ｘ（ｔ）∈Ｃ３Ｍ×１、Ｓ（ｔ）∈ＣＫ×１和 Ｎ（ｔ）∈Ｃ３Ｍ×１均为平
稳随机过程，导向矢量流形 Ａ＝［ａ（θ１）ｕ１，ａ（θ２）
ｕ２，．．．，ａ（θＫ）ｕＫ］∈Ｃ

３Ｍ×Ｋ，ａ（θｋ）＝［１，ｅ
（－ｊ２

!

ｄｓｉｎ（θｋ）／!），．．．，
ｅ－ｊ２!ｄ（Ｍ－１）ｓｉｎ（θｋ）／!］Ｔ为常规声压阵的导向矢量，ｕｋ＝［１，ｃｏｓ

θｋ，ｓｉｎθｋ］
Ｔ为单个矢量水听器的流形向量，表示Ｋｒｏ

ｎｅｃｋｅｒ积。
对于Ｌ次快拍下的矢量阵接收数据，可以构造一

个三阶张量输出模型，如图２所示：

图２　声矢量阵列输出张量模型
Ｆｉｇ．２　Ｔｅｎｓｏｒｍｏｄｅｌｏｆｏｕｔｐｕｔｏｆｖｅｃｔｏｒｈｙｄｒｏｐｈｏｎｅａｒｒａｙ

!

＝
"

×３Ｓ
Ｔ＋
#

（２）
其中：×３表示张量与矩阵的３模乘积，!∈Ｃ

Ｍ×３×Ｌ，
"∈

ＣＭ×３×Ｋ和
#∈ＣＭ×３×Ｌ分别满足如下等式：

!ｉ，ｊ，ｌ＝Ｘ３（ｊ－１）＋ｉ，ｌ，"ｉ，ｊ，ｌ＝Ａ３（ｊ－１）＋ｉ，ｌ，#ｉ，ｊ，ｌ＝Ｎ３（ｊ－１）＋ｉ，ｌ
（３）

３　基于高阶奇异值分解的信号子空间估计

与矩阵方法类似，定义协方差张量，通过分解协方

差张量进而得到信号子空间，此方法适用于当采样快

拍数 Ｌ远大于阵元数的情况，另外协方差张量能够随
着快拍数实时更新，精度较高。

张量
!∈ＣＭ１×Ｍ２×…×ＭＲ表示某次快拍采样下得到的随机

过程，则相应的协方差张量
$∈ＣＭ１×Ｍ２×…×ＭＲ×Ｍ１×Ｍ２×…×ＭＲ为：

$

＝Ｅ｛
!

。
!

｝ （４）

其中：。表示张量的外积

对于Ｌ次快拍下的矢量阵输出张量
!∈ＣＭ×３×Ｌ，相

应的快拍采样协方差张量为：

$^

＝１Ｌ!３!
 （５）

其中：协方差张量
$^∈ＣＭ×３×Ｍ×３，３表示张量在第３维

的内积。

定理 １［４］：　对于任意的厄米特张量，存在厄米特
张量的矩阵展开

!（Ｈ），满足等式：

!（Ｈ）＝!
Ｈ
（Ｈ） （６）

显然，满足（５）式的矩阵展开不唯一，且一般与张
量的ｎ模展开不同。本文采用的张量矩阵展开方式为
与文献［４］中的一致。

定理 ２［４］：　 对于任 意的 厄米 特张量
!∈

ＣＩ１×Ｉ２×…×ＩＲ×Ｉ１×Ｉ２×…×ＩＲ，存在一个平方根因子张量
%∈

ＣＩ１×Ｉ２×…×ＩＲ×Ｋ满足：
!

＝
%Ｒ＋１%

 （７）
式中：Ｋ为矩阵

!（Ｈ）的秩。

由定理２可知：
!（Ｈ）＝［%Ｒ＋１%

］（Ｈ）＝%
Ｔ
（Ｒ＋１）·%


（Ｒ＋１） （８）

同时，厄米特矩阵
!（Ｈ）的奇异值分解为：

６７５１
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!（Ｈ）＝Ｕｓ，{Ｘ
Ｍ×Ｋ

·∑ｓ，{Ｘ
Ｋ×Ｋ

·ＵＨｓ，Ｘ （９）

其中：Ｋ为矩阵
!（Ｈ）的秩。

由（８）式和（９）式易知：

%（Ｒ＋１）＝（Ｕｓ，Ｘ·∑
１／２

ｓ，Ｘ
）Ｔ （１０）

显然，协方差张量
$^

为厄米特张量，所以存在平方

根因子张量
%

$

满足：

$^

＝
%

$

Ｒ＋１%

$

（１１）
对得到的三阶张量

%

$

∈ＣＭ×３×Ｌ进行三阶奇异值分
解可得：

%

$

＝
&

×１Ｕ１×２Ｕ２×３Ｕ３ （１２）
其中：

&∈ＣＭ×３×Ｌ为张量核，Ｕ１∈Ｃ
Ｍ×Ｍ为矩阵

%

$

（１）的左奇

异特征向量［５］，Ｕ２∈Ｃ
３×３为矩阵

%

$

（２）的左奇异特征向

量，Ｕ３∈Ｃ
Ｌ×Ｌ为矩阵

%

$

（３）的左奇异特征向量。

若不考虑噪声的影响，输出三阶张量［６］
%

$

可以近

似表示为：

%

$

＝
&

［ｓ］×１Ｕ
［ｓ］
１ ×２Ｕ

［ｓ］
２ ×３Ｕ

［ｓ］
３ （１３）

其中：张量核
&

［ｓ］∈Ｃｍｉｎ（Ｍ，Ｋ）×ｍｉｎ（Ｎ，Ｋ）×Ｋ，Ｕ［ｓ］１ ∈Ｃ
Ｍ×ｍｉｎ（Ｋ，Ｍ），

Ｕ［ｓ］２ ∈Ｃ
３×ｍｉｎ（Ｋ，３），Ｕ［ｓ］３ ∈Ｃ

Ｌ×Ｋ，这里要求快拍数要大于信

源数，并且信源数为已知，如果不满足条件Ｌ≥Ｋ，可以
采用前后向平均或空间平滑的方法［７］。

由此可以得到声矢量阵输出模型的信号张量子空

间为：

'

［ｓ］＝
&

［ｓ］×１Ｕ
［ｓ］
１ ×２Ｕ

［ｓ］
２ （１４）

４　声矢量阵ＭＵＳＩＣ算法

ＭＵＳＩＣ算法的基本思想是将任意阵列输出数据的
协方差矩阵进行特征分解，找出与信号子空间相正交

的噪声子空间，然后利用这两个子空间的正交性来估

计信号的参量（方位角、俯仰角等）。文献［２］是把振
速水听器信号作为和声压信号“平行”的量进行处理，

没有充分挖掘振速水听器信号内的信息，本文利用高

阶奇异值分解得到的信号张量子空间对目标方位进行

估计，体现了多维数据之间的关联关系，从而提高了目

标方位估计的精度。

标量水听器阵ＭＵＳＩＣ算法：

ＰＭＵＳＩＣ＝
１

ａＨ（θ）ＵＮＵ
Ｈ
Ｎａ（θ）

（１５）

其中：ａ（θ）为阵列流型，ＵＮ为噪声特征子空间。
作为矩阵等式 ＵＳＵ

Ｈ
Ｓ＋ＵＮＵ

Ｈ
Ｎ＝Ｉ的三阶张量推广，

信号张量子空间和噪声张量子空间满足：

'Ｓ３'
Ｈ
Ｓ＋'Ｎ３'

Ｈ
Ｎ＝( （１６）

其中：
'Ｓ为信号张量子空间，'Ｎ为噪声张量子空间，

单位张量
(∈ＣＭ×３×Ｍ×３，与单位矩阵Ｉ不同，单位张量(

不

为对角张量［８］，所以声矢量阵张量分解 ＭＵＳＩＣ的表达
式为：

ＰＭＵＳＩＣ＝
１

'Ｎ３'
Ｈ
Ｎ×１ａ

（θ）×２ｂ
（θ）×３ａ（θ）×４ｂ（θ）

＝ １
（
(

－
'Ｓ３'

Ｈ
Ｓ）×１ａ

（θ）×２ｂ
（θ）×３ａ（θ）×４ｂ（θ）

（１７）
由于高阶奇异值分解得到的信号张量子空间

'Ｓ

相比于奇异值分解得到的信号子空间 ＵＳ是对实际信
号子空间精度更高的估计，所以由此得到的 ＭＵＳＩＣ算
法角度估计精度也更高。

５　算法复杂度分析

为比较由三阶张量高阶奇异值分解得到的信号子

空间和矩阵奇异值分解得到的信号子空间的计算复杂

度，首先要比较高阶奇异值分解和矩阵奇异值分解的

计算复杂度，由文献［４］可知，一个 Ｍ×Ｎ维矩阵分解
为秩Ｋ的奇异值分解计算复杂度为：ｋｔ·Ｍ·Ｎ·Ｋ，其
中ｋｔ是一个只与算法有关的常数，而在张量情况下，
除去张量核的计算外，还需计算所有ｎ模（ｎ＝１，２，…Ｒ
＋１）张量展开的奇异值分解，为便于比较，以 Ｍ元矢量
水听器阵为例，将两种算法的计算复杂度列表显示如

下（见表１），由表１可知：基于张量高阶奇异值分解的
信号子空间算法计算复杂度要高于基于传统矩阵奇异

值分解得到信号子空间的计算复杂度，但它们仍处于

同一个数量级的范围内，例如１０元声矢量阵接收单个
目标信号，本文算法计算复杂度仅为基于矩阵算法的

约３．２倍，所以这种以牺牲计算复杂度换来的性能提
高是值得的，有关计算复杂度的简化算法参见文献

［９］。

表１　两种算法的运算复杂度比较
Ｔａｂ．１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｗｏａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ’ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ

基于矩阵的算法 基于张量的算法

Ｋ≤Ｍ ｋｔ·Ｍ·Ｎ·Ｋ

３ｋｔ·Ｍ·Ｎ·Ｋ＋

２Ｍ·Ｎ·Ｋ＋

２Ｍ·Ｋ２

Ｋ＞Ｍ ｋｔ·Ｍ·Ｎ·Ｋ
ｋｔ·Ｍ·Ｎ·（Ｋ＋２）＋

Ｍ·Ｎ·（Ｋ＋Ｍ＋Ｎ）
＋Ｍ·Ｋ·（Ｍ＋Ｎ）

６　计算机仿真与分析

在本试验中，矢量水听器阵采用的是半波长等间
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距线性阵列，目标信号是１ｋＨｚ的单频信号，阵元间距
为半波长，采样频率为４ｋＨｚ，干扰为加性高斯白噪声，
滤波器中心频率为１ｋＨｚ，带宽１００Ｈｚ。

仿真试验 １　比较矢量阵常规 ＭＵＳＩＣ方位估
计［２］、联合处理的ＭＵＳＩＣ方位估计［３］和信号张量子空

间ＭＵＳＩＣ方位估计算法的性能，目标方位为４０°，信噪
比为１０ｄＢ，阵元数为１０，采样快拍数为２００，图３中横
轴表示方位，纵轴表示波束输出的归一化幅度，图４为
目标方位在不同信噪比下的方位估计均方根误差

（ＲＭＳＥ）曲线。

图３　本文算法与基于矩阵方法的矢量阵ＭＵＳＩＣ算法方位估计比较
Ｆｉｇ．３　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍａｎｄ

ｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌｍａｔｒｉｘＭＵＳＩＣａｌｇｏｒｉｔｈｍ

图４　方位估计的均方根误差
Ｆｉｇ．４　ＲｏｏｔｍｅａｎｓｑｕａｒｅｅｒｒｏｒｏｆＤＯＡｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ

由图３和图４可以看出：基于信号张量子空间的
ＭＵＳＩＣ方位估计方法较其他两种算法具有更低的旁
瓣，同时估计精度也大为提高，因此本文提出的算法具

有较大的工程应用价值。

对于某一次仿真，若下式满足，则称为成功分辨：

θ１－θ^１ ＋ θ２－θ^２ ＜ θ^１－θ^２ （１８）

其中θｉ和 θ^ｉ（ｉ＝１，２）分别是两目标的真实方位和估计
方位。

仿真试验 ２　比较双目标情况下的矢量阵常规
ＭＵＳＩＣ算法［２］、联合处理的矢量阵 ＭＵＳＩＣ方位估计［３］

以及信号张量子空间ＭＵＳＩＣ算法性能，两个目标的方
位分别为９０°和９５°，信噪比为０ｄＢ，阵元数为１０，快拍
数为２００。

图５　双目标ＭＵＳＩＣ方位估计比较

Ｆｉｇ．５　ＤＯＡｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｏｆｔｗｏｔａｒｇｅｔｓｂｙＭＵＳＩＣ

图６　分辨概率

Ｆｉｇ．６　Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｏｆｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ

由图５和图６可以看出：通过高阶奇异值分解得
到的信号张量子空间与噪声张量子空间的区别更明

显，因此算法的分辨率得到提高，略优于联合处理

算法。

７　结束语

矢量传感器具有偶极子指向性，与均匀直线声压
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阵相比，相同阵型的矢量阵能够更好地抑制噪声干扰，

常规矢量阵ＭＵＳＩＣ方位估计是阵列方位，但没有充分
发挥出矢量阵的优势，本文提出了基于三阶张量模型

奇异值分解的矢量阵信号张量子空间 ＭＵＳＩＣ方位估
计方法，由于三阶奇异值分解得到的信号子空间能够

更好地抑制噪声，因此本文的方位估计方法具有更低

的旁瓣，同时分辨率也得到提高，文中理论和仿真试验

分析验证了上述结论。

附录　张量的定义与计算

Ｎ阶张量可视为二维矩阵向多维的扩展，例如 Ｎ

阶张量
"∈ＣＩ１×Ｉ２×…×ＩＮ共计 Ｉ１×Ｉ２×…×ＩＮ有个元素，其索

引为（ｉ１，ｉ２，…，ｉＮ）的元素表示为"

（ｉ１，ｉ２，…，ｉＮ），或简
计为ａｉ１，ｉ２，…，ｉＮ。

１　张量与矩阵的ｎ模乘积

张量
"∈ＣＩ１×Ｉ２×…×Ｉｎ－１×Ｉｎ×Ｉｎ＋１×…×ＩＮ和矩阵 Ｕ∈ＣＪｎ×Ｉｎ的 ｎ

模乘积为一个新的张量
)∈ＣＩ１×Ｉ２×…×Ｉｎ－１×Ｊｎ×Ｉｎ＋１×…×ＩＮ，表示为

)

＝
"

×ｎＵ，其定义为：

ｂｉ１，ｉ２，…，ｊｎ，…，ｉＮ∑
ｉｎ

ａｉ１ｉ２…ｉｎ…ｉＮｕｊｎｉｎ （ａ１）

２　张量的ｎ模展开

张 量
" ∈ ＣＩ１×Ｉ２×…×ＩＮ 的 ｎ模 展 开 为

"（ｎ） ∈

ＣＩｎ×Ｉ１Ｉ２…Ｉｎ－１Ｉｎ＋１…ＩＮ，张量
"

的元素 ａｉ１，ｉ２，…，ｉＮ在矩阵"（ｎ）中的

位置为第ｉｎ行，第（ｉｎ＋１－１）Ｉｎ＋２Ｉｎ＋３…ＩＮＩ１Ｉ２…Ｉｎ－１＋（ｉｎ＋２－
１）Ｉｎ＋３Ｉｎ＋４…ＩＮＩ１Ｉ２…Ｉｎ－１＋…＋（ｉＮ－１）Ｉ１Ｉ２…Ｉｎ－１＋（ｉ１－１）·
Ｉ２Ｉ３…Ｉｎ－１＋（ｉ２－１）Ｉ３Ｉ４…Ｉｎ－１＋…＋ｉｎ－１列，以三阶张量展开
为例，如图ａ１所示：

图ａ１　三阶张量的切片展开

Ｆｉｇ．ａ１　Ｕｎｆｏｌｄｉｎｇｏｆａ３ｒｄｔｅｎｓｏｒ

３　张量内积

张量
"∈ＣＩ１×Ｉ２×…×ＩＮ和)∈ＣＪ１×Ｊ２×…×ＪＭ，如果 Ｉｎ＝Ｊｎ，并

且ｎ≤ｍｉｎ｛Ｍ，Ｎ｝，"与)

的内积定义为［４］：

*

＝
"ｎ) （ａ２）

式中：
*∈ＣＩ１×Ｉ２×…×Ｉｎ－１×Ｉｎ＋１×…×ＩＮ×Ｊ１×Ｊ２×…×Ｊｎ－１×Ｊｎ＋１×…×ＪＭ

ｃｉ１，ｉ２，…，ｉｎ－１，ｉｎ＋１，…，ｉＮ，ｊ１，ｊ２，…，ｊｎ－１，ｊｎ＋１，…，ｊＭ

　 ＝∑
Ｉｎ

ｉｎ＝１
ａｉ１，ｉ２，…，ｉＮ·ｂｊ１，ｊ２，…，ｊＭ

４　张量外积

张量
"∈ＣＩ１×Ｉ２×…×ＩＰ同张量)∈ＣＪ１×Ｊ２×…×ＪＰ的外积" )

定义为［５］：

（
" )）ｉ１ｉ２…ｉＰｊ１ｊ２…ｊＱａｉ１ｉ２…ｉＰｂｊ１ｊ２…ｊＱ （ａ３）

５　厄米特张量

张量
"∈ＣＩ１×Ｉ２×…×ＩＮ×Ｉ１×Ｉ２×…×ＩＮ为厄米特张量［６］，如果满

足ｉｎ，ｊｎ∈［１，２，…，ＩＮ］，ｎ＝１，２，…，Ｎ：

ａｉ１，ｉ２，…，ｉＮ，ｊ１，ｊ２，…，ｊＮ＝ａ

ｊ１，ｊ２，…，ｊＮ，ｉ１，ｉ２，…，ｉＮ

（ａ４）

６　张量的高阶奇异值分解

张量
"∈ＣＩ１×Ｉ２×…×ＩＰ的高阶奇异值分解［７］为：

"

＝
&

×１Ｕ１×２Ｕ２…×ＮＵＮ （ａ５）

式中：
&∈ＣＩ１×Ｉ２×…×ＩＰ为张量核，满足全正交条件［６］，正则

矩阵Ｕｎ∈Ｃ
Ｉｎ×Ｉｎ为张量

"

的ｎ模展开奇异值特征矩阵。
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