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基于谱方法和松弛标记的非刚性点匹配算法
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摘　要：谱方法是点模式匹配中一种重要的方法，但该方法对于点模式中噪声与出格点较为敏感，为克服了传统谱匹
配方法存在问题，提出了一种运用谱方法和松弛标记的非刚性点模式匹配算法。该方法首先提取点模式中点的ＫＬ特征获取
点与点的匹配概率，然后运用松弛标记法得到点集间明确的匹配关系；同时，为保证算法的鲁棒性，给松弛标记法定义一

个匹配的目标函数，在函数的优化框架下迭代的计算匹配的最优解。本文主要从三方面对传统谱方法进行了改进：首先运

用基于ＫＬ的匹配概率计算方法提高了原谱图方法抗噪方面的性能，进而在松弛标记方法框架中运用谱方法进行匹配，使算
法对出格点具有更好的鲁棒性，最后融合的运用了点的谱图特征和空间分布特征，使算法在较大形变情况下仍能实现有效

匹配。文章实验验证了算法的有效性。
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１　引言

点模式匹配（ＰＰＭ）是模式识别最基础的任务之
一，在众多高层计算机视觉应用中都有广泛应用。许

多学者都致力于提高 ＰＰＭ算法的精确度，减小计算的
复杂度。目前，有两种主要的方法：一是基于变换参数

估计的方法包括 ＩＣＰ［１］、基于 ＰＳＯ的算法［２，３］、ＧＡ算
法［４］、软指派方法［５］、双步 ＥＭ算法［６］等；第二类方

法是基于特征的方法包括形状上下文的方法［７，８］，基于

图论的方法［６］，基于谱图的方法［９，１０］。

谱图匹配的方法是基于特征匹配中的一种重要方

法，该系列方法试图运用点集中点的谱特征来求解

ＰＰＭ问题。该方法最早起源于 Ｕｍｅｙａｍａ［９］提出的运用
奇异值分解来求解在最小方差意义下图与图之间邻接

矩阵的排列对应矩阵。该方法能得到同样大小和结构

的图的匹配对应关系。在此基础上，Ｓｃｏｔｔ和 Ｌｏｎｇｕｅｔ［９］

通过ＳＶＤ分解不同图像点集构成的关系矩阵，来求解
ＰＰＭ问题。该算法能对不同大小点集的匹配问题求
解，但是对旋转和点集大小差异比较敏感。为克服上

述问题，Ｓｈａｐｉｒｏ和Ｂｒａｄｙ［９］提出了运用图像点集内部的
亲近矩阵的方法。该算法是谱理论求解匹配的基础方

法，它首先在图像点集内计算点与点之间的距离矩阵，
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通过高斯加权得到亲近矩阵；然后，对亲近矩阵ＳＶＤ分
解得到表征点的特征，匹配对应关系则由不同图像中

点的特征之间的比较结果决定。在此基础上，Ｚｈｏｎｇ和
Ｔｅｏｈ［８］把该方法拓展到仿射变换情况下的点集匹配，
通过仿射不变量构造亲近矩阵，同时运用 ＰＣＡ方法来
描述点的特征以减小计算量。在此之后，Ｃａｒｃａｓｓｏｎｉ［８］

等人对谱图方法进行了较大的改进，他们把传统的谱

图方法与ＥＭ算法结合起来，显示出了算法对噪声和
出格点干扰的优越性能。到目前为止，尽管相关研究

有较大进展，仍难以完全解决其所面临的两个问题：抗

噪声和抗出格点性能问题［８１０］。

本文旨在改进谱图论方法将其应用于非刚性点模

式匹配，并提高算法抗噪和抗出格点性能。主要思想是

把谱方法与松弛标记法结合起来对ＰＰＭ问题进行求解。
算法首先由谱方法计算点与点的匹配初始概率，而后应

用松弛标记法对点与点的最终匹配关系进行优化求解，

期间运用薄板样条形变模型来描述和变换点集。为使

算法更具鲁棒性，在匹配过程中为算法设定一个优化目

标函数，通过迭代来求解问题的最优解。

２　基于谱方法的点模式匹配

基于谱方法的算法匹配的两个关键步骤，一个是

构造合适的亲近矩阵，二是找到最优的点的特征描述

方式，并进行匹配。针对第一个问题文献［８］中进行了
详细讨论，本文将不做赘述，重点讨论第二个问题。

２．１　匹配求解
本小节主要介绍传统的谱匹配算法。在构造最优

亲近矩阵后，两个点集各自的谱特征空间可通过求解

特征值方程获得， Ｈ－
!

Ｉ＝０。特征向量由下式求得
Ｈｅｉ＝!ｉｅｉ，ｉ＝１，２，…，ｍ （１）
特征向量ｅｉ根据!ｉ大小进行排序。这些经过排列

的特征向量即构成了特征向量矩阵。该矩阵的列对应

于相应的特征值。而每一行则对应于点集中每一点。

对于任一点集，存在Ｕ＝（ｕ１，ｕ２，…ｕｍ）
Ｔ，且

Ｈ＝ＵΛＵＴ

其中，Λ是由特征向量构成的对角矩阵。对于不同的
大小的点集，采取截断的方法［８，９］。

特征向量矩阵的每一行对应于点集中的每一点。

Ｓｈａｐｉｒｏ和Ｂｒａｄｙ通过比较不同特征向量矩阵 ＵＲ与 ＵＱ
中的每一行的欧氏距离来得到匹配结果，如式（２）所示。

Ｍｉｊ {＝ １ ｉｆｊ＝ａｒｇｍｉｎｊ′∑
ｏ

ｌ＝１
‖ｕｉｌ－νｊ′ｌ‖

２

０ ｏｔｈｅｒ
"

ｉｓｅ．
（２）

２．２　ＫＬ特征
在上述方法中所有列特征都平等的用于点与点相

似性的比较。然而，这却不是最优比较方法，因为由特

征值排列的每一特征向量，都相应的表征的是点在该

特征向量维上的能量。对于较大的特征值对应的特征

向量维，表征的能量大于较小的特征向量维对应的能

量。上述方法则没有考虑能量分布因素，因而导致在

受到外界干扰时，容易出现错误。

为此，文献［９］认为特征向量空间应该采用如下形
式：

Ｕ－ＴＲ＝""""ＲＵ
Ｔ
Ｒ＝Ｕ

Ｔ
ＲＵＲ""""ＲＵ

Ｔ
Ｒ＝Ｕ

Ｔ
ＲＨＲ （３）

式（３）也正是ＫＬ变换的形式。
从能量角度分析，由于 ＫＬ变换是正交变换，它克

服了ＳＶＤ分解带来的能量损失，因而对于噪声会更加
鲁棒。

２．３　ＫＬ特征的匹配概率
为了把ＫＬ特征融入松弛标记法，文中把两点集中

点与点的匹配用概率形式表示出来。假设此时特征相

似概率分布服从高斯分布。则对于ｒｉ∈Ｒ，ｑｊ∈Ｑ有

Ｐｉｊ＝
ｅｘｐ［－μ∑

ｏ

ｌ＝１
‖Ｕ－Ｒｉ，ｌ－Ｕ－Ｑｊ，ｌ‖

２
］

∑
ｊ′∈Ｑ
ｅｘｐ［－μ∑

ｏ

ｌ＝１
‖Ｕ－Ｒｉ，ｌ－Ｕ－Ｑｊ′，ｌ‖

２
］

（４）

３　基于谱匹配的松弛标记法

这一节，主要任务是利用松弛标记法［７］对匹配概

率进行迭代和优化，获得一一对应的匹配结果。由于

松弛标记法需要利用邻域信息进行迭代，因此，首先定

义点的ｎ邻域为距离点距离最近的ｎ个点。
３．１　问题描述

这一小节中，文章把点模式匹配问题转化成一个

函数优化问题。考虑两个二维点集 Ｒ＝｛ｒ１，ｒ２，…ｒｍ｝，
Ｑ＝｛ｑ１，ｑ２，…，ｑｎ｝的匹配问题。此时，为解决出格点问
题，我们分别将点集Ｓ的第ｍ＋１点和Ｔ的第ｎ＋１点表
示成虚点。得到 Ｒ＝｛ｒ１，ｒ２，…ｒｍ，ｎｉｌ｝，Ｑ＝｛ｑ１，ｑ２，…，
ｑｎ，ｎｉｌ｝，这样当Ｓ的某一点不与 Ｔ中的任何一点对应
时，则这一点就被指定为与 Ｔ的虚点对应，反之亦然。
同时用一个匹配概率矩阵 Ｐ＝｛Ｐｉｊ｝来表示点集间的匹
配关系，其中Ｐｉｊ∈［０，１］，同时对任意满足

∑
ｍ＋１

ｉ＝１
Ｐｉｊ＝１　ｊ＝１，２，…，ｎ （５ａ）

∑
ｎ＋１

ｊ＝１
Ｐｉｊ＝１　ｉ＝１，２，…，ｍ （５ｂ）

这时匹配问题可转化为式（６）能量函数的优化问题。

Ｅ（Ｐｉ，ｊ）＝∑
ｎ

ｉ
∑
ｍ

ｊ
Ｐｉ，ｊ‖ｒｉ－ｑｊ‖

２
＋
　

　
∑
ｍ

ｊ＝１
Ｐｎ＋１，ｊ＋∑

ｍ

ｊ＝１
Ｐｉ，ｍ＋








１

（６）
其中，第一项为匹配误差项，第二项为惩罚项用于控制

８５７１



第 １１期 夏　东 等：基于谱方法和松弛标记的非刚性点匹配算法

出格点数目。

３．２　松弛标记法
基本思想是利用松弛标记法根据点与邻域之间的

关系，使匹配概率矩阵通过迭代得到确定一致的匹配

结果。该方法在点模式匹配研究中曾经得到应用［７］，

本文把该方法与谱匹配方法结合起来使用。通过这种

方式可以较好地提高谱匹配方法的鲁棒性。

设点集中各点对的匹配存在某种关系，这种关系

表征这两对点匹配情况的共存程度，称为相容性。ｒｉ与
ｑｊ匹配和ｒｓ与ｑｔ匹配这两种情况的相容性记为 Ｃｉｊ（ｓ，
ｔ）。

支持函数Ｂｉｊ用于度量点 ｒｉ和 ｑｊ各自邻域点对该
两点匹配的支持程度，本文定义为：

Ｂｉｊ＝∑
ｓ∈Ｎｉ
∑
ｔ∈Ｎｊ

Ｃｉｊ（ｓ，ｔ）Ｐｓｔ （７）

式中Ｎｉ和Ｎｊ分别表示ｒｉ和ｑｊ在各自点集中的邻域点
的下标集。

传统松弛标记法的迭代规则为：

Ｐｉｊ＝
ＰｉｊＢｉｊ

∑
Ｎ

ｔ＝１
ＰｉｔＢｉｔ

（８）

分母用于保证概率的归一化。

通常松弛标记法都只运用单向（行或列）的归一

化，而为保证匹配概率矩阵满足式（５），使用双向的归
一化操作［７］。

３．３　基于空间距离特征匹配概率的支持函数
在非刚性变换情况下，仅应用谱信息很难达到较

好的效果，为此，用距离匹配概率来定义支持函数。

对ｒｓ∈Ｒ和ｑｔ∈Ｑ，距离匹配概率定义为：

Ｐ－ｓｔ＝ｅｘｐ（－μ‖ｒｓ－ｑｔ‖
２

） （９）

这时相容性函数则定义为Ｃｉｊ（ｓ，ｔ）＝Ｐ
－
ｓｔ如果ｒｓ和 ｒｉ

都与相应的ｑｔ和ｑｊ匹配。由此，支持函数可写为：

Ｂｉｊ＝∑
ｓ∈Ｎｉ
∑
ｔ∈Ｎｊ

Ｐ－ｓｔＰ
－
ｓｔ （１０）

本文使用常用的匹配与变换参数迭代框架［５，１０］，

公式（６）为迭代的目标函数以判断迭代过程的优劣。
与文献［１１］相同，文中使用薄板样条变换模型来实现
非刚性匹配，从而使每次迭代过程中，两个点集距离更

为接近。

４　模拟点集实验

为检验算法，本文从两方面进行考察。首先检验

比较ＫＬ方法与传统 ＳＶＤ方法的性能［９］，然后再考察

运用结合松弛标记法后，给算法带来的优势。

实验中数据为合成点集数据，分别考察噪声和点

集结构对算法影响。第一种是点集中加入高斯随机噪

声，由噪声标准差来控制噪声的强度。第二种是随机

去除点集中的某些点以改变点集的构成结构，这对传

统谱匹配方法是非常困难的。

４．１　ＫＬ方法匹配
在本小节中，对ＫＬ方法进行检验。分别在合成的

模板和旋转点集中加入标准差为０～０．０５的高斯噪声。
为作比较，分别用ＳＶＤ方法和 ＫＬ方法进行匹配，从而
检验两种方法的抗噪性能。图１ａ）、ｂ）给出了一次实
验结果，ｃ）给出了该组实验的统计结果。结果表明ＫＬ
方法抗噪性能优于ＳＶＤ方法。

图１　ＫＬ与ＳＶＤ方法比较
Ｆｉｇ．１　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆＫＬａｎｄＳＶＤ

４．２　ＫＬ＋ＲＬ
这一小节主要考察ＫＬ＋ＲＬ方法的性能，并与 ＳＶＤ

＋ＥＭ方法［１０］进行比较。图２ａ）给出了两种方法在噪
声影响下的匹配统计结果。由图所示，两种方法的错

误匹配率随着高斯噪声的增大而增大。值得注意的

是：ＫＬ＋ＲＬ方法始终优于ＳＶＤ＋ＥＭ方法。
下面考察非刚性形变对算法的影响。形变由高斯

分布的ＲＢＦ（径向基）函数产生。形变程度由高斯函数
的标准差来表示。图２ｂ）给出了两种方法匹配的结
果，可以看出ＫＬ＋ＲＬ具有更好的抗形变能力。当存在
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较小形变时，两种方法都有较好的匹配结果，一旦形变

程度加大，ＳＶＤ＋ＥＭ的性能则大大下降。这主要是由
于，ＫＬ＋ＲＬ算法中应用了形变模型，并同时利用了谱信
息和距离信息，而且考虑了匹配过程中匹配点对邻域

的支持信息。

　　最后，点集的结构变化（出格点问题）给算法匹配
带来的影响。实验中，向点集中加入（去除）一定数量

的点。图２ｃ）给出了匹配统计的结果，图中显示两种
方法在抗出格点性能上有较为相近的表现，但 ＫＬ＋ＲＬ
相对更为稳定。

图２　模拟点集匹配统计结果
Ｆｉｇ．２　ＳｔａｔｉｓｔｉｃｏｆｓｙｎｔｈｅｔｉｃＥｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ

　　从时间复杂度上分析两种方法都是基础都是奇异
值分解，因此复杂度都为 Ｏ（ｎ３）。从算法程序运行来
看，在 ＩｎｔｅｌＣｏｒｅＴ６５７０２．１０ＧＣＰＵ的计算机上运行，
１００对匹配点情况下 ＳＶＤ＋ＥＭ方法平均为５０ｍｓ，本文
方法平均在５５ｍｓ左右。这主要是由于算法需要计算
非刚性形变模型，相对要耗时。

５　实际图像实验

为进一步验证算法，进行了实际图像的匹配实验，实

验中特征点均采用Ｈａｒｒｉｓ方法进行提取。对ＫＬ和ＳＶＤ
方法的比较，采用了ＣＭＵ／ＶＡＳＣ图像库中的图像对数据，
对１０组图像分别进行了２０次实验。每次实验中，图像对
中都运用Ｈａｒｒｉｓ方法提取相同数目的特征点，实验匹配平
均结果ＫＬ正确率为９５．６３

!

，ＳＶＤ的为８７．８２
!

。图３ａ）、
ｃ）分别为ＳＶＤ方法匹配的结果，ｂ）、ｄ）为ＫＬ匹配的结
果。结果显示ＫＬ方法具有更优的性能。

图３　实际图像匹配结果比较
Ｆｉｇ．３　ＲｅａｌＷｏｒｌｄＤａｔａＴｅｓｔ

图４　行人匹配
Ｆｉｇ．４　Ｍａｔｃｈｉｎｇｏｆｐｅｄｅｓｔｒａｉｎ
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第二组进行了视频人体跟踪实验，实验数据取自

宾馆实际监控视频，运用本文 ＫＬ＋ＲＬ方法进行匹配跟
踪，并与文献［１０］方法进行比较。限于篇幅分别给出
了第２０、２４、２８、３２帧连续匹配跟踪的结果，图２ａ）
给出了本文方法的匹配结果，ｂ）为 ＳＶＤ＋ＥＭ方法的匹
配结果。图中显示ＫＬ＋ＲＬ方法匹配有较高的正确率，
而ＳＶＤ＋ＥＭ方法则存在一定的错误匹配用黑色连线表
示。在第１、２、４对图像中，两种方法具有相近的表
现，而第３对图像中，由于人体运动造成的形变，则
ＳＶＤ＋ＥＭ性能明显下降，ＫＬ＋ＲＬ则保持了稳定的匹配
结果。

６　结论

基于谱图的匹配算法是目前点模式匹配中的一种

重要方法，但是传统的谱方法对噪声和出格点较为敏

感，实际应用效果较差。为提高算法这两方面的性能，

本文采取三方面措施：一，采用 ＫＬ方法进行点与点之
间的匹配概率计算，实验说明它能有效增强谱方法的

抗噪声能力；二，通过谱方法与松弛标记法相结合，在

一定程度上可以使算法在匹配过程中减小由出格点带

来的影响，增强抗出格点能力；三，在应用松弛标记法

时，构造匹配概率与支持函数时，分别利用了谱特征信

息和点与点的距离信息，这两种信息的同时使用，使算

法能在较大形变以及噪声和出格点影响下仍有较好的

匹配结果。文章最后的比较实验验证了算法的有效性

与实用性。
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